Modeles matlematiques et nethodes
numeriques

Dans la premiere section de ce chapitre, nous écrivons d’abord les équations sous leur forme
générale en convection naturelle d’'un fluide newtonien en milieux confinés. Les équations
sont ensuite simplifiees grace aux hypotheses introduites notamment I'approximation de
Boussinesq. Enfin, les équations sont modifiees pour tenir compte de la variation des propriétés
thermophysiques en fonction de la température. Dans la deuxiéme section, nous présentons
les conditions aux limites dynamiques et thermiques. La troisieme section est dédiée a la
résolution des équations de Navier-Stokes. Nous y présentons la méthode des difféerences finies
et les schémas de discrétisation temporel et spatial appligués aux équations de conservation.
Puis, nous deétaillons les algorithmes utilises pour résoudre les équations discrétes et pour
implémenter les conditions aux limites dynamiques. Dans la quatrieme section, nous présentons
le formalisme du transfert radiatif entre surfaces en convection naturelle dans un canal d’air
vertical. Les quantités dynamiques et thermiques étudiées le long de ce manuscrit sont données
dans la cinquieme section.

1 Ecoulements de convection naturelle

Les écoulement de convections naturelle sont dues a des variations de la masse volumique,
provoquées par une distribution non-uniforme de la température dans un fluide. Les gradients
de masse volumique induient donc un mouvement du fluide transportant ainsi de la chaleur qui
va étre échangée avec son environnement. Ce phénomene entraine donc un couplage fort entre
le champ de température et le champ de vitesse. La force gouvernant la convection naturelle
est appelée poussée d’Archimede. Cette derniere s’écrit selon I'axe vgrttoaime suit :

Fa = (po— p)gy, avecg I'accélération gravitationnellgyg la masse volumique du fluide & la
température de réferendg et p est la masse volumique du fluide a la tempéralure

La physique des écoulements de convection naturelle peut étre étudiée a l'aide de la
résolution analytique ou numérique des équations de Navier-Stokes. La poussée d’Archimede
responsable de I'effet cheminée, intervient dans les équations de conservation de quantité de
mouvement et plusieurs approximations ont été utilisées pour simplifier la formulation des
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équations, notamment I'approximation de Boussinesqg.eGstpothese stipule que, les effets

de dilatation du fluide sont pris en compte uniqguement dans le terme de poussée d’Archimede.
Cette approximation largement utilisée dans le cas des cavités fermées differentiellement
chaufféees, reste aussi valable pour des géomeétries ouvertes soumises a des écarts de température
moyens.

2 Equations de bilan en convection naturelle

Les équations de bilan décrivent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement
et de I'énergie totale d’'une particule fluide dans I'écoulement. Ces équations décrivent tout type
d’écoulement ainsi que différents régimes correspondants (laminaire, turbulent). Les équations
s’écrivent sous leur forme conservative :

- Equation de conservation de la masse
—+0.(pV)=0 1.1
— Equation de conservation de quantité de mouvement

o

3 +0.(pV®V) = —Op+ 0.3+ pg (1.2)

ouT= u(D\7+(D\7)” — %(DV)I) désigne le tenseur des contraintes visqueuses pour un
fluide newtonien et en considérant I'hnypothese de Stokes.

— Equation de conservation d’énergie
Ot e+ EV =-0.4g+0.(V.T)+pV.g (1.3)

La densité de flux de chaleur est calculé via la loi de Fougjier,—k[JT. L'équation d’énergie
peut s’écrire en température au lieu de I'enthalpie [69] :

DT Dp . _
PCopr = D.(kDT)JrBTFerDV T (11.4)

Afin de simplifier les équations précédentes, les hypotheses suivantes sont prises en compte :

2 . ..D -
— Ecoulement mcompres&bleﬁg =0etV=0)

Dissipation visqueuse négligéeV : T = 0)
— Approximation de Boussinesq
— Ecoulement bidimensionnel

Dans le cadre d'un repére cartésien en deux dimensions, nous obtenons donc le systeme
d’équations suivant :

30

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Modéles mathematiques et néthodes nunériques

( @4_@—0
ox oy
@+U@+V@:_—:L@+Vo(@+@)
ot  0x 9y po OX X2 ay? (115)
ot  9x ady pg oy ox2  ay2’  po
0_T+ua_T+va_T:ao<02_T+62_T>
| ot ox  dy ox2  ay?

ou les propriétés physiques, Vo, Cpp et Ag sont ici supposées constantes et calculées a une
température de référence choi$igici c’est la température ambiante.

0o est la diffusivité thermiquePo est le coefficient de I'expansion thermique gt est la
viscosité cinématiquep est la difference entre la pression dans le canal et la pression ambiante

Po qui satisfait(]l—p0 = Pog.

dy
Apres lintroduction des variables adimensionnellex = g, Y = %, U= Uu ,V =
ref
v 9Boowd* p T-To Gwd
, Ra= ,P=——5.,0= avec AT = — e Lt = d, Ut =
Uref Vo(]o)\o pourzef AT )\0 ref ref
[gBod?aw o 1 d A, S
P d Raz, tref = Uer o Ra™ 2, les équations (I1.5) s’écrivent :
(- wL
oxX oYy
oU oUu _ aU oP 02U 0%
— 4U—+4+V—=——+PrRa (o5 + —
o TVax tVay — ax TR TGt ve) 016
ov v v 0P 10,0V 0NV ‘
o -i—Uax -i—VaY =% +Pr.Ra (6X2+ aY2)+Pr9
00 00 00 _1/2 %0  0%0
o TVax Vo TR e T ave)

Dans le cas de la variation des propriétés thermophysiques en fonction de la température,
les équations de Navier-Stokes deviennent alors :

( op Opu OJpv
ot ax | ay =0
ou Ou odu 10p

1
a+ua—)(+va/——5&+5<

ov dv av  10dp E(

g—I—ua—X—l—v@ _50_y+p

y
dCpT 0CoUT CVT  1/a (. 9T\ a (. 4T
(ot T ax 1 ay _p<GX<AGX>+6y A y))
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En plus des variables adimensionnelles et de réféereneeegentes, nous introduisons

les propriétés thermophysiques adimensionneljgs= B, y = E, A* A g E La

Po " AT Bo
variation de la capacité calorifique est supposée ici négligeable par rapport aux variations des

autres propriétés physiques (varie d’environ 0.6% entre 20 €2°§00On obtient alors les
équations adimensionnelles suivantes :

(0p* 0p*U ap*V_0
ot oX o

a_U+Ua_U+Va_U—_ia_P+M i *a_U _|_i *a_U
o ox oY | prox o \ax \Max) "oy \Havy
oV o oV 10P PrRaY2/9d [ oV 0 [ .0V .
E-I'UG—X-FVG—Y——EG—Y-FT(G—X(Ha—x)+a—Y<ua—Y))+PrBe

0 % B _RaIE(0(,.00) 0 (.0
[ ot ToX  ay  pr \oX\' ox/ ay \' oy

(1.8)

Des polyndmes d’ordre élevé ont été utilisees pour décrire I'évolution des propriétés
thermophysiques en fonction de la température.

3 Conditions aux limites

Il est nécessaire de fermer les équations precédemment définies en y ajoutant des conditions
aux limites thermiques et dynamiques. Pour le cas de la convection naturelle en canal ouvert,
le choix des conditions aux limites dynamiques reste un probleme ouvert. En effet, dans
notre cas d’'étude, I'écoulement est engendré par la seule force : poussée d’Archimede. Cette
force s’équilibre avec les forces d’inertie et de viscosité, produisant ainsi un mouvement
des qu'un gradient de température existe dans le fluide. Ainsi, imposer des conditions
aux limites entrée/sortie en vitesse ou pression est un probleme non trivial. Toutefois, on
peut imposer des conditions aux limites a I'entrée du canal en utilisant le théoreme de
Bernoulli [14]. En supposant que I'écoulement est irrotationnel, incompressible et établi a
I'entrée du canal, on peut appliquer ce théoréeme le long d’'une ligne de courant, entre les
points (0) et (1) (voir Fig I.1). L'équation de Bernoulli adimensionnée s’écrit alors comme suit :

PL+0.5V2 = Py+ 0.5V¢ (11.9)

ouVp = 0 si on suppose que le fluide est au repos a I'extérieur du canal.
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De Ia, deux expressions peuvent &tre utilisées pour igrpmse condition aux limites en
pression a I'entrée du canal :

— Bernoulli locale le long d’'une ligne de courant :

P1(X,0) — Py = —0.5V1(X,0)? (1.10)

— Bernoulli globale le long d’un tube de courant :

1 2
P1(X,0) —Po= —0.5 (/0 V(X,O)dX) (I1.11)

A l'entrée du canal, la condition aux limites type Bernoulli traduit une dépression qui
correspond a une diminution d’énergie liee a I'aspiration du fluide extérieur. Pour le fluide
sortant, nous imposons une condition de jet libre (pression atmosphérique). Dans le cas d’'un
eécoulement de retour en sortie du canal, on peut soit imposer une pression atmosphérique, soit
appliguer le théoreme de Bernoulli le long d’une ligne de courant.

l@'

FIGURE Il.1 — Configuration d’'un canal vertical ouvert chaéfasyngetriquement en dengide
flux. Le canal est de rapport de forme dadL

Pour le cas du canal ouvert considéré (cf. Fig. I.1), les conditions aux limites sont formulées
de la maniere suivante :

(A*(00)/(0X)=—1;V=0;U=0; aX =0,0<Y <A
A*(08)/(0X)=0;V=0;U=0; aX=1,0<Y <A

1 2 (11.12)
8=0;(dV)/(3Y)=0:U=0;P= —0.5(/0 V(X,O)dx) AY =0,0< X <1

| (80)/(dY) =0; (0V)/(@Y)=0;U =0;P=0aY=A 0<X <1
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La condition aux limites (entrée/sortie) en pression @poad ici a imposer une pression
2

du type Bernoulli global® = —0.5 (f()lV(X,O)dX> a I'entrée et une pression nulle en sortie

du canal. Il existe d’autres combinaisons de conditions aux limites entrée/sortie en pression,
notamment, dans le cas ou seul la condition aux limites en pression change en sortie du canal
tout en gardant Bernoulli globale a I'entrée :

P=0siV>0aY=A0<X<1

1 2 . . (11.13)
P=—JV(X,A) SV <0aY=A0<X<1
Une autre condition aux limites correspond a imposer Bernoulli locale a I'entrée et une

pression nulle en sortie du canal :

P:—%V(X,O)z AY =0,0<X <1
P=0aY=A0<X<1

Dans le cas du fluide entrant en sortie du canal (ecoulement de retour), Bernoulli locale est
appliguée (entre les points (3) et (2)). La derniere condition aux limites en pression correspond
donc a garder Bernoulli locale a I'entrée et a remplacer la condition aux limites de sortie par
celle des équations (11.13) :

(11.14)

1 2
P= —EV(X,O) aY=0,0<X<1
P=0siV>0aY=A0<X<1 (11.15)
1 2 . N
P= —EV(X,A) sV<0ay=A0<X<1
Dans la suite, nous appellerons les quatre conditions aux limites dans I'ordre : Bernoulli
globale zéro(BGO), Bernoulli globale(BG), Bernoulli locale zéraBLO), Bernoulli locale
(BL).
Concernant les conditions aux limites thermiques, les parois sont soumises a un flux de chaleur
uniforme et une condition de Neumann homogéne est imposée aux parois adiabatiques. Nous
négligeons dans une premiere approximation les flux longitudinaux en sortie du canal, étant
donné que les gradients thermiques transverses sont plus importants. En effet, I'écoulement est
supposé parfaitement établi en sortie. Quant au fluide entrant a I'entrée et en sortie du canal,
on suppose qu'il est a la température extérieure. Dans cette approximation, on néglige le fait
que le fluide entrant peut étre préchauffé dans I'environnement extérieur. Seule une simulation
intégrant la totalité de I'environnement permettrait de simuler complétement ce probleme.

4 Reésolution destquations de conservation

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes a commencé dans les années 60,
et, par conséquent, de nombreux codes ont été développés (STAR-CCM, FLUENT, ANSYS,
CFX, ...). En industrie, les codes utilisés sont des génériques commercialisés qui permettent
d’aborder des problématiques physiques en géométries complexes. Cependant le noyau de
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calcul ainsi que les modeles implémentés dans ces codeseroouillés et il est difficile voire
impossible de modifier le code source et de le faire interagir avec de nouvels algorithmes. Les
codes ouverts principalement issu du milieu universitaire ou de centres de recherche offrent
plus de flexibilité en programmation. lls permettent d’utiliser de nouveaux algorithmes offrant
I'amélioration de la précision des calculs et ainsi 'augmentation de I'éfficacité du code. De
nombreuses comparaisons entre les codes commerciaux et académiques ont été effectuées et
ont fait ressortir les problemes des codes commerciaux, montrent le bien-fondé de I'approche
académique [70] [71][72].

Dans le domaine de la mécanique des fluides numérique, de nhombreuses méthodes ont
eté développées pour résoudre les équations de conservation de quantité de mouvement et
de I'énergie. Les méthodes de discrétisations les plus connues sont les differences finies, les
volumes finis et les éléements finis. Pour le cas de géométries simples en mécanique des fluides,
les differences finies et les volumes finies sont les plus utilisées. Dans les cas de problemes de
dimensions élevées et de géométries complexes, les éléments finis sont privilégiés. Il existe
d’autres méthodes qui permettent d’obtenir des schémas de discrétisation d’ordre €levé comme
les méthodes spectrales. Dans notre présente étude, un code interne destiné au départ pour
simuler les écoulements de convection naturelle dans une cavité fermée a été adapté pour traiter
le cas des géométries semi-ouvertes. La méthode des différences finies d’ordre deux en temps
et en espace a été utilisee compte tenue de la simplicité de la géométrie et de la facilité de
'implémentation de la méthode.

4.1 Discretisation temporelle

La discrétisation en temps du systeme déquations (II.6) est basée sur un schéma
de difference finies semi-implicite d'ordre 2 [73]. Les termes diffusifs sont discrétisés
implicitement en utilisant le schéma d’Euler retardé a trois points et les termes convectifs non-
linéaires sont discrétisés a I'aide de I'extrapolation d’Adams Bachforth. Avec :

frl—2fn_ -1 oAt (11.16)
et:
afn+1 3fn+1_4fn—1_|_fn

ot 21t
une équation de convection-diffusion prend la forme semi-discrete suivante :

+O(At?) (11.17)

3fn+l _4fn71+ fn
2At
qui peut prendre la forme d’'une équation de Helmholtz :

(V. Of)" — (V.OF) L = O g (11.18)

(Ct2—N) ™l =5 O(AL?) (1.19)
—4fr1 {0
ouCs une constante) = ZiAt etSt = Tj-i—Z(VDf)”— (v.of)n-t
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Les schémas ci-dessus appliqgués au systeme d’équdtidd)sconduisent au systeme
suivant :

( ouU n+1 N aVnJrl o
oX ay
1 opn+1
PrRa z[12—_AUMT= T
( ) ox_ T (11.20)
P
(PrRa 212 — A)V™1 = aa—Y +S

(Ra 22— Aol =5

\

. —40"1 9" n n—1 —4un-14yn n n—1
OUSB_Z—A'[+2<VD9) —(v.090) ’SJ_Z—AI+2<VDU) —(v.0U)
_4anl \VAL
oS, = Tj +2(VIV)" — (V.OV)" 4 Pron+?

La discrétisation en temps du systeme d’équations (I1.8) se fait de la méme maniere mais
en respectant les variations des propriétés thermophysiques. Le systeme d’équations (11.8)
discrétisé en temps s’écrit comme suit :

( 3p*(n+1) _4p*(n> +p*(n71> + ap*(n+1)u n+1 + ap*(n+1)vn+l B O
21t o

PrRa 2 NOYEY 1 1 oP™E
( «(n+1) 0. (IJ- ) )V p*(n+l) oY +S

PrRa 2 NOYEY n1_ 1 0P™E
( «(n+1) 0. (IJ- ) )U p*(n+l) oX + S

(Ran_HDO\*nH )) )G”H S

(11.21)

_a10n—-1 n . n—1 n
ol S = “Tje +2(vOe)" — (V.OO)™ L, & = 4U2Tt+u +2(VOU))" —
o nyn—1 n
V.OU)™L S, = ‘“’ij +2(VOMV))" = (V.ONV)™ L+ Praren

4.2 Discretisation spatiale

Tous les termes des équations 11.20 et 11.21 sont discrétisés en espace par un schéma centré
d’ordre deux. Les conditions aux limites de Neumann en vitesse verticale a I'entrée et en
sortie du canal sont discrétisées respectivement par des schémas décentrées aval et amont
d’ordre 2. Les variables sont localisées sur le domaine de calcul de facon décalée [74] [75].
La grille utilisée a trois sous-grilles, une pour la pression et la température (et les propriétés
thermophysiques), une pour la vitesse horizontale et une pour la vitesse verticale. Le placement
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des sous-grilles est montré dans la figure 1.2 ou les fletlgizontales indiquent les nceuds
deU, les fleches verticales indiquent les noeud¥ a# les points noirs indiquent les nceuds de
P,O,\*, U etp*.

J+l @ o o o

Ub— 2J ==

J+1
Vi— 1j == i p
PN 0, P —— 1J J Q—————,fzi—./,g T @ o
, N AT 1
J a; ///
// // /, //
J 1 . ////// ////// . .

I-1 2 I 241 I+1 28

FIGURE Il.2 — Grille decake

Les termes a dérivées spatiales dans I'équation de la conservation de la masse sont
discrétisés avec un schéma décentré aval :

<PT+1,J + PT,J) Uity — (PT,J + pikl,J) Ui

op*U | 2
ox ' AX AX
Pl ar1 PRI T Prat+Pa1 U
PV P Y —piVia 2 LI+ 2 ] (11.23)
oy "7 AY B AY '

Les termes convectifs sous forme discrétisée sont :

o Uig+Uit1g Z_p* Uis+Ui—1J 2
ap*u? Py U 2I,J - p|*717\]U2I—1,J B 1, 2 1-1J 2

ax 9= AX AX
(11.24)
VU Vi Ui —pf VUi
AT S URCTRRG AT 129
(Pr1341tP 31t P13HP ) M js1+Vic1ji1) (Uigs1+Uig)
_ 4 2 2 -
Ay
(Pl_1g-1 P g1 HP 1P 0) M j+Vits)) (Uig+Uig-q)
4 2 ' 2
Ay
37

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Modéles mathematiques et néthodes nuneriques

)

dp* V2 PraVZa—pf i VAia1 ) 2 J-1 2

vy 1= Ay Ay
(11.26)
UV . PigUisniVies) —pf UiV
pax |I,j: i+1,j-1+L,] IAXJ i,j L]V (”.27)
(P g1 tP s +P 131 tP 13 M j+Vitj) (Uig1a+Uir1-1)
_ 4 2 ' 2 B
AX
(PF g1 tPa+P 13 1tP 1) M j+Vic1j) (Uig+Uijg1)
4 2 ] 2
AX
. . U (P23t P3) (61.3+61119)
op*uUo = Piy1aYir100i+10 —pigUia0i s Hi+t)d 2 >
ox AX AX (1.28)
U (Pra+P 1) (81,3+61_17) .
W 2 2
AX
Py 341107 y) (61 3+1+61.3)
6p*V9 || .:pr7j+1v|7j+lel7j+l_pik’jvl,jehj _ 2 V|7j+1 2
oy oY oy (1.29)
(pT,J+pT,J—1)V (81,3+613-1) .
3 2 H 2
Ay
Les termes diffusifs sous forme discrétisée sont les suivants :
b))
0 (u*aU) | 0X /3 0X /-1
N —_— |7\J p—
o0X o0X AX (11.30)
o (Yirra—Uia\\ [ . Uig—Ui—1J
B Mg T AX Hi-17 T AX
- AX
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(%), . (%)
0 [ ,o0U = oY /i1 Y /i
ay \"ay )T AY
. Uig+1—Uig « (Uig—Uij_1
(e () - (s ()
Mot H o TH 13 TH_1341 . Uig+1—Ui
B 4 AY
- AY
W+ oot gt 151 § Uig—Ui
_ 4 AY
AY
()., (5%)
o0 “*a_V = 0X /ita)j 0X/i;
ax \"ax )T AX
W+ Mg TR o TR 101 . Vigyj =V
B 4 AX (1.32)
N AX
W+ H gt g+ 151 § Vi,i—VM-1j
B 4 AX
AX

(57),,~ (v&v)
0 ([ .0V Y /, 5 oY )31
u j =

oY aY AY (11.33)
« (Vjr1—Vi . Vi,i—VMj-1
Mol — Ay ) ) (Mo —xy —
- AY
00 00
) (e E
0 )\*@ | _< ax)i+1,J ( ax)il,J
ox \"ax )T AX
N1+ § 0141361
2 AX (11.34)
- AX
A g+A 13 . 0 1-6_17
B 2 AX
AX
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oY aY AY

00 00
ppad _(aZ
0 (,,00 ( aY)|,j+1 ( aY)|,j—1
— (N ) a=

AN ar1tN § 010+1—61 7
- 2 AY

AY

Ng+A 51 . 00—613-1
B 2 AY

AY
Pour la simplification des écritures précédentes, on pose :
a=W_q,
b=,
c=b+a

d=(W+H_ 19t W tH 13:1)/4
e=(W+MW 19ty 1 +W 13.1)/4

f=d+e
g=(Wy+tHig+tH1tH151)/4
h=e+g

K=HWJ-1

| =k+b

& =N _13+Ny)/2
b= (AT 3 +A19)/2
cd=b+a
d'= (N5 1+ )/2
& =N 311+A5)/2
fl=d+¢
Les termes diffusifs deviennent alors :

0 ( ,0J ig= aUi—13—cUj 3+ DbUj 1
H X i,J

X AX2

0 [ ,0U dUij—1— fUjj+eU 311
ax (“ a_Y) 9= NG

0 (., 0VY  &_1j-hVij+aVi
X (“ a—x) L= AX2

o [ .oV KV j—1—= IV j+ DbV 41
ax (“ a_) L= AY?
0 ()\*@) = a0 _13—C0 3+b06113
oX oX ’ AX?
9 (A*@) = d'6g-1— '8 3+ €6 311
oY 0 ’ AY?
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4.3 Algorithmes de résolution

Dans la suite, nous allons traiter la résolution de I'equation de I'énergie. Nous avons opté
pour la résolution du systeme d’équations (1.21) qui est un systeme normalisé. En effet, pour
le cas de la convection pure sans variation de propriétés thermophysiques avec la température,
il suffit de mettre toutes les propriétés adimensionnglies™, u*, f* a 1.

Apres discrétisation en temps, I'équation de conservation d’énergie du systeme d’'une
equations (I1.21) se met sous la forme d’équation de Helmholtz :

(I —% ()\* "y ))e”+1 —%—I—O(At?’) (11.42)

.. Ral? 3
OUCGZW et/\: m

Au lieu de résoudre I'equation (I1.42), on factorise I'opérateur de Helmhdltzafin
d’obtenir deux systemes mono-dimensionnels :

C n+1 C n+1
T e R

car les équations 1D de Helmholtz, étant tridiagonales sous forme discréetes avec des schémas
centrés d'ordre 2, se résolvent facilement a l'aide de l'algorithme de Thomas Cholesky
(Tri-diagonal Matrix Algorithm, TDMA). La difference maintenant entre les équations (11.42)

et (11.43) réside dans le termec—8 i 9 )\*(nﬂ)i 9 )\*(M)i 0™ qui est en
| A) |ax ox /| |av oY a

O(At?), alors que I'erreur de troncature dans I'equation (11.43) eeht®). Quand on utilise
I'équation (11.43) I'ordre du schéma en temps est dégradé.

Remarquons qué™! = 8" + O(At) pour un schéma d’ordre 1, donc pour conserver
I'ordre 2 du schéma temporel on peut réécrire I'eéquation (11.43) comme suit :

(I c/:\eD (A* (n+1) )) (en-i-l_en):_%_(l_% (A* (n+1) ))en+o(At3) (11.44)

et la factorisation de I'opérateur de Helmholtz conduit a :

<| _S [aix <>\*(””>aix)D (I o] [a?( <>\*(”*” a‘i)D 30 =S+ O(At3)  (11.45)

N
s S Co L(n+1) n Nl n
ol =2 - (l—X ()\ ))e et 30 = (81— ")
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Comme expliqué précédemment, on introduit un terme s&ump@htaire qui respecte I'ordre

, Co\2[ @ Ln+1) O 0 (,,n 0
2 du schéma temporeéx) la—x <)\ a—x)} {O_Y <)\ OY)} 00.

Nous pouvons maintenant résoudre I'équation (11.45) et donc I'équation (11.42) en
résolvant les deux équations de Helmholix ét utilisant I'algorithme TDMA. Les propriétés
thermophysiques sont calculees de maniére explicite en temps pour la résolution de
'équation de I'énergie. Par exemple, au pas de tempsl, p*(n+l " et
AT oy (a1

) (M #(
=20"" —p

Nous allons maintenant détailler les algorithmes utilisés pour la résolution du champ de
vitesse. La résolution des équations de conservation de quantité de mouvement nécessite la
prise en compte du couplage vitesse-pression. De plus, la pression doit étre aussi résolue alors
gu’'aucune équation de la pression n’est donnée. Dans le cas d'un fluide incompressible, la
masse volumique est supposée constante, donc par définition elle n’est pas liee a la pression,
dans ce cas, le couplage entre la pression et la vitesse impose une contrainte sur le champ de
vitesse : si un champ de pression est appliqué dans les équations de conservation de quantité de
mouvement, le champ de vitesse résultant doit satisfaire a I'équation de continuité [76][77].

Le probleme du couplage pression-vitesse, peut étre résolu en adoptant une solution
déterminé par un algorithme de prédiction-correction et basé sur une méthode de projection.
Cet algorithme consiste a trouver d’abord un champ de vitesse de prédiction en fonction d’'un
champ de pression approché. Ensuite, une équation de correction de la pression est déduite de
I’équation de continuité, elle est résolue pour mettre a jour les champs de vitesse et de pression.

Cela dit, apres la discrétisation en temps, nous obtenons le systeme d’équations de Stokes
instationnaire qui se met sous forme d’équations de Helmholtz :

1
PrRa 2 (041 il 1 opP"™t
(WD. (u D) —/\> = e +s, (11.46)
1
PrRa 2 S(n+D) = il 1 optl
(WD. (u D) —/\) vl — Ty +S, (11.47)
opn+l  opntl  gpn  gp" : ,
On remplace X et 3 par X et A les vitessed) "1 et V"1 sont remplacées
donc palU* etV* (champ de vitesse intermédiaire) :
1
PrRa 2 L(n+1) = . 1 oP"
(WD.@ D)—/\)U :WO—XJFSJ (11.48)
1
PrRa 2 L(n+1) = . 1 oP"
(WD.(U D)—/\)V :WG—YJFSV (11.49)

Etant donné que nous connaissons les termes de droite et que les équations (11.48) et (11.49)
s’écrivent sous forme d’équations Helmholtz, on les résout par I'algorithme TDMA afin de
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calculer les vitesses intermédiaitgs et V*.

En retranchant les équations (11.46) et (11.47) respectivement de (11.48) et (11.49) et en
négligeant les termes de diffusion on obtient :

1_ pn
_ x(+1) n+1 D 0 (PI'H- —P )
A (p unt_ ™y ) == (11.50)
1 n
o (D net e O (P —PY)
A (p vt gy ) == (1.51)
En dérivant les équations précédentes, nous avons :
d *(”H)U 1l 9 *(”H)U* 92(pn+1_pn
AP _® i ) (11.52)
oX oX 0X?2
(n+1) (n+1)
* Vn+1 * \V&i 2 Pn+1 o pn
AP _ % A ) (11.53)
aY aY aY?

En sommant les deux équations précédentes et en prenant en compte la contrainte
D . 4p*(n> + p*(”*l) ap*(n+l>u n+1 N ap*(n+l>vn+l

YA oX oYy
domaine, le systeme conduit a une équation de Poisson :

(Nt
d’'incompressibilité ?p

= 0) dans tout le

n+1) n+1)

oo""ur 9" v gp*
p Lo L

A oX oY ot

)= D% (1.54)

ou@= P"t1 _ P est la difference de pression entre les pas de temps n+1 et n.
L'équation (11.54) discrétisée devient alors :

Ap+@B" =S, (11.55)
ou Sy = A( p*<“+1>u* + ap*“‘“) : + g *<”+1>> A et B sont des matrices tridiagonales et
2 =M% oY o J

diagonalisables. On peut réécrire I'opérateur A comme Alit:ZAZ 1 oU A est une matrice
diagonale qui contient les valeurs propdasA2 .... A\j de A et Z contient les vecteurs propres
deA. En substituanf dans I'eéquation (11.55), nous avons :
ZAZ o+ B =S, (11.56)
L'équation (11.56) devient alors :

Ap+@B" =§, (1.57)
oup=Z"tpetS=2715,

L'équation (11.57) s’écrit pour chaqula comme suit :
=1l +B") = §,
i =2, +B") =Sy,

43

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0003/these.pdf
© [A. Zoubir], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Modéles mathematiques et néthodes nuneriques

i,(g(XiI+Btf):§(n

Pour chaque i, la nlatricieil + B est tridiagonale et peut etre résolue via I'algorithme
TDMA. On obtient alorsp et ensuitap en résolvant I'équatiop = Z@.

Dans certains cas de figures, la diagonalisation partielle n’est pas adaptée. Par exemple,
dans le cas d’'une plaque verticale chauffée contenue dans une cavité, la diagonalisation partielle
selon I'axeX n’est pas possible. Il existe toutefois une autre méthode pour la résolution de
I'équation de poisson en pression [78]. En remplacant 'équation (11.54) par I'équation suivante :

n+1) n+1 P «(N+1)

= —A 11.58

X T T a e (11-58)
ol I'opérateurA est une matrice symétrique définie positive [78]. On se retrouve dans la
situation classique des queA est le Laplacien avec des conditions aux limites de Neumann

homogenes.

A(

Résoudre I'equation (11.58) revient a réesoudre le systeme linéaire

Ap=-S, (11.59)
(n+1) (n+1) (n+1)
WeCH =N T T
L'équation (11.58) devient alors :
02 02

Nous pouvons maintenant résoudre I'équation (11.60) et donc I'eéquation (11.54) en résolvant
les deux équations de Helmholtd & I'aide de I'algorithme TDMA.

@ étant bien calculé, nous mettons a jour les vitesses et pression au pas de temps n+1
comme suit :

(PP
1 9
Ut =ur— p*<”+1>/\a_>(<p (11.61)
| VL _yr p*mi)/\ g_:(P
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Etant donné le type Dirichlet de la CL pogra I'entrée et en sortie du canal, la pression
Pt et la vitess&/ "1 doivent étre corrigées a I'entrée et en sortie. Ceci constitue la difference
fondamentale par rapport a la méthode de projection avec des conditions aux limjiele de
type Neumann homogene.

4.4 Implémentation des conditions aux limites en pression

Nous allons dans cette partie décrire I'implémentation des conditions aux limites en
pression : Bernoulli globale zé{@®@GO0), Bernoulli globale(BG), Bernoulli locale zérdBLO),
Bernoulli locale(BL).

4.4.1 Bernoulli globale £ro (BGO)

Dans cette partie nous expliguons comment corriger la vitesse et la pression dans le cadre de
la méthode de projection afin de satisfaire la condition de Bernoulli globale zéro a I'entrée du
canal. La méthode de projection consiste a trouver d’abord un champ de vitesse de prédiction
(U*,V*) et ensuite les champs de vitesse et de pression de correction afin de satisfaire la
contrainte d'incompressibilité [76][77A I'étape de projection, nous imposons une condition
aux limites de type Dirichlet homogéne en pression & I'entrée et en sortie dufetamaldonné
gue ces conditions aux limites ne permettent pas de vérifier la condition de Bernoulli globale,
nous essayons de la remplir a I'aide du mode singulier de I'opérateur de Stokes instationnaire
[44] : nous obtenons pour cela, une correction de plus sur la pression et la vitesse globales.

— Vitesse de Poiseuille enéggime instationnaire :

Pour obtenir le mode de Poiseuille, nous résolvons I'égnate Helmholtz instationnaire
et unidimensionnelle (11.62) sous forme adimensionnée et discréte en supposant un gradient de
pression constant entre I'entrée et la sortie du canal :

3 _ P i V(X)—1 avec At le pas de temps (1.62)
2At Razoxz) PV T A P P '

Nous obtenons un systeme tridiagonal comme iV = F

avec :
aco0 . . O
c b
o . . . . .
M = [ (11.63)
. b c
0 0 c a
4 3 +3PrRa_1/2_ 3 +2PrRa_1/2_C_ PrRa1/2
2At Ax2 T 2At Ax2 T AX2
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La solution est obtenue numériquement a l'aide de I’Aldonie Thomas-Cholesky pour
des matrices tridiagonales. Nous rappelons que, si une solution des équations non-homogenes
est obtenue, cette solution modifiée par le mode sing(ligry, 1 — Y /A) fois une constante
quelconquek:(0,Vp,1—-Y/A), est encore solution des équations non-homogenes [44].

— Correction des champs de vitesse et de pression :

2
SoientV" et P" qui vérifient : P{ = —0.5 (folV(X,O)”dX> . Dans l'étape de projection,

on résout I'equation de Poisson gle=- P**1 — P", avecgp homogéne & I'entrée et & la sortie du
canal, dond®)! = PI. Apres I'étape de projectioV,"*! et P"1 ne satisfont pas la condition

~ ~ 2
de Bernoulli P+ £ —0.5 (f()lV(X,O)””dX) .

Nous devons donc corriger la vitesse et la pression apres I'étape de projection de maniére a
satisfaire la condition de Bernoulli :

1 2
PMtl—_05 (/ V(x,O)”de) (11.64)
0

avecV (X,Y)™1 =V (X, Y)" L 1 Ve(X), Ve(X) =Pe.Vp(X) etP™! = P11 p(1-Y/A). On
pondere en effet le mode singulig;,Vp, 1 - Y /A) parP.. On développe I'équation (11.64) :

. _0.5[(/01%()()0')() N (/01\7<X,o)”+1dx)2+

2 </01\7(X,0)”+1dx> . (/OlVC(X)dX)]

et on obtient alors poW. I'équation du second degré suivante :

1 2 1 1.
P2 (/ vp(X)dx) P [2+2(/ vp(X)dx) (/ v<x,o>”+1dx)] +
0 0 0
1 2
(/ v<x,o>”+1dx) +2P0 =0
0
On obtient deux solutions differentes Bn L'une des deux solutions qui est tres grande en

valeur absolue, conduit a des vitesses négatives a I'entrée du canal. Nous avons donc opté de
prendre la solution ayant un sens physique, a savoir celle qui a la plus petite valeur absolue.

2

(11.65)

4.4.2 Bernoulli globale (BG)

SoientV" et P" qui vérifient :

1 2
Pl— 05 (/ V(X,O)”dx)
0

P = —0.5(V(X,AM?siV(X,A"<0
Pl =0siV(X,A">0
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A I'etape de prédiction, nous résolvons les équations de HelmHol#8) et (11.49) en
imposant les conditions aux limites adéquates sur le champ de vitesse de prédiction, a savoir :
des conditions aux limites du type Neumann sur la composante verticale de vitesse et du type
Dirichlet homogene sur la composante horizontale a I'entrée et en sortie du canal.

A I'etape de projection, nous imposons des conditions aux limites du type Dirichlet non

homogene en pression a I'entrée, pression nulle pour des vitesses positives et du type Dirichlet
non homogéne pour des vitesses négatives en sortie. On résout donc I'équation (11.54), avec :

(/01V(X,O)”dx)2— (/01V(X,O)*dx>2

</01V(X,A)”dX>2—(/Olv(X,A)*dx)z- SIV(X,A)* <0

¢=0.5

¢=0.5

@=0siV(X,A)*>0

\

@ étant obtenue et apres la mise a jour des vitesses et de la pression au pas aettdmps
nous avons :

Pl —0sivV(X,A™>0ay=A0<X<1 (11.66)

tandis quev" et P"*1 ne satisfont pas le reste de la condition de Bernoulli locale a I'entrée
et en sortie du canal :

1 2
Pl _05 (/0 V(x,O)”“dx)

1 2
PQ+17A—0.5</0 V(x,A)”+1dx) siV(X,A"M1<0

(/01V(X,O)”dx)2— (/01V(X,O)*dx)2

car & l'entrée du canap = P+t — P = 05

1 2
implique:Pg+1:—o.5</ V(X,O)*dx) :
0

V* étant la composante verticale du champ de vitesse de prédiction. En sachant que
10 . i . s , 0 "
\VALLE S Vg K_\((p (cf. systeme d’équations (I1.61)) a I'entrée et q#:%;é 0, la condition de
Bernoulli globale n’est donc pas satisfaite a I'entrée du canal au pas de temps n+1 :

n+1 1 n+1 2
P+l 05 <f0 V(X,0) dX)
De la méme facon, la condition de Bernoulli globale n’est pas vérifiee en sortie du canal.
En revanchey* tend vers/™?! quand I'ecoulement approche le régime stationnaire parce que

@tend vers 0. Nous obtenons enfin en régime stationnaire :
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1 2
PMtl—_05 </ V(x,O)”de) (11.67)
0

1 2
PQH:_o.s(/ V(X,A)”de) siV(X,A™M1 <0 (11.68)
0

La méthode décrite pour imposer la condition de Bernoulli glolyBI&) peut étre aussi
utilisée pour appliquer la condition de Bernoulli globale zéB850). Toutefois, la majeure
difference entre les deux méthodes numeériques utilisees réside dans la vérification des
conditions aux limites en pression. En effet, dans la premiére méthode, nous satisfaisons la
condition de Bernoulli globale a chague pas de temps a I'entrée du canal, tandis qu’avec la
deuxieme méthode, la condition de Bernoulli globale n’est satisfaite qu’en régime stationnaire.

4.4.3 Bernoulli locale (BL)

On implémente la condition aux limites de Bernoulli locale de la méme maniere que dans la
cas précédent. Seules les conditions aux limites en pression changent a I'entrée et en sortie du
canal. Cela dit, on utilise les conditions aux limites décrites dans le systeme d’équation (11.15).

4.4.4 Bernoullilocale £ro (BLO)

La condition aux limites de Bernoulli locale zéro est aussi implémentée de la méme fagon
gue BG). Les conditions aux limites utilisées sont décrites dans le systeme d’équations (11.14).

4.5 Algorithme global de résolution desequations de conservation

L'algorithme global de résolution consiste d’abord, a résoudre I'équation de I'énergie afin
de déterminer le champ de température. Rappelons que, les propriétés thermophysiques qui
interviennent dans I'équation d’énergie sont calculés avec un schéma explicite d’ordre deux
en temps. Puis, apres I'étape de prédiction-correction, le champ de vitesse est mis a jour. Les
differentes étapes peuvent étre resumées comme suit :

1. Initialiser le temps, les variables, les constantes et les conditions aux limites (grille
fictive).
2. Imposer les conditions initiales pautV, P, 0

3. Résoudre les équations discretes pour obténit P et au pas de temps n+1 :
-Calculer le champ de température
-Imposer les conditions aux limites str
-Calculer les propriétés thermophysiques en fonction de la température
-Imposer les conditions aux limites spif, v*, A*
-Calculer le champ de vitesses de prédictibnV*
-Imposer les conditions aux limites dur,V*
-Calculer le pression de correction
-Mettre a jour les champs de vitesse et de pression
-Imposer les conditions aux limites durV, P
-Mettre a jour le temps
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4. Arréter la simulation si le critére (régime statiomeaipar exemple) est atteint, si non,
revenir a I'étape 3.

5 Transfert radiatif coupl &€ avec la convection naturelle

5.1 Hypotheses

Le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement entre surfaces concerne
seulement le cas de l'air dans notre étude. Dans le cas de l'eau, le transfert radiatif est
négligeable. En effet, la loi de Beer-Lambert €nonce que le rayonnement émis par les parois est
en majorité atténué sur une épaisseur d’eau située dans la couche limite dynamique [1]. Quant
a l'air, il est supposé comme un milieu transparent au rayonnement. Le rayonnement entre
surfaces est pris en compte seulement dans les conditions aux limites thermiques pariétales. Les
parois verticales sont supposées opaques (la transmissivit®), grises et diffuses. L'entrée
et la sortie sont assimilees en rayonnement comme deux parois noires (la réflectid)éa
la température ambiandg. Les propriétés radiatives des surfaces sont reliées entre elles par la
formule suivante [79] :

r=1-a=1-¢ (11.69)

ou a est I'absorptivité et est I'émissivité.

5.2 Flux de chaleur radiatif

Le flux de chaleur radiatif de la surfaGeest calculé via la méthode des radiosités : le flux
de chaleur radiatid, sur la surfac&est égal a I'écart entre le flux radiatif @mis par cette surface
(radiosité]) et I'éclairement des autres surfaces (irradiat®)rf79] :

G=J-G=J-FJ (11.70)
ou F est le facteur de forme entre les surfaces. La radiosité de la si8fegprime comme
suit :

J=(1—¢)FJ+eoT? (1.72)
avece I'emissivité de la surfacé et o la constante Stephan-Boltzmann. L'équation (11.71)
s’écrit donc :

BJ=Db (1.72)
avecB = Id — (1—¢)F etb = ea(T)#) I'emission propre. L'équation (11.70) devient alors sous
forme matricielle [79] :

g =J-G=[lg—F]I=[lg—F]B b (1.73)

avecB~1 I'inverse deB et |4 la matrice identité.
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g(0T4—J
Notez queq, = £(oT* - G) e G = g — J, nous avons dong; = g Cette
expression classique n’est pas valide pour 1 (surface noire), c’est la raison pour laquelle
I'équation 11.73 est choisie.

5.3 Conditions aux limites thermiques

Dans le cas du couplage convection/rayonnement seules les conditions aux limites
thermiques pariétales sont modifiees. Aux parois, Le bilan thermique est obtenu par I'équilibre
entre le flux de conduction, le flux convectif transmis au fluide et le flux radiatif. Les conditions
aux limites thermiques aux parois s’écrivent en forme adimensionnelle comme suit :

—\(0T)/(3X).i+ G .A = G (1.74)

avecqy la densité de flux de chaleur imposée sur la pardi(dT)/(0x) le flux conductif
adimensionné di la normale unitaire et sortante au domaine fluide. Ce qui donne en scalaire
pour le cas du canal partiellement chauffé (voir figure 11.3) :

convedion
naturdlle
) ] R
i I
KE VZ N
- N
a9
A a
| . N
=l I U S~ o rayonnement
= i - ® GLD (infrarouge)
sk---"TNL
= 7 A2 T
rayonnement o/ ‘
i I \
PLD S [ TR RN
Y
2 AN
|
i A/4
& N
‘= (AN

FIGURE 1.3 — Canal chaufé partiellement en densitde flux sur I'une de ses parois, I'autre
étant adiabatique.

A*(008)/(0X) —gy = —1pour X=0,A/4<Y <3A/4
A*(00)/(0X)—qg; =0pour X=0,0<Y<A/det34<Y<A/4 (11.75)
A*(08)/(0X)+0gf =0pour X=1,0<Y <A
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5.4 Discréisation du probleme radiatif

La dimension du probleme radiatif dépend du nombre de surfaces qui peuvent étre
considérées (isoflux). Comme le rayonnement n’est pas uniforme sur les parois, hous avons
discrétisé au niveau radiatif les quatre parois sur le méme maillage que pour les équations
de Navier-Stokes afin de connaitre la distribution locale du flux radiatif sur les deux parois
verticales. La densité de flux surfacique au pas de tempsl sous forme matricielle
adimensionnée s’écrit comme suit [79] :

g ™Y =1y — FlarHD (11.76)

avecJ* la radiosité adimensionnée qui s’écrit sous forme discrete :

N
F —(1g Z I 4 gio(ATO 4 To) /o (11.77)

ouJ* = Ji/(aw) etF; estle facteur de forme [13].

Les conditions aux limites thermiques qui coupl@net g instantanées sont traitées en
temps de maniére expliciteqt ™Y = 2g/™ — U [13]. A titre d'exemple, pouiX = 1
et 0< Y < A: MM (99m1) /(aX) + G = A<+ (9971 /(aX) + 27" — iV = 0.
Ce traitement nous permet d’obtenir d’ab&U ! et ensuiteyy “*1 en resolvant les équations
(11.77) et (11.76) respectivement.

6 Convergence vers FEtat stationnaire et ordre de
convergence spatiale

Pour les problemes instationnaires, il s’agit d’étudier 'influence du pas de temps sur les
calculs numeériques et de déterminer I'ordre de convergence du schéma temporel adopté. Dans
le cas de ma thése, les simulations effectuées sont stationnaires. Pour ce cas de figure, il s’agit
de s’assurer que les quantités physiques ne changent plus dans le temps. On se sert pour cela
de la variation relative des quantités physiques entre deux itérations successives. Nous avons
choisi d'utiliser la normd.2 pour étudier la convergence vers une solution stationnaire. Pour
chaque variabley (U, V, 8 ouP ), on calcule a chaque pas de temps I'écart :

0.5
1 n n 2
- (NXNyZ(q"jl_w"’) ) (11.78)

Pour que la solution stationnaire soit atteinte, la somme des écarts construits sur les
variables (J, V, 0, P) doit &tre inférieure & une constante que nous fixons & HAns nos
simulations numériques.

Afin de vérifier la qualité de la solution numérique et de déterminer sa précision spatiale,
nous avons calculé I'ordre de précision spatial sur des grandeurs physiques (la température, la
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composante normale de la vitesse) en utilisant I'analyseodeetgence spatiale décrite dans
[80][81][82][83], le but étant de vérifier sil'erreur de discrétisation est celle énoncé par le calcul
théorique. L'ordre de convergence formel est calculé via I'erreur de troncature qui est I'écart
entre I'équation discrétisée et I'équation differentielle partielle continue. Pour un schéma de
discrétisation d’ordrgp > 0 en espace & > 0 en temps, nous avons :

OU At est le pas de temps &t est la solution discrete.
Quand le régime est stationnaire et la solution exacte n’est pas disponible, le calcul de
I'ordre de convergence se fait a partir de 3 maillages. Considérons la valeur d'une vériable

calculée sur un maillage grossidg), sur un maillage intermédiaifdy ) et sur un maillage fin
(fe). En utilisant les trois maillages tels que :

e _ hm _
hw  he
Les solutiong fg), (fm) et (fg) s’écrivent comme suit :

2 (11.80)

fe=fexactet Chg + O(hg+1)
fm = fexactet Chlf)/l + O(h&+1) (11.81)
1:F = fexacte+ Chll::) + O(hg+1)

feo— fm

fm — fp
le maillage est raffiné. L'estimation di, et fr sur la grille grossiere est obtenue par une

interpolation polynomiale d’ordre 4.

Le rapportR =

= 2P est utilisé pour caractériser le comportement fdguand

7 Quantités caraceristigues de I'ecoulement et du transfert
thermique
Cette section est dédiée a la définition des quantités thermiques et dynamiques nécessaires

a I'étude de la convection naturelle et du couplage convection-rayonnement entre surfaces dans
un canal ouvert chauffé en densité de flux de chaleur.

7.1 Quantites dynamiques

L'échange thermique par convection naturelle engendre un débit massique dans le canal.
Il est essentiel de pouvoir connaitre la quantité du fluide qui circule a l'intérieur du canal et
traverse les sections d’entrée et de sortie.

Le débit entrant par la section basse du canaka0 :
. 1
ve:/ V(X,0)dX (11.82)
0
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Le débit sortant par la section haute du candl-aA :

1
\TSZ/ V(X,A) dX (11.83)
0
Le débit entrant par la section haute (recirculation) du caiat-aA :
LIVIX,A) | =V (X,A
Ges:/ [V, >|2 XA 4% (11.84)
0

L'écoulement de convection naturelle dans un canal ouvert peut donner naissance a une
recirculation au niveau de la sortie. Le calcul des tailles de recirculation et d’@coulements de
retour peuvent étre déterminées a partir des fonctions de courant et du champ de vitesse.

SoitXy(Y) # 0,1 tel queV (Xy(Y),Y) = 0. La taille de I'écoulement de retour s’écrit comme
suit :

der(Y) = 1—Xy(Y) (11.85)

Soit Yy = P(1,Y) la fonction de courant sur la paroi droite ¥(Y) # 1 tel que
W (Xy(Y),Y) = yr. La taille de recirculation s’exprime comme suit :

oY) = 1 Xy (Y) (11.86)

7.2 Quantites thermiques

Le nombre de Nusselt tot&lu peut avoir deux origines : le nombre de Nusselt convectif
Nu; et le nombre de Nusselt radiatifu,. Pour un chauffage uniforme en densité de flux de
chaleur, le nombre de Nusselt convectif local basé sur une température de référence égale a la
température ambianfie = Tp peut s’écrire comme suit :

kATd
_ wd . d - AT 1
R A e R R BTV B

avecAT = M

Quand la définition du nombre de Nusselt est basée sur la température débitante, il s’écrit
comme sulit :

1
Nwp(Y) = (1.88)
)= 8 —8v))
1 1
aveceb::/ V(X,Y)8(X,Y) dX.
Ve Jo
Les nombres de Nusselt moyen (le long de la partie chauffee de la pasaecrit :
Nu 1 AhN Y)dY (11.89)
U Ah/o i(Y)
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avecA;, la surface totale chaufféeiet 1, 2.

Dans le cas de parois isothermes, le nombre de Nusselt moyen est défini comme suit :

_ 1 rAn
N — ——/ NUe(Y) dY (11.90)
AnJo
avecNu:(Y) le nombre de Nusselt convectif local.

En présence du rayonnement entre surfaces, le nombre de Nusselt radiatif local est le
suivant :

N (Y) = =67 (Y) (11.91)
avecq; = Gr /.

Le nombre de Nusselt radiatif moyen s’écrit comme suit :

1A
Nu,:K/0 q: () dY (11.92)

La surfaceA, est la surface irradiée et peut étre chauffée ou non chauffée.

Le nombre de Nusselt total basé sur la température ambiante (par exemple le long de la
partie chauffée de la paroi) s’écrit comme suit :

1 A g
Nu = - [ Nus(Y) +;(v)] oY (11.93)

Ay ici peut étre la paroi active ou passive. Dans le cas de parois isothermes, on doit remplacer
Nug(Y) parNuc(Y).

7.3 Conclusion

Nous avons modifieé un code de calcul basé sur la méthode des differences finies appliqué a
des maillages structurés et décalés. Notons que le code avait déja fait la preuve de son efficacité
pour résoudre des problemes de convection naturelle en cavité fermée. Notre contribution a ce
code existant au laboratoire du CETHIL était :

— d’étendre le code de calcul pour traiter le cas de la convection naturelle dans un canal
ouvert. Differentes conditions aux limites entrée/sortie ont été implémentées. De plus, un
nouvel algorithme a été développé pour traité un cas spécial de conditions aux limites en
pression (Bernoulli Global Zéro).

— d’'implémenter une nouvelle méthode pour la résolution de I'équation de Poisson en
pression destinée pour traiter le cas d’'un canal contenu dans une cavité fermée.

— de modifier le code pour prendre en compte la variation des propriétés thermophysiques
en fonction de la température.
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— de prendre en compte le couplage de la convection naturedie la rayonnement de
surface. Le calcul de la densité de flux radiatif basé sur la méthode des radiosités a été
modifié pour prendre en compte le rayonnement des corps 86#4).

Nous avons ainsi contribué a élaborer un code de calcul qui devrait permettre de simuler

numeériquement la convection naturelle couplée ou sans le rayonnement de surface pour des
géométries semi-ouvertes et pour deux types de fluides : I'eau et lair.
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