Modéle de syntrophie avec croissance
monotone des bactéries
méthanogénes

Dans ce chapitre, on étudie un modéle décrivant une relation de syntrophie de deux

espéces microbiennes avec deux substrats a Ientrée, incluant les termes de mortalité et
I'inhibition de la premiére espéce par un excés du deuxiéme substrat. Ce modéle peut étre
considéré comme une version réduite et simplifiée du processus de la digestion anaérobie.
On détermine les conditions nécessaires et suffisantes sur les parameétres opératoires du
systéme (le taux de dilution D et les concentrations des deux substrats a I'entrée s& et
311”) pour 'existence et la stabilité des équilibres. En utilisant les diagrammes opératoires,
on décrit le comportement asymptotique du modéle en fonction des paramétres de controle
et on étudie l'effet d’'un deuxiéme substrat a I’entrée.
Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le paragraphe 4.1, on présente un modéle a
deux étapes avec deux substrats & I’entrée ou le taux de croissance spécifique a la seconde
espéce est monotone et on donne un résultat préliminaire sur la positivité et la bornitude
des solutions sous des hypothéses générales sur les fonctions de croissance. Dans le para-
graphe 4.2, on décrit les équilibres du modéle et on discute leur stabilité. Ensuite, dans
le paragraphe 4.3, on illustre 'effet de I'ajout du second substrat & I'entrée, en tragant
les diagrammes opératoires en fonction des paramétres opératoires. Ces paramétres sont
36”, la concentration du premier substrat & l'entrée, siln, la concentration du second sub-
strat & D'entrée et D le taux de dilution. Dans un premier lieu, on fixe s{* et on décrit les
diagrammes opératoires dans le plan défini par 86” et D. En second lieu, on fixe 56” et on
décrit les diagrammes opératoires dans le plan défini par st et D. Finalement, on fixe D et
on présente les résultats par des diagrammes opératoires dans le plan défini par 56” et s
Enfin, dans le paragraphe 4.4, des simulations numériques sont présentées pour illustrer
les résultats dans les différents cas.
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4.1 Le modéle de la digestion anaérobie a deux étapes

Le modéle & deux étapes qu’on se propose d’étudier est :

(%0
dt
dxo

= D(s§" — s0) — po(s0, 51)%0

- = —Dxg + po(s0, 51)x0 — aoxo
(4.1)

ds )

— = DT = s1) + po(s0, s1)w0 — pa(s1)1
dzx

ditl = —Dzxy + pi(s1)x1 — a1z

Les fonctions pg(.,.) est w1(.) satisfont :

H1 V so>0et s; >0, po(so,s1) >0, po (0,81) =0 et sup po(so, s1) < +00.

s0=0
H2 Vs3>0, up(s1) >0, u1(0) =0 et mq := sup pq(s1) < +oc.
s120
Opto Ao
H3 V sp>0et s >0, =— (s0,51) >0et — (s0,51) <O0.
059 0s1

Pour sy fixé, on note :

mo(s1) = sup po(so, $1)-
s0=0
On suppose que mg(.) est dérivable pour tout s; > 0. Notons que, ’hypothése H3 implique
que my(s1) < 0,Vsy > 0.

L’hypothése H1 signifie qu’il n’y a pas de croissance de ’espéce xy sans le substrat
so. L’hypothése H2 signifie que la production de s; est nécessaire pour la croissance de
I’espéce x1. L’hypothése H3 signifie que le taux de croissance de I'espéce x( croit avec le
substrat sy mais il est inhibé par la production de s;.

Dans ce chapitre, on considére que la croissance de I'espéce x1 croit avec la production
de s1 par xg, ce qui se traduit par une fonction de croissance pp croissante. On suppose
donc que :

dpq
H4 Vs, >0, di(sl) > 0.

S1
Dans un premier temps, on peut montrer que :

Proposition 4.1.1. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéeme (/.1)
restent positives et bornées, pour tout t > 0.

Preuve Pour toute condition initiale positive so(0) > 0, s’il existe un premier temps ¢ty > 0
tel que so(to) = 0, alors on a £ (¢y) = Dsi* > 0. Par suite so(t) > 0 pour tout ¢ > t.
Comme so(t) > 0 pour tout t € [0, to], alors so(t) >0, V ¢ > 0.

D’autres part, pour toutes conditions initiales z;;(0) > 0 pour ¢ = 1, 2, 'l existe un premier
temps o > 0 tel que x;(t9) = 0, alors on a dd“;i (to) = 0, donc z;(t) est nul a partir de ce
temps tg, par conséquent x;(t) >0,V t > 0.

Finalement, pour toute condition initiale s;(0) > 0, s’il existe un premier temps tg > 0
tel que s1(tp) = 0, on obtient %1(150) = po(s0,0)xo + Dsi™ > 0, d’aprés H1 . Par suite
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s1(t) = 0 pour tout ¢ > tyg. Comme s1(t) > 0 pour tout ¢ € [0, ], alors s1(¢) >0,V t > 0.
Ceci montre la positivité des solutions de (4.1).

Pour montrer que les solutions de (4.1) sont bornées, on pose z = 2sg + xg + s1 + =1
alors

dz - ’
i D(2sg* + 1" — z) — apzo — a1x;.

En déduit que, % < D(2s8" + si" — 2). on pose maintenant
v=2z—2sy" —si",

alors, %’ < —Dv. En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient v(t) < v(0)e™P* et par

conséquent
2(t) < (255 4 1) + (=255 — 5" + 2(0))e™ P, pour tout t > 0.

On a : si 2(0) > 255" + '™ alors z(t) < 2(0) et si 2(0) < 25 + 547 alors z(t) < 258" + st
On déduit que
z(t) < max(2(0),2sy" + si*), pour tout t > 0.

Par conséquent, les solutions de (4.1) sont bornées, pour tout ¢ > 0

4.2 L’analyse du modéle

4.2.1 L’analyse des équilibres

Les équilibres du modéle (4.1) sont les solutions du systéme algébrique non linéaire
obtenu en annulant les termes & droite des équations de (4.1) :

D(si" — s0) — po(s0,$1)xg = 0 (4.2)

—Dzo + po(so0,51)T0 —apro = 0 (4.3)

D(s%™ — 1) + po(s0, 51)x0 — p1(s1)x1 = 0 (4.4)

—Dxy + py(s1)xy —ax; = 0 (4.5)

Comme toutes les variables sont des concentrations, ’équilibre E = (s, xq, S1, 1)

existe si et seulement si toutes ses composantes sont positives ou nulles. D’aprés I’équation
(4.3), on déduit que :
ro=0 ou po(so,51) =D + ao,

et d’aprés I'équation (4.5), on déduit que :
Ir = 0 ou Hl(sl) =D +aj.

On a donc quatre équilibres définis par :

SS0 : zg =0, x1 =0 ot il y a lessivage des deux espéces.

SS1: xp > 0, z1 = 0 ot 'espéce 1 est lessivée tandis que I'espéce xg survit.
SS2 : xg > 0, 1 > 0 ou les deux espéces coexistent.
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SS3: xg =0, z1 > 0 ou l'espéce xg est lessivée tandis que x1 survit.

Pour la description des équilibres, on a besoin des notations suivantes :
Comme la fonction sy — p1(s1) est croissante, elle posséde une fonction inverse y — M (y),
donc, pour tout s; > 0 et y € [0, m]

s1 = Mi(y) <=y = p(s1).

Soit s1 fixé. Comme la fonction sy — po(so, s1) est croissante, elle posséde une fonction
inverse y — My(y, s1), donc, pour tout sg,s1 > 0, et y € [0,mo(s1)]

so = Mo(y, s1) <= y = po(s0, 51).
Par suite, on a le résultat suivant :

Proposition 4.2.1. Sous les hypotheses H3-H4, on a :

M, M
e Pour tout y € [0,mp(s1)| et s1 =0, M(y, s1) >0 et 0 O(y,s1) > 0.
dy ds1
dM
e Pour tout y € [0, mq], d—yl(y) > 0.

Preuve
D’apres I'équivalence
so = Mo(y, s1) <=y = po(so0, 51),

on a, pour tout y € [0, mg(s1)[ et s1 >0,

to(Mo(y, s1),81) = y. (4.6)

En dérivant 1’équation (4.6) par rapport a y et en utilisant H3, on obtient :

oM,

0
8y (yasl) Ho

[T%(Mo(yﬁl),sl)]*l > 0.

Maintenant, si on dérive I’équation (4.6) par rapport a s; et en utilisant H3, on obtient :

0My

D, U51) = —[g‘:f(Mo(y, s1)» sl

oo _
T(MO(ya Sl)a 81)] ! > 0.
50
Finalement, d’aprés I’équivalence s; = Mi(y) <= y = pi(s1), on a pour tout y € [0, my],
11 (Mi(y)) = y. En dérivant cette équation par rapport a y et en utilisant H4, on obtient :

dMy

W= 0nw) " >0

dSl

La Proposition 4.2.1 est nécessaire pour avoir les résultats de la Proposition 4.2.2.

Proposition 4.2.2. Sous les hypothéses H1-H4, (4.1) posséde au mazimum quatre équi-
libres :
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— 550 = (56”,0, sﬁ”,O). 1l existe toujours.
— SS1 = (s01, o1, 511, 0), avec so1 est la solution de [’équation :

po(s01, (8 + s) — s01) = D + a,

Tol = %ao(sén — 801) et s11 = (S%n + 87'1n) — S01-
Il existe si et seulement si si* > Mo (D + ag, si").
— S§52 = (802, zo2, 812,1‘12), avec Sp2 = My (D + ag, MI(D + al)),

D .
0" — 502) , 812 = Mi(D + ay)

et x12 = %111 ((S(Zjn + Slln) — 502 — 812).
Il existe si et seulement si s§* > Mo (D + ag, M1(D + ay)) et

Sén + Szin > My (D + ayp, Ml(D + al)) + Ml(D + al).

— 5§83 = (56”, 0, M1(D + ay), %@1 (311” — My(D + al))). 1l existe si et seulement si
Slin > Ml(D + al).

Preuve
Un équilibre (so, xo, s1,21) de (4.1) est solution des équations (4.2)-(4.5).
— Pour SS0, 79 = 0, 71 = 0. D’aprés (4.2) et (4.4), on déduit que s = s&* et 51 = si™.
S50 = (36”,0, sﬁ”,O) existe toujours.
— Pour SS1, 29 # 0, 1 = 0. D’aprés (4.3), on déduit que po(sg,s1) = D + ap. On a

D(sf)" —50) = po(so, s1)x0 et D(sy — 311") = po(s0, $1)xo-
D

i ) D+ag
sq" + si". Par suite, so est une solution de ’équation

Donc, xg = (56” — so) et D(sf]" —50) = D(s1 — si"), par conséquent sg+ 51 =

/L(](So, Sén + Siln — 80) =D+ ag.

SS1 existe si et seulement si cette équation a une solution dans I'intervalle |0, s&* +
s'"[. Définissons la fonction :

So H— 1/)(80) = uo(SQ, Sf)n + Slin — SQ).

1) est strictement croissante car sa dérivée

L

dsg

_ Omo _Imo
(s0) = 8780(80,81) D5, (50, 51)

est positive.
Comme 1(0) = 0 et 1 (si + si) = po(si* + st 0), I'équation

pio(so, 4" + s — s0) = D + ag
posséde une solution dans I'intervalle ]0, si* + si"[ si et seulement si

D(s 4 57) = po(si + 52,0) > D + a,
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ce qui signifie que : ' ‘
sg" + 57" > Mo(D + ap,0).

Maintenant, SS1 existe si et seulement si toutes ses composantes sont strictement
positives. Pour cela, il suffit que sop < sf* car si* < 86”'4— si". En appliquant ¥ qui
est strictement croissante, on obtient : D + ag < po(sy’, s7*) ce qui est équivalent

N

a .
si" > Mo(D + ag, ")

De méme, en utilisant les mémes arguments, on obtient :
oS5 < (s + 7,0)
Donc, si
D +ap < po(sp’, s1°),
alors, nécessairement
D +ag < po(sy" + 51", 0)
Par suite, SS1 existe si et seulement si

st > Mo(D + ag, st).

Alors, SS1 = (so1, Zo1, $11,0), avec sg1 est la solution de cette équation :
to(so1, (86” + si") — s01) = D +ag, To1 = %%(36” —S01) et $11 = (56” + si") — s01.
Il existe si et seulement si 56” > My (D + aop, sﬁn).

— Pour SS2, 29 # 0 et 21 # 0. D’aprés (4.3) et (4.5), on déduit que sy et s; sont
solutions des équations

to(so0, 1) = D + ao, p1(s1) = D +ay.
En appliquant M, on obtient s; = M;(D + a1) et so est la solution de I’équation
o (So, Ml(D + al)) =D+ ag-

En appliquant My, on obtient sg = My (D + ag, M1(D + a1)). Maintenant, d’aprés
(4.2) et (4.4)

Ty = s — s0) T = SIS — g0 — s1) .
0 D+a(0 0) 1 D+a1(0 1 0 1)
SS2 existe si et seulement si 56" + sﬁ” > sg+ s1 et 56" > 50. Ce qui est équivalent
a:
s 4 58 > My (D + ag, My(D + a1)) + My (D + ay)
et

S%)n > My (D + ag, Ml(D + (11)))

Alors, S52 = (so2, o2, S12, T12), avec sp2 = Mo (D + ag, M1(D + a1)),
Too = %ﬂlo (S%)n — 502), S12 = Ml(D + al) et x19 = %al ((S%)n + Szln) — Sp2 — 812).
1 existe si et seulement si s > Mo (D + ag, M1(D + ay)) et

st 4 s > My (D + ag, My (D + ay)) + Mi(D + ay).
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— Pour SS3, g = 0 et 21 # 0. D’aprés (4.2) et (4.5), on déduit que sg = si* et sq est
la solution de I’équation
u1(s1) =D+ ay

En appliquant M, on obtient
s1 = Mi(D+ ay)
D’aprés (4.4), on a :

B D
- D+4+a

x1 (sil”—Ml(D—l—m)) .

Alors, SS3 = (sé”,O,Ml(D +ai), %@1 (si" — My (D + a1))). Il existe si et seule-
ment si s > M (D + ay).

g

Par rapport & [24], un nouveau équilibre SS3 existe. Notons que, si si* = 0 la condition
u1(sy") > a1 n’est pas satisfaite donc SS3 n’existe pas. Dans la section suivante, on analyse
la stabilité locale des équilibres.

4.2.2 L’analyse de la stabilité locale

La stabilité des équilibres est donnée par le signe de la partie réelle des valeurs propres
de la matrice Jacobienne ou par le critére de Routh-Hurwitz (dans le cas SS52). Dans la
suite, on utilise ’abréviation LES pour localement exponentiellement stable.

Proposition 4.2.3. Sous les hypothéses H1-H4. La stabilité locale des équilibres de (/.1)
est donnée par :

— 880 est LES si et seulement si s7* < My (D + ay) et s%” < My (D + ag, s’ln)

— S81 est LES si et seulement si

Sén + Szin < M (D + ayp, Ml(D + CL1>) + Ml(D + al).

— 552 est LES dés qu’il existe.
— 583 est LES si et seulement si 56" < My (D + ag, M1(D + a1)).

Preuve

La stabilité locale de chaque équilibre dépend du signe de la partie réelle des valeurs propres
de la matrice Jacobienne correspondante. Pour chaque équilibre (sg, xo, s1, 1), La matrice
Jacobienne est donnée par :

—-D — E:L‘O —Ho Fl’o 0
. Ex() Mo — D — ag —F.CU() 0
/= Ex Ho —D — Fxg — Gy —H1 (47)
0 0 G:Cl M1 — D — al
avec 9 P d

Ho Ho M1

E=_— F=-_2 = G ,
s (s0,51) >0, D51 (s0,81) >0, G ds1 (s1)>0
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Les valeurs propres de (4.7) sont les solutions de son polynéme caractéristique det(J — AI).
Notons qu’on a utilisé le signe opposé de la dérivée partielle

Do

F=——1(s0,51),

0s1 (s0,51)
pour que toutes les constantes qui interviennent dans le calcul deviennent positives, ce qui
simplifie 'analyse du polynéme caractéristique de (4.7).

— Pour SS0 = (sf)”, 0, st 0), la matrice Jacobienne (4.7) s’écrit :

Dl 0 0
0 po(sy’,s")—D—ay O 0
Tl o st D sl e
0 0 0 p(st")—D—a

Les valeurs propres de Jy sont Ay = pio(s5%, s) — D — ag, Mg = p1(s8") — D —ay et
A3 = Ay = —D. Pour que SS0 soit stable, il faut et il suffit que \; < 0 et Ao < 0.
Par suite, SSO est stable si et seulement si

,uo(s%”, 311”) < D+ ag

et
p(st") < D+ ay.

Pour s; fixé, comme la fonction sg — po(so, s1) est croissante, on obtient I’équiva-
lence suivante :
uo(sén,s’i") < D+ay <= sf)" < My(D + ag, s%™).
La fonction s1 — ,ul(sl) est croissante, alors on a :
,ul(si”) <D+a <— Szin < Ml(D + al).

Par suite, SS0 est LES si et seulement si 52 < Mj(D+aq) et 56” < My (D + ag, 511”)
— Pour SS1 = (so1, %01, $11,0), avec so; est la solution de I’équation :
po(sot, (5§ + s7") — s01) = D + ag, zo1 = %%(56" — 501)

et s11 = (s + si") — so1, la matrice Jacobienne (4.7) devient :

—-D — E$0 —-D — ag FI‘O 0
. E.’BO 0 —Fx() 0
Si= Exg D+ay —-D-— Fx — 1 (4.9)
0 0 0 p1— D —ay

Le polynéme caractéristique est :
det(Jl—)\I) = ()\—u1+D+a1)(>\+D) ()\2 + [D + (E + F)xo} A + (D + ao)(E + F)I‘o)

Les valeurs propres de Jy sont A\ = p1 — D — a1, Ada = —D et A3 et Ay sont les
racines de ’équation quadratique suivante :

N+ [D+ (E+ F)ao) A+ (D +ag)(E+ F)zg =0

82 Daoud Yessmine



Chapitre 4. Modéle de syntrophie avec croissance monotone des bactéries méthanogénes

Comme A\3\y = (D 4+ ag)(E+ F)zg > 0et A3+ Xy = —[D+ (E+ F)zo] <0, la
partie réelle de A3 et de A4 est négative. Alors, pour que SS1 soit stable, il faut et
il suffit que A\; < 0. Par suite, SS1 est stable si et seulement si

p1 (s 4 s — s0) < D+ ay

avec sg est la solution de pg(so, (86” + s) — 59) = D + ag. Comme la fonction
s1 +— p1(s1) est croissante, on a ’équivalence suivante :

/Ll(sf)n + Siln — 80) <D+a < sy > S%n + Szin — Ml(D + al).

Comme la fonctiqn 50— P(so) = 1o (so, 36” + szf"” — so) est croissante, on déduit
que ¥ (so) > ¢ (s + s — M1(D + ay)). Comme

¥ (s0) = po (s0,55" + 51" — s0) = D + aq,

la condition de stabilité de SS1 est équivalente & :

D+ ag > po (s§* + s — My(D + a1), Mi(D + ay))
et équivalente a

Sgn + Sﬁn — Ml(D + al) < My (D + ap, Ml(D + al))
car la fonction sg — po (S0, M1(D + a1)) est croissante, ce qui s’écrit :

so" + 81" < My(D + a1) + Mo (D + ag, My (D + a1)) -
Par suite, SS1 est LES si et seulement si

sg" + 51" < Mo (D + ag, Mi(D + a1)) + My (D + a1).

— Pour 5§52 = (802, 202, S12, xlg), avec sgo = My (D + ag, Ml(D + al)),

b i i . :
202 = praz (86" — s02), s12 = Mi(D +a1) et x19 = o (6" + s7") — s02 — s12)-
Pour 5§52, la matrice jacobienne est donnée par :

—D — Ex() -D — ag F.’L‘o 0
o Exo 0 —F.r[) 0

J2 o E.%'O D+ ag —-D — F$0 — G.%‘l —D — aj <4'10)
0 0 Gz 0

Le polyndéme caractéristique de Jo est :
det(Jo — M) = M+ X3 + fo)? + fs) + f4

avec
f1 ZGIl—F(E—i-F)J}O—i-QD

fo = EGxox1 + (2D + ao)(E + F).Z’o + (2D + al)G:rl + D?
f3 = (2D + ag + al)EGl‘oxl + D(D + ao)(E + F)ZL‘O + D(D + al)le
fa= (D + ao)(D + al)EG:Eol'l.
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On utilise le critére de Routh-Hurwitz pour la stabilité de SS2. En utilisant les
mémes arguments que dans ([24], Appendix D), on a :

fi>0pouri=1---4. (4.11)

Puisque la quantité E 4+ F' se intervient souvent dans les calculs, nous utilisons la
notation H = £+ F. On a

fifoe—fs = 2D3 +D2[3HCC0 +3Gxr1 —Hzo— H.’El] +D[4HIQG$1 +2G2I% +2H2$(2) +
aoHxo + a1Gx1] + EG*x023 + HxgEGroz1 + Gri(ag + a1)(H — E)zg + a1G*2? +
aoH2$(2). D’ou

fifo — f3 =2D3 + aaD* + a1 D + ag

avec
ag = 4(Hzxo + Gxq)

oy = 2(Hzo + Gx1)* + agHzo + a1Gxy
a9 = EG(Hzo + Gz1)xox) + a0H2x3 + (ap + a1)FGzoxy + a1G2x%

Donc,
fife—f3>0 (4.12)

D’autre part, on a

fifafs = 2(Hxo+ Gz1) D5+ [5(Hxo + Gz1)? + 2(2EGx071 + agHxo + a1Gz1)| D+
[2(ao+a1)EGa:0x1 +2(Ha:o+Gx1)3+12EGx0:c1(Ha:o—i-Ga:l)+7(Hx0+Ga:1)(a0Hx0
+a1Gz1)] D3+ [10(ag + a1) EGxozy +2((Hzo + Gr1)? +agHzo +a1Gry + EGxor)
(2EGzpx; +a0Hmo+a1Ga¢1)+(Hwo+Gw1)(EG(on—i—Ga:l)xoxl —i—aoHQx%—i-alGQa;%
—|—(a0 + al)onle)]DQ -+ [4(&0 + al)EG:L"oxl((on + G$1)2 + agHxo + a1Gxy
+EGzoz1) + (2EGz071 + agHxo + a1Ga1 ) (EG(Hxg + Gy)zory + agH2x3
+a1G%22 +(ap+a1) HroGr1)|D+2(ag+a1 ) EGroz1 [EG(Hwo+ Gy ) T0m —i—a0H2x%
+a1G?2? + (ag + a1) HroGr1].

f2fs = AD*EGzoz1 + D3[4(ap + a1)EGwor + AEGHx371] + D?[EG3x073 +
2EHG2$%JZ1 + EGHngan + 4(ap + aﬂEGHx%xl + 4apa; EGxox1] + Dl(ag + a1)
EG3x073 + 2EHG?222? + EGH?x371 + 4apa1 EGHx3x1] + apar [EG3xox3
+2EHG?*232% + EGH?x3x1].

f?? = D4(H$0+Gw1)2+D32(HﬂU0+G$1) (2EG$03¢1 +a0Ha:o+a1Ga:1)+D2 [QEGxgazl
(on + le)(ao + al) + (2EG£C0£L‘1 + agHzo + CLlle)Q] + D{2EG$0.§C1(CLO + al)
(2EGxox1 + agHzo + a1Gx1)] + (ap + a1)? E* G233,

Donc

fifofs — fifs— f3 = BsD° + B4D* + B3D% + B2 D? + 1D + o

avec

Bs = 2(Hxo + Gxy)
By = 4(Hzo + Ga1)? + 2a0Hzo + 201Gy
B3 = 2(Hzo+Gx1)* +4EG(Hxo+ Gy )zox +5ao H2 22 + (ag+a1) B3E+5F)Groxy
+5a1G2m%
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By = AEG(Hxo + Gx1)?xox1 + 3a0Hx3 + (agE + 20, E 4 6agH + 3a, F)GHa3x,
+(2a0 E4a1 E+3agF+6a1 H)G*xox34-3a1 G323+ a3 F(F42E) 23+ (ag Bro—a1 Gx1)?
+2a9a1GFxgry
B1 = 2E2G*(Hxo+ Gy )ziat+ (4ao+a1) EGH w3z, + (ag+a1) BE+5F) EG*xka?
+(ag +4a)) EG3 x2S + a2(3E? + 3EF + F?)Fa} + ag(2a0E + agF 4 2a1 F)GFada,
+(Exg + Gz1)(agExy — a1Gx1)* 4 (2a0a1 + a?)G2Faox?

Bo = (ao+a1)B*G*(Hxo+ Gy )xie? + a2 (2E + F)EFGxx, + (ad +a?) EF G*aka?
+(apExo — alle)ZEGxoxl.

Par suite,

fifefs — fifi— f3 > 0. (4.13)

D’aprés (4.11), (4.12) and (4.13) le critére de Routh-Hurwitz est satisfait. Par suite,
SS2 est stable si et seulement si xg = xg2 > 0 et x1 = 212 > 0. Ce qui est équivalent
a S%n > My (D + ag, Ml(D + al)) et

Sén + Szin > My (D + aop, Ml(D + al)) + Ml(D + al).

Par conséquent, SS2 est stable dés qu’il existe.
— Pour SS3 = (36", 0, M1(D + ay), #al (sﬁ” — My (D + al))), la matrice Jacobienne
(4.7) s’écrit :

—-D — o 0 0

. 0 Mo — D — a 0 0
Bi=1 Lo —D-Gz1 -D-—a (4.14)

0 0 Gz 0

Le polynéme caractéristique de Js est :
det(J3 — )\I) = (*D — )\)(,ug —D —ap— )\) ([D + Gz + )\] A+ (D + al)le) .

Les valeurs propres de J3 sont A\ = —D, Ao = pug — D — ag et A3 et A\yq sont les
racines de ’équation quadratique suivante :

M 4 D+ Gz A+ (D +ay)Gxy = 0.

Comme A\3\y = (D +a1)Gr1 > 0et A3+ Ay = —(D + Gxq) <0, la partie réelle de
A3 et de Ay est négative. Par suite, SS3 est LES si et seulement si Ay < 0, ce qui
est équivalent a :

uo(sén, Mi(D +a1)) <D +ap

et a
Sén < MQ(D + ao,Ml(D + al)).

g
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Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes :

F()(D) = My (D + aop, Szln)
Fl(D) = Ml(D—i—al)+M0(D+a0,M1(D+a1)) (4.15)
FQ(D) = Mo(D+a0,M1(D—|—CL1))

Les domaines de définition de Fy, F; et Fy sont déterminés dans la Proposition 4.2.4.
Soit @, la fonction définie par :

(I)l(D) = mo(Ml(D + al)) —D —aqg
Sans perte de généralité, on suppose que mj > ag.

Proposition 4.2.4. On a :

1. Fy est définie dans [0, Do[, avec Dy = mq(s'™) — ag. Cet intervalle est non vide si
et seulement si ag < mo(si").

2. Fy est définie sur [0, Do[ avec Dy = my — ay si mo(Mi(mq)) —ag > mq —aq
et Dy est l'unique solution de l’équation ®1(D) =0 si mo(Mi(m1)) —ap < m1—ay
et ag < mo(Mi(ar)).

3. Fy est définie sur [0, Daf.

Preuve
1. Fpy est définie si et seulement si Mg (D + ao, 811”) est définie. Ce qui est équivalent
a dire que, D + ag < mo(s}") ou D < mq(s}") — ag = Do.
2. F) est définie si et seulement si M (D + aq) et My (D + ag, M1(D + ay)) sont défi-
nies, ce qui est équivalent & D +a; < my et D+ ag < mg (M1(D + a1)). Par suite,
F est définie si et seulement si D € [0,m1 — a1 et @1(D) > 0. On a

(I>/1(D> = m{)(Ml(D + al))M{(D -+ al) — 1.

Rappelons que, 'hypothése H3 implique que mg(s1) < 0,Vs; > 0.

Donc, @} (D) est négative grace a la proposition 4.2.1 et 'hypotheése H3. Par suite,

®, est décroissante. Deux cas se présentent :

— Si ®1(my —a1) > 0, ce qui est équivalent & mgy (M7(mq)) —ag > m1 — aq, alors,

®;(D) > 0 pour tout D € [0,m; — a;[. Par suite, si

mo(Mi(mq)) — ag > my1 — a1 alors Fy est définie sur [0, m; — aq].

Si ®1(my1 — a1) < 0, ce qui est équivalent & mgy (M1(m1)) —ap < my — ay, et

si de plus, ®1(0) > 0, ce qui est équivalent a dire que ag < mo(M;i(ay)), alors,

®,(D) = 0 posséde une unique solution Ds. On déduit que ®1(D) > 0 pour

tout D € [0, Dy]. Par suite, si mg (M7(m1)) —ag < my — ay, alors Fy est définie

sur [0, Do si et seulement si ag < mo(Mi(a1)) avec Do est I'unique solution de

I'équation @;(D) = 0.

3. On a F»(D) = Fy(D) — Mi(D + a1). Donc, Fy est définie si F1(D) et M1(D + a1)
sont définies. Par suite, Fy est définie sur [0, Da.

O

Notons que : ‘ '
sV < Mi(D +a1) <= D > pui(st") — a1.

En utilisant les notations (4.15), les résultats de la Proposition 4.2.2 et de la Proposition
4.2.3 se résument dans le Tableau 4.1.
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Equilibre Condition d’existence Condition de stabilité

SSO existe toujours sit < Fy(D) et D > py(st) — ay
SS1 sit > Fy(D) st 4 st < Fy(D)

SS2 sit 4+ sin > F1(D) et s > F5(D) stable lorsqu’il existe

SS3 p(si") >ay et D < ,ul( st") —ay sin < (D)

TABLE 4.1 — L’existence et la stabilité locale des équilibres.

4.3 Les diagrammes opératoires

Les diagrammes opératoires montrent comment le systéme se comporte en variant les
trois parameétres de controle sg*, st et D. Ces diagrammes sont spécialement utilisés par
les opérateurs, en particulier pour estimer, pour un triplet donné sy*, s" et D, la marge
de stabilité qu’ils ont, par rapport & une région de ’espace ot ’équilibre correspondant au
lessivage d’au moins une biomasse est stable.

4.3.1 Le diagramme opératoire dans le plan (s}’, D) et si" fixé

Dans un premier temps, on fixe si" et on illustre les domaines d’ex1stence et de stabilité
des équilibres dans le plan (30 , D). On définit la courbe ~y d’ equatlon sgt = Fy(D), la
courbe 71 d’équation sg* = F1(D) — st et la courbe 7o d’équation si" FQ( ). On note
D = py(si") — aq, voir Tableau 4.1.

Ces courbes avec la droite D = D séparent le plan (s{, D) en au maximum six régions,
illustrées dans la Fig. 4.1 et notées R!,--- , RS.

Le théoréme 4.3.1 montre l’existence et la stabilité locale des équilibres SSO0, , SS3
dans les régions R!,---  R% pour un si" donné, en conséquence de la Propomtlon 4 2.3.
Les régions R’, i = 1,--- ,6 des diagrammes opératoires sont colorées par quatre couleurs
différentes. Chaque couleur correspond & un seul équilibre stable : dans la région R*, R et
RS, SS2 existe et est stable. Dans R°, tous les autres équilibres existent mais sont instables.
Dans la région R?*, (respectivement R®), I'équilibre SS1 (respectivement SS3) n’existe pas et
les autres équilibres existent. Donc, ces régions sont colorées par la méme couleur (jaune).
De méme, la région R? (en vert) est la région de stabilité de 1'équilibre de lessivage SSO,
la région R! (en bleu) est la région de stabilité de SS1 et R? (en violet) est la région de
stabilité de SS3.

A présent, il est utile de montrer les propriétés suivantes sur les fonctions F;, i = 0, 1, 2.

Lemme 4.3.1. On a

o Sip(sy") < a1 alors Fo(D) < Fi(D) — stn

o Sipi(s) > ay et D > pi(st™) — ay alors Fy(D) < Fy(D) — st
e Sip1(st") > ay et D < pui(s) — ay alors Fy(D) < Fy(D).

>

Preuve

— Si pu1(s) < a1 < D + a alors s < Ml(D + ay1). My est croissante par rapport
a la seconde variable alors MO(D + ap, s{") < Mo(D + ag, M1(D + a1)). Comme
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sli” < Mi(D + ay), ce qui est équivalent a My(D + ay) — sﬁ" > 0, on obtient
M[)(D + ag, Slin) < M()(D + ag, Ml(D + al)) + M, (D + al) — Slin.

Par suite, Fo(D) < F1(D) — st pour tout D > 0.
— Si pu1(s™) > ap et D > D alors py(si*) < D + ay. Donc, si* < Mi(D + a1) et
My(D + ag, st™) < Mo(D + ag, M1(D +ay)). Comme M;(D +ay) > st on obtient

M()(D + ag, Szln) < M()(D + ag, Ml(D + a1)) + M, (D + al) — Slin.

Par suite, Fo(D) < F1(D) — st pour tout D > 0.
— Si pu1(st") > a3 et D < D alors My(D + a;) < s D’ot, on a

Mo(D + ag, Mi(D + a1)) < Mo(D + ag, s7").

Par suite, F5(D) < Fy(D), pour tout D > 0.
U

La figure 4.1 montre les positions relatives des courbes ~;, i = 0,1 et 2, et de la droite
D =D.

R5

S0in

FIGURE 4.1 — Diagramme opératoire du modéle (4.1)

On peut maintenant montrer le résultat suivant :
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Théoréme 4.3.1. Les propriétés d’ezistence et de stabilité du systéme (4.1), dans le plan
(sg", D), se résument dans les tableauzr suivants :

Condition Région SSO  SS1  SS82
Fy(D) < si* < F1(D) — st (st", D) € R I S
sin < Fy(D) (sin. D) € R? S
Fi(D) — s < st (si, D) € RS I I S

TABLE 4.2 — Le cas p(si") < a;

Condition Région SSO  SS1  SS2  SS3
Fy(D) < si* < Fy(D) — st (st", D) € R I S
D>D sit < Fy(D) (si,D)e B> S
Fi(D) — st < sin (st, D) € RS I I S
sit < Fy(D) (st", D) € R? U
D <D Fy(D) < st < Fy(D) (st D) € R I S
sit > Fy(D) (st", D) € R® I I S I

TABLE 4.3 — Le cas py(s)") > a;

Preuve
Le Théoréme 4.3.1 se déduit du Lemme 4.3.1 et des inégalités suivantes :

— Si i (sP") < ay et F1(D) — st < si alors Fo(D) < si, pour tout D > 0.
En effet, si u;(si") < a; alors My1(D + a;) — si* > 0. Donc,

Mo(D+a0,M1(D+CL1)) < MO(D+a0,Ml(D—i—al))—i—Ml(D—i—al)—sﬁ” = Fl(D)—Siln.

Comme Fy(D) — s < si* alors Fo(D) < si.
— Si p1(s) > a1, D > D et Fi(D) — si™ < si* alors Fy(D) < si*, pour tout D > 0.
En effet,
D>D & u(sf") < D+ay & M(D+ay) —s" >0

Donc,
MO(D+a0,M1(D+a1)) < MQ(D+6L0,Ml(D+CL1))+M1(D+CL1)*Sin = Fl(D)*Szin.

Finalement, Fy(D) — si"* < s& implique que F»(D) < si.
— Si 1 (sP) > a1, D < D et Fy(D) < si* alors Fy(D) — si" < s, pour tout D > 0.
En effet,
D <D = pui(s") —ay < M(D+ a;) < si™

Comme Fy(D) = My(D + ag, s*) < si, alors
Fy (D) — st = Mo(D + ag, M1(D + a1)) + My(D + ay) — s{" < Mo(D + a, s1"),

ce qui implique que Fy(D) — si* < s
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— Si u1(sP") > a1, D < D et Fo(D) < si alors Fy(D) — si" < s, pour tout D > 0.
En effet, B ' ’
D <D=u(st")—ar < Mi(D+ay) < st

Comme Fy(D) = My(D + ag, M1(D + ay)) < si, alors
Fi(D)—s" = My(D4ag, M1(D+a1))+M;(D4ay)—s" < My(D+ag, Mi(D+ay)).
Finalement, on obtient ‘ '
Fi(D) — s{" < sp".
U

Les résultats du Théoréme 4.3.1 sont essentiellement les mémes qui sont présentés dans
le Tableau 4.1. Notons que le Tableau 4.2 est identique a le Tableau 2 de [24]. Il correspond
au cas ol la concentration si" est petite ou égale & zéro. Le Tableau 4.3 émerge en raison
de la présence de s : trois régions - dans lesquelles SS3 existe - apparaissent. De plus,
dans les régions R’, i = 1,--- ,6, on a un seul équilibre stable et les autres équilibres sont
instables ou n’existent pas.

4.3.2 Le diagramme opératoire dans le plan (si", D) et s{" fixé

Dans ce paragraphe, la concentration s%)” est fixée. Comme la fonction s — po(sg, s1)
est décroissante, elle admet une fonction inverse décroissante z — Ma(sg, z), définie, pour
tout sp,s1 > 0, et z € [0,sup po(so, )| par :

s1 = Ms(so,2) <= z = po(so, $1)-
Pour la suite, on a besoin de définir la fonction :
F3(D) = Ms (s, D + ao) (4.16)
On a le résultat suivant :

Proposition 4.3.1. En utilisant H3, on a pour tout sy = 0 et z € [0, mo(s1)],

OM>s
0z

(s0,2) < 0.

Preuve
D’apres I'équivalence
s1 = Ms(so,2) <= z = po(so, 1),

on a :

pour tout z € [0, mp(s1)[ et sp = 0, o (s0, Ma(s0,2)) = z. (4.17)
En dérivant (4.17) par rapport a z et en utilisant H3, on obtient :

5 (50:2) =[5 (50, Ma(s0, 2))] ™" <0

g
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Soit_ljl la plus grande solution de Fy(D) = s, si elle existe, Dy = min(my — Cil,DQ)
et D3 la solution de F3(D) = 0, si elle existe. Comme F3 est décroissante, alors D3 < 0
implique que F3(D) < 0, pour D > 0.

Pour illustrer les régions d’existence et de stabilité des équilibres dans le plan (s, D),
on exprime les conditions du Tableau 4.1 en fonction de si" et de D, sy® étant supposé
fixé, ce qui donne le tableau suivant :

Equilibre Condition d’existence Condition de stabilité
SS0 existe toujours s > F3(D)
et S’in < F1<D) — FQ(D)
SS1 D3 > 0 et si" < F3(D) st < F1(D) — st
SS2 st > [ (D) — s Dy >0
et D < D, stable dés qu’il existe
SS3 Szin > F1<D) — F2<D> D > Dl

TABLE 4.4 — Existence et stabilité locale des équilibres en fonction de s et de D.

Il est utile, pour la suite, de montrer les propriétés suivantes sur les fonctions Fj,
i=1,2,3.

Lemme 4.3.2. On suppose que Do > 0. Alors, on a

e i D > D alors F3(D) < Fi(D) — F»(D) < Fi(D) — si* .

e Si D < Dy et Dy >0 alors Fi(D) — si* < F1(D) — Fo(D) < Fs(D).

De plus, les trois courbes des fonctions Fy — Fo, ] — 56" et Fy s’intersectent en D = Dy
qui satisfait Dy < Ds.

Preuve

— Si D > D; alors Fp(D) > Fy(Dq) = s et on obtient
Fl(D) — Sgn > Fl(D) — FQ(D)

D’autre part, on a Mo(D+ag, Mi(D+aq)) > si*. Comme [ est croissante par rap-
0 H

port & la premiére variable alors D +ag > po(si?, M1(D+ay)). My est décroissante

par rapport & la seconde variable alors

MQ(S%”, D+ ao) < Ml(D + al).

Finalement, on obtient
Fi(D) ~ Fy(D) > Fy(D).

— Si D < Dy et Dy > 0, alors F»(D) < Fy(D1) = 56” et on obtient
Fi(D) — si" < Fi(D) — Fy(D).
Maintenant, Mo(D + ag, M1(D + a1)) < s&* implique que

D+ap < ,LL(](S%”,Ml(D + al)).
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M, est décroissante par rapport a la seconde variable, donc
MQ(S%TL, D+ ao) > Ml(D + al).

Finalement , on obtient
Fi(D) — Fy(D) < Fy(D).

— Ona Fy(Dy) = s alors Fy(Dy)—Fy(Dy) = Fy(Dq)—si. Ceci implique que Fy — Fp
et F1 — 56" s’intersectent en la valeur de D = D;. D’autre part, Fg(ljl) = 56" est
équivalente & Mo(Dy + ag, M1(D1 + a1)) = s&*. Donc, on a

,U,O(Sén, Ml(ljl + al)) = D_l + ap

- Maintenant, F3(Dy) = Ma(si, D1+ ag), ce qui est équivalent a ,ug(s’é", F3(Dy)) =
D; + ao. Les _deux derfliéres éga}ités donnent F3(D;) = Mi(D1 + a1). Ainsi,
F3(Dy) = Fi(D1) — Fa(Dy) = Fi(Dy) — 36". Par conséquent, F3, Fy — Fy et F — 36”

s'intersectent en D = D;. Comme Fj est décroissante, alors D3 = sup F3(D) > Dj.
D

O

Les régions R', i = 1---6, sont délimitées dans le plan (s, D) par les courbes sui-
vantes :
[y est la courbe de la fonction s{* = Fy(D) — 56”, T';y est la courbe de la fonction
st = F1(D) — Fy(D) et T'y est la courbe de la fonction si* = F3(D).
Ces courbes avec la droite d’équation D = D; divisent le plan opératoire (s¢", D) en au
plus six régions, voir Figure 4.2. Notons que la région R! est divisée en deux sous-régions :
R! = R UR]. D’aprés le Lemme 4.3.2, les positions relatives des courbes Ty, i = 0, 1 et 2,
et D;, i = 1,2, sont illustrées dans la Figure 4.2.

ry Dy
R2
R3
R1
D \?,‘- B,
Iy
R4
RE RS r
S1im

FIGURE 4.2 — Positions relatives des courbes dans le plan (%", D)
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On peut maintenant montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.3.2. Les propriétés d’existence et de stabilité du systeme (/4.1), dans le plan
(5", D), sont données dans les tableauz suivants :

Condition Région SSO0 - SS3
Slin < Fl(D) — FQ(D) (Szin7 D) € R? S
Fl(D) — FQ(D) < Slin (S’in, D) € R? I S

TABLE 4.5 - Lecas D; <0, D3 <0et 0 < D < D,

Condition Région SSO  SS1 SS3
st < F3(D) (si", D) € R; I S
F3(D) < si" < F1(D) — Fy(D) (si", D) € R? S
Fi(D) — Fy(D) < st (si", D) € R? I S

TABLE 4.6 — Le cas D; < 0, D3 >0et 0 < D < D,

Conditions Région SSO  SS1 SS2 SS3
si" < F3(D) (st",D) € R} I S
Dy <D F3(D) < st" < Fy(D) — F»(D) (si", D) € R? S
F1(D) — F5(D) < sin (si",D) € R® I S
F3(D) < st (si",D) € R? I S I
D < Dy Fi(D) — F»(D) < s'™ < F3(D) (si",D) € R® I I S I
Fi(D) —si* < si" < F1(D) — Fa(D) (si", D) € R® I I S
st < F1(D) — sg" (si",D) € R} 1 S

TABLE 4.7 — Lecas D; >0, D3 >0et 0 < D < D,

Le Théoréme 4.3.2 est une conséquence du Lemme 4.3.2. Notons que si D3 < 0 alors
F3(D) < 0 et comme Dy < D3, le cas D1 > 0 et D3 < 0 ne se produit jamais.

g

4.3.3 Le diagramme opératoire dans le plan (s, s!") et D fixé

On fixe & présent le taux de dilution D et on définit la fonction suivante :
F4(86n) = M2 (Sén, D + a())
Fy est croissante et est définie pour si* > My(D + ag,0) et D € [0, Do[ avec
Dy = mo(s7") — ap.

Si on dérive (4.17) par rapport a sp et on utilise H3, on a le résultat suivant :
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Proposition 4.3.2. En utilisant ’hypothése H3, on a pour tout so = 0 et z € [0, mo(s1)],

OM>
880

(s0,2) > 0.

O

Soit Dy la droite d’ equatlon sin = Fy (D), D5 la droite d’équation st = Fy (D)—F>(D),
Dg la droite d’équation si" Fl(D) — st et o la courbe d’équation s = Fy(si).

Pour illustrer les régions d’existence et de stabilité des équilibres dans le plan (s&, si"),
on exprime les conditions du Tableau 4.1 en fonction de s{" et si*, ce qui donne le Tableau
4.8 : On a besoin pour la suite de montrer les propriétés sulvantes sur les fonctions Fj,

Equilibre Condition d’existence Condition de stabilité
SS0 Existe toujours st > Fy(si")
et si" < Fi(D) — Fy(D)
SS1 st < Fy(sim) st" < Fi(D) — i
et sg' > Mo(D + ao, 0) et sgt < Fi(D)
SS2 s > F1(D) — si* et si* > Fy(D) stable des qu'il existe
SS3 s > Fy(D) — Fy(D) sit < Fy(D)

TABLE 4.8 — Existence et stabilité locale des équilibres en fonction de st et s

i=1,24.

Lemme 4.3.3. On a

o Sisg' > Fa(D) alors F1(D) — sin < Fy(D) — F»(D) < Fy(si) .

o Si st < Fy(D) alors Fy(si") < F1(D) — F»(D) < Fy(D) — si

D’autre part, les trois droztes Dy, D5, Dg et la courbe o s’intersectent en s = F»(D).

Preuve
— Si si" > Fy(D) alors Fi(D) — si* < F1(D) — Fy(D). D’autre part, on a
Mo(D + ag, Ml(D + al)) < S(i)n.

Comme pg est croissante par rapport a la premiére variable, alors D + ag <
po (s, My(D + a1)). Ms est décroissante par rapport a la seconde variable, donc

MQ(S%H, D+ (10) > Ml(D + (11).

Finalement, on obtient

F1(D) — Fy(D) < Fy(si").
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— Si si" < Fy(D) alors Fy(D) — si* > F(D) — Fy(D). D’autre part, on a
My(D + ag, My (D + al)) > 86".

Comme pg est croissante par rapport a la premiére variable, alors D + ag >
po(si, M1(D + a1)). Ms est décroissante par rapport a la seconde variable, donc

MQ(S%”, D+ ao) < Ml(D + al).

Finalement, on obtient ‘
F1(D) — F5(D) > Fa(sy").

— Comme Fy(D) = s}, alors
My(D + ag, My(D + ay)) = 85" <= D + ag = po(s5", M1(D + a1)),

ce qui est équivalent & My(s5", D + ag) = M1 (D + a1). Finalement, comme
sq' = F»(D), on a

Fy(si") = F1(D) — F5(D) = F1(D) — s,
O

La courbe ¢ et les droites Dy, D5 et Dg séparent le plan (sé”, st") en six régions qui
sont représentées dans la Figure 4.3.

Stin R3 R4

RS

R2 R6

R1 Ds

S0in

FIGURE 4.3 — Positions relatives des courbes dans le plan (s{", s'")

Notons Dy = mg(0) — ag. On peut alors énoncer le résultat suivant :
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Théoréme 4.3.3. Les propriétés d’existence et de la stabilité du systéme (/.1), dans le
plan (sg*, s") avec D € [0, min(Dyg, D1)[, se résument dans le tableau suivant :

Condition Région SSO  SS1  SS2  SS3
syt < Fa(D) (sin,si") e R? I S
. Fy(D) < sg* o
s > F1(D) — Fa(D) et s7" > Fu(sg") (sin,sin) € R4 I S I
F>(D) < s o
et 54" < Fy(sf") (sin,st") € RS I I S 1
s > F1(D) — 54" _ _
‘ et Fp(D) < s (sin,sin) € RS I I S
Szln < F1(D) — F»(D) S’i" < Fl(D) —_86" ] )
et i < Fu(sf™) (sir,si") € R I S
s > Fy(sgt (i, s%") € R?

TABLE 4.9 — Les régions d’existence et de stabilité des équilibres du modéle (4.1).

Preuve

Le Théoréme 4.3.3 est une conséquence du Lemme 4.3.3. Fy est définie pour D € [0, Da].
Fy est définie pour D € [0, D1 avec D1 = min(my — a1, D2). My(D + ap,0) est défi-
nie pour D € [0, Dg[. Par conséquent, Mo(D + ag,0), F; et Fy sont définies pour D €
[0, mz’n(ﬁo, Dl) [

g

4.4 Simulations

Pour les simulations, on utilise les fonctions de croissance suivantes :

mopsSo 1 misq1
to (S0, 51) = Ko+sol+si/K; p (1) = KL+ 1
et les parameétres du Tableau 4.10, qui sont utilisés dans [24], Tableau 3 et dans [37],
Tableau 1.

Parameétres Unités Valeurs nominales
mo d-! 0.52

Ky kg COD/m? 0.124

my d—! 2.10

K kg COD/m? 0.25

K; kg COD/m? 0.035

ao d-! 0.02

ai d—! 0.02

TABLE 4.10 — Les valeurs nominales des paramétres pour le modeéle (4.1)

Les fonctions inverses Mj(.) et Mo(.,s1) des fonctions pi(.) et uo(., $1) peuvent étres
calculées explicitement. On a
Ky

Vy € [0,ma], Mi(y) = o—
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mo Koy
Yye [0, ———— |, My(y,s1) = ————
Y [ 1+ Sl/Ki [ O(y 1) 1+5"1L(}Ki -y

Les fonctions Fy(D) , F1(D) et F5(D) sont données explicitement par

Ko(D +ap)(1+ 55

FO(‘D) = Sin
mo — (D +ao)(1+ %)
M (D
£\ (D) Ki(D +ay) Ko(D + ap)(1 + 22re)y (4.18)
— (D + ay) mo—(D+a0)(1+M)
oy KD+ a0)(1+ )
2(D) = M (D+a1)
mo — (D + ap)(1 + T)
mo — ao(1 + sKi) (mo — ao) K; ;
Fy est définie pour D < —— et > 51
1+ 3 a0

F et Fy sont définie pour D € [0, Do avec Dy = D est la solution positive de I’équation :

(KZ-—Kl)D2+((K¢—Kl)(ao—i—al)—Ki(ml +m0))D+((m0—a0)Ki(m1 —al)—a0a1K1> =0.

4.4.1 Le diagramme opératoire dans le plan (s’, D) et si" fixé

Les Figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7 représentent les diagrammes opératoires pour des valeurs
de sil” croissantes. Lorsque sil” est suffisamment petit, par exemple szi” = 0.005, les régions
les plus grandes sont les régions R' i =1,2,6, (voir Fig. 4.4). Ces régions correspondent &
celles obtenues dans le cas s{* = 0, voir (Flgure 1.1 de [24]). En augmentant la valeur de
st il y a apparition des régions, R, i = 3,4, 5, d’existence de I’équilibre SS3 et réduction
de la région R! et RS, (voir Figure 4.5 et 4.6). Ainsi, 'ajout d'un deuxiéme substrat a
I’entrée conduit a I'apparition de nouvelles régions reliées au nouveau équilibre SS3 et au
changement de taille des régions d’existence et de stabilité des autres équilibres.

Le substrat s{® est mesuré en KgCODm™3 et le taux de dilution en d~*.

L’inclusion de s{" dans le modéle change peu le diagramme opératoire de [24]. D'un
ds’l;” > 0). La région de stabilité de SS2
sous la courbe 79 reste la méme ( car 72 ne dépend pas de s¢"). D’un autre coté, la région de
stabilité R? de SS3, qui correspond a 'extinction de la premiére espéce, augmente de taille.
Quand la valeur du taux de dilution D est petite et celle de Sp;y, est élevée, I’équilibre de co-
existence est stable. Si D est grand et Sy;;, est faible, alors I’équilibre de lessivage est stable.

coté, lorsque si" croit, D croit (on peut vérifier que
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FIGURE 4.4 — Diagramme opératoire du modeéle (4.1) pour s = 0.005 et D = 0.021
(la figure & droite est un agrandissement du bas de la figure a gauche).

FIGURE 4.5 — Diagramme opératoire du modéle (4.1) pour s = 0.01 et D = 0.06
(la figure & droite est un agrandissement du bas de la figure a gauche).

FIGURE 4.6 — Diagramme opératoire du modéle (4.1) pour si* = 0.03 et D = 0.205.
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FIGURE 4.7 — Diagramme opératoire du modéle (4.1) pour s = 0.05 et D = 0.33.

4.4.2 Le diagramme opératoire dans le plan (si", D) et s{" fixé

Les régions de stabilité des équilibres, dans le plan (s, D), sont données par les dia-

grammes opératoires des Figures 4.8, --- |, 4.11, pour différentes valeurs de s*. La fonction
F3 est donnée par :
K m
Fy(D) = MoRi% g,
(D + CL())(KO -+ 86")

F3 est positive si

moKis%)” — aoKi(K() + 86"’) >D ot Sén > aoK()

K;(Ko + si) - ~mo—ap

FIGURE 4.8 — Diagramme opératoire du modéle (4.1) pour si = 0.005.

Lorsque 86” croit, Dy croit et de nouvelles régions R%, - - - | RS apparaissent sous la droite
d’équation D = Dy et Ty. Ces régions correspondent aux régions de stabilité de 1’équilibre
de coexistence SS52. Ici, la valeur de Dy est de 0.24 d~!, elle ne dépend pas des valeurs
de 86”. Quand D; augmente les régions R', R? et R3 deviennent trés petites, voir Fig. 4.11.
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0.20;

0.15 -
D R1 |
O.IOE
rg |
005 4
rRs -]
] RS
o ; . : T2
o 0.05 0.10 0.13 020

S1in

FIGURE 4.9 — Diagramme opératoire du modéle (4.1) pour si* = 0.05.

ry; Iy
ry R2 _ 0.24
D;
R1
020 Dy
Iy 0.25 1
R4 D
0154 pe
o 0.22 1
0104
R5 021+
0.05 R1
I
Iy
0= T T T . 0.20
0 005 . 010 015 020 o
Slin

FIGURE 4.10 — Diagramme opératoire du modeéle (4.1) pour si* = 0.5 (la figure a
droite est un agrandissement du haut de la figure a gauche).

RL R2 R3 D,
1 : s
Dy
020
R4
R&
015
D
010
RS
0.05 rs
Iry
o T T T T
1] 005 . 0.10 o.15 020
S51in

FIGURE 4.11 — Diagramme opératoire du modele (4.1) pour s = 5.
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4.4.3 Le diagramme opératoire dans le plan (s}, s") et D fixé

Les régions de stabilité des équilibres, dans le plan (sZ*,s%"), sont données par les
diagrammes opératoires des Figures 4.12, --- | 4.14, pour différentes valeurs de D. La
fonction F) est donnée par :

moKis%)”

Fy(si) = — — K.
4(30) (D—l—ao)(Kg—i—s%")

Ko(D+ao)

F} est positive si 36” > j et D < mgy— ag.

mo— (D+a0

R4

Stin
3

4 RS

e

FIGURE 4.13 — Diagramme opératoire du modeéle (4.1) pour D = 0.2 (la figure a
droite est un agrandissement du bas de la figure a gauche).

Lorsque D croit de 0 a min(ﬁo,Dl), les droites Dy, Ds et Dg s’éloignent de 'axe
horizontal dans le sens positif. L’intersection entre Dy, D5, Dg et ¢ reste sur la droite
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Slin 5
R4

LR 05 1 5 T 2% 5 B
Ds R6 [ Slin D

Soin  R1

FIGURE 4.14 — Diagramme opératoire du modéle (4.1) pour D = 0.23 (la figure a
droite est un agrandissement du bas de la figure a gauche).

d’équation : si* + st = Fy (D). Dans ce cas, le plan (s{", si") est subdivisé en six régions
R', .- RS La région R? représente la région de stabilité du nouveau équilibre SS3 et les
régions R*, R® et RS représentent les régions de stabilité de 1’équilibre de coexistence SS2.
Elles augmentent de taille avec D et dominent 1’espace.

Conclusion :
Dans ce chapitre, nous avons analysé le modéle de [24] en ajoutant un nouveau substrat a
I'entrée szi”. On a mis en évidence I'existence d’un nouveau point d’équilibre qui correspond
au lessivage de la premiére espéce et ’existence de la seconde. Dans tous les cas, on a re-
marqué que, quelle que soit la région de 'espace considéré, il existe un seul équilibre LES.
Les diagrammes opératoires qui illustrent ces régions peuvent étres utilisés pour interpréter
des résultats expérimentaux. Les principaux résultats de ce chapitre sont publiés, voir [8].
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