Modéle de digestion anaérobie avec
compartiment hydrolytique
microbien

On considére, dans ce chapitre, le modéle (2.1) en considérant un compartiment hy-
drolytique microbien pour modéliser la phase d’hydrolyse. La vitesse de réaction est alors
ro(t) = go(Xo(t))Xs(t) avec go(-) est le taux de croissance microbienne spécifique de Xg
sur Xg. Vu la complexité de I’étude dans ce cas, nous nous limitons au cas sans inhibition.
Nous considérons que le chémostat fonctionne en mode continu, dont le débit d’entrée Q)
est égal au débit de sortie. On note par D = % le taux de dilution, avec V est le volume
du réacteur. D’apreés le principe de conservation de la matiére, on a :

to to
/ koroVdr < / roVdr < kg <1
t

1 t1

Ce qui est équivalent a dire que pendant une unité de temps, la quantité de Xo dégradée
est supérieure ou égale a la quantité de S produite. De la méme maniére, on a

1
1+75v+73a+’73h<;
s

C’est a dire que la quantité de S dégradée est supérieure ou égale a la quantité de Xg qui
s’est développée et de V, A et H produite.

1
1+’Yva+’7vh<;

(%

Ce qui explique que la quantité de V' dégradée est supérieure ou égale a la quantité de Xy
qui s’est développée et de A et H produite.

Ce qui veut dire que la quantité de A dégradée est supérieure ou égale a la quantité de X 4
qui s’est développée.
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Ce qui est équivalent & dire que la quantité de H dégradée est supérieure ou égale a la
quantité de Xy qui s’est développée.

Remarquons que I’évolution des trois premiéres variables Xg, S et Xg est indépendante
de I’évolution des autres variables V, Xy, H, Xg, A et X 4. Par suite, les trois premiéres
équations du systéme (2.1) peuvent étre découplées des autres équations. Nous étudions,
dans la section 3.1, le sous-modeéle & trois équations puis le modéle complet (2.1), dans la
section 3.2.

3.1 L’analyse du sous-modéle

On s’intéresse donc, dans un premier temps, au sous-modéle :

dX
cTtO = D(Xoin — Xo) — 90(X0)Xs
ds 1
E = D(Sz — S) — ggs(S)XS + kogo(Xg)Xg (3.1)
dXg
— = S) - D)X
On suppose que :
(H8) V0 < Xo < Xoin 90(0) =0 @(Xo) >0 et @(Xo) <0.
’ ’ dXO ng

L’hypothése (H8) est vérifiée pour les fonctions de croissance de type Monod. Les solutions
du systéme (3.1) vérifient le résultat suivant :

Proposition 3.1.1. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme (3.1)
restent positives et bornées, pour tout t > 0.

Preuve : On suit le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 2.1.1.
Pour toute condition initiale Xy(0) > 0, §'il existe un premier temps ¢ty > 0 tel que
Xo(tp) = 0, alors on a %(to) = DXpin > 0. Donc, Xo(t) > 0, pour tout t > tg. Comme
Xo(t) = 0, pour tout ¢t € [0, o], alors Xo(¢t) > 0, pour tout ¢ > 0.

D’autre part, pour toute condition initiale Xg(t) > 0 , 8'il existe un premier temps ¢ty > 0
tel que Xg(tp) = 0, alors on a %(to) = 0. Par suite, Xg(t) est nul a partir de ¢y, donc
Xg(t) = 0, pour tout t > 0.

Pour toute condition initiale S(0) > 0, sil existe tg > 0 tel que S(tp) = 0, alors on a

ds
dt
et donc %(to) > 0, d’aprés (H8). D’out, S(t) > 0, pour tout ¢ > tyg. Comme S(t) > 0, pour
tout ¢ € [0, tg], par suite S(¢) > 0, pour tout ¢ > 0. Ceci prouve la positivité des solutions
de (3.1).
Pour démontrer que toutes les solutions de (3.1) sont bornées, on suit la méme démarche
que dans la preuve de la proposition 2.1.1. On pose

(to) = DSin + kogo(Xo)Xs(to).

1
Z =koXo+ S+ —Xg.

Cs
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Par suite,
dz

1
" = D(koXom + Sm) — D(koX() + S+ ;Xs)
S
On déduit que, = D(S;, — Z), avec S;, = koXoin + Sin-
Maintenant, on pose
V=DZ-S5),

alors, % = —DV. En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient V() = V(0)e~ P,
pour tout ¢t > 0. Par conséquent,
_ af _ qf\,—Dt
Z(t) =295, +(Z(0)—S])e =", pour tout t > 0.
On déduit que

Z(t) = koXoin + Sin + (Z(O) — (kOXOin + Sin))e_Dt, pour tout t = 0.

Finalement, on obtient :
Z(t) < maz(Z(0), koXoin + Sin), pour tout t > 0.
Dong, les solutions de (3.1) sont bornées, pour tout ¢ > 0.

0

Le sous-modéle (3.1) correspond au modéle (3) de [11] ou k; = é et a = 1. Nous
rappelons ici les principales étapes de 1’étude. L’équilibre de lessivage ot Xg = 0 est
donnée par Fy = (Xoin, Sin,0). Cet équilibre existe toujours. Maintenant, si Xg # 0 alors
S = A\g et X est I'intersection de la courbe de la fonction :

D(Xoin — Xo)
X)) = —-—r——>2
¢(Xo) 9o(Xo)
et de la droite A d’équation :
XS = 5(X0) = Cs[(Sm — )\s) + k‘o(Xom — Xo)]

La recherche des équilibres strictement positifs revient a trouver les zéros de la fonction H
définie par :

H(Xp) =((Xo) —0(Xp), Xo=>0.
Notons que %}io) = 0 si et seulement si % = —csko.

Lemme 3.1.1. Sous l’hypothése (H8), ¢ s’annule pour Xo = Xoin, et est décroissante et
conveze.

Preuve : Pour 0 < Xy < Xg;p, 01 a

d¢(Xo) D ((Xo) dgo
= — — X 0.
dXo 90(Xo)  go(Xo) dXo( 0) <
" P((Xo)  ((Xo) Pgo T dgo
dX3 T g(Xo) ng( 0) = go(Xo)dT(o(XO) =0

D’ot le résultat.
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g

Lemme 3.1.2. L’équation, diggo) —coko admet une unique solution 0 < Xo < Xoin si

et seulement si %Xoom) > —cgko.

Preuve : Pour 0 < Xg < Xoin, d())((o) est strictement croissante et dC(XO) < 0. Par
d¢(Xo)

suite, X})ig o dX = o0 Alors, il existe une unique solution 0 < Xy < Xom de I’équation
dfl(;((oo) = —c,kq si et seulement si dcg(ooi”) > dfl(;((o) = —cgkg. D’ou le résultat.
O
Notons que :
d¢(Xoin) D

> —cskp & gO(XOin) >

dX 0 Cg ko ’
Pour déterminer les équilibres strictement positifs du systéme (3.1), deux cas se présentent :

le cas go(Xoin) < % et le cas go(Xoin) >

csko”

3.1.1 Le cas go(Xpin) < CIZO

Dans ce cas, l'intersection entre A et le graphe de { est soit vide soit un unique point
(X5, X;) qui correspond a 'équilibre F}" = (X§, As, Xg). En effet, H est décroissante sur
10, X", H(Xoin) = —cs(Sin — Ag) et XlimOH(XO) = +o00. Nous pouvons donc déduire

0o—
que :

Proposition 3.1.2. Sous les hypothéses (H1) et (H8), on a :

1. Si Sin > Ag alors il existe un unique équilibre strictement positif
Fy = (X§, s, Xg) ou X§ est la solution de ((Xo) = 6(Xo) et Xg = 0(X().

2. 81 Sin < Ag alors il n'existe pas d’équilibre strictement positif.

Preuve :
D’aprés le Lemme 3.1.1, < El))(g;”) < —cskg, donc dligggo) = dC(XO) + cskg < 0. Par

suite, H est strictement decrmssante sur ]0, Xoin[. De plus, Xlim OH (Xo) +o0, d’ot,
o—>

dC(Xo)

1. SiS;, > Ag alors H(Xgin) = —c¢s(Sin — As) < 0. Donc il existe une unique solution
X§ €]0, Xoin| de I'équation ((Xo) = 6(Xo), avec X§ = 0(Xy).

2. Si Sin < Ag alors H(Xpin) = —¢s(Sin — Ag) = 0. Comme H est strictement dé-
croissante sur ]0, Xo;, [ alors I'équation ((Xo) = 0(Xp) n’admet pas de solution sur
10, Xoin[- Dans ce cas, I’équilibre strictement positif n’existe pas.

D’ou le résultat.

Remarquons que, lorsque S, = Ag alors F}' coincide avec Fjp.

En calculant les valeurs propres de la matrice Jacobienne en Fy et en utilisant le critére
de Routh-Hurwitz pour I'équilibre F7, on peut montrer le résultat suivant :
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Proposition 3.1.3. Sous les hypothéses (H1) et (H8), les conditions d’existence et de
stabilité des équilibres du systéeme (3.1) sont données par :

’ L’équilibre H Conditions d’existence \ Conditions de stabilité locale
Fo = (Xoin, Sin, 0) existe toujours Sin < Ag
F¥ = (X§, As, X§) Sin > Ag des qu’il existe

TABLE 3.1 — Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du systéme
(3.1), dans le cas go(Xoimn) <

csko®

Preuve
Pour déterminer la condition de stabilité locale de chaque équilibre, on détermine le signe
de la partie réelle des valeurs propres de la matrice Jacobienne J.
La matrice Jacobienne associée & I’équilibre Fp est

-D 0 —g0(Xoin)
Jrn=1_ 0 =D kogo(Xoin) — -95(Sin)
0 0 95(Sin) — D

Les valeurs propres de Jg, sont : —D, —D et gs(Sin) — D. Par suite, Fy est LES si et
seulement si gs(Sin) < D, ce qui est équivalent a S;, < Ag.

La matrice Jacobienne associée a I’équilibre F} est :

—miy 0 —Mmi3
Jpp=| ma  —ma 0
0 ms32 0

avec myy = D + H(X3) X5, miz = go(Xg), ma1 = ko 38 (X3) X5,

mog = D+ L5 (Xg) X5, mgy = B (Ag) XY et 0 = Z2 + kogo(X().

Le polynome caractéristique de Jpx est :
PJFl* = — 2% — (ma1 + mag) A2 — (m11maz — Omaa) X — maa(—m110 + marmas).

On pose ¢g = —1, ¢; = —(m11 + ma2), c2 = —(mi1mag — Omgza) et
c3 = ma3a(—mi160 + marmis).

Onacy < 0etcg <0.co et cg sont négatifs si C(X(’)‘) < —cskg. Un simple calcul
donne c1co — cgeg > 0. Par suite, le critére de Routh-Hurwitz est satisfait si la condition

C(X§) < —csko est vérifiée. On conclut que I'équilibre Fy est localement stable dés qu’il
existe.

g

59 Daoud Yessmine



Chapitre 3. Modéle de digestion anaérobie avec compartiment hydrolytique microbien

D

3.1.2 Le cas go(Xoin) > o
Dans ce cas, si 'intersection de A et du graphe de ¢ n’est pas vide alors elle comporte
un ou deux points. L'équation ('(Xg) = —csko représente le cas on A est tangente au

graphe de (. Cette équation admet une unique solution notée Xo. Soit Xg = ((Xp) et
F1 = (Xo, As, X5) I'équilibre strictement positif correspondant. On note par S, la valeur

de S;, pour laquelle Xg = ((Xp). D’ott, Sj;, = (% + koXo + As) — koXoin. On peut donc
montrer le résultat suivant :

Proposition 3.1.4. 1. Si Ag < Sip alors il existe un unique équilibre strictement
positif FY.

2. Si max(0,S;,) < Sin < s alors il existe deur équilibres strictement positifs F} et
3. Si Sin = Sin alors il il existe un unique équilibre strictement positif F;.
4. Si Sin < max(0,S;y,) alors il n'existe pas d’équilibre strictement positif.

Preuve :
D’aprés le Lemme 3.1.1, H est convexe et lim H(Xy) = +oo. Alors,
XO*)O

1. Si Sy, > Ag alors H(Xo;,) < 0. Par suite, il existe une unique solution X3 €]0, Xoin|
de I’équation H(Xj) = 0.
2. Si Sy, > max(0,S;,) alors 0 = min H(X) > min H(X). De plus, H est
XG}U,XUin[ XG]O,XOin[
convexe et pour S;, < Ag on obtient H(Xq;,) > 0. Alors, il existe deux solutions
X et Xg* dans ]0, Xoip| de 'équation H(Xo) = 0.
3. Si S, = Sipn. On considére la fonction

H(Xo) = ((Xo0) — ¢s[(Sin — As) + ko(Xoin — X0)]-

dH dH
Comme d—XO(XO) e (Xo) alors d—XO(XO) = 0, ce qui est équivalent a :
d¢(Xo) ) . : P e
i, = —cskp. Cette équation admet une unique solution Xg €]0, Xo;,[ d’aprés
0 _ _
le Lemme 1.4.2. De plus, H convexe et H(Xp) = 0 = min H(X). D’ou,

_ B XG}O,XOZ'”[
H(Xp) = 0 admet une unique solution Xo €]0, Xo;n|.
4. Si S;, < maz(0,S;,) alors H(Xg) > H(Xg) > N }n(r)u)r(l [H(X). Par suite, I’équation
€10, X0in
H(Xp) = 0 n’admet pas de solution.

g

En calculant les valeurs propres de la matrice Jacobienne en Fj et en utilisant le critére
de Routh-Hurwitz pour I’équilibre F7} et F™, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.1.5. Sous les hypothéses (H1) et (H8), les conditions d’existence et de
stabilité des équilibres du systéme (3.1) sont données par :
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’ L’équilibre H Conditions d’existence ‘ Conditions de stabilité locale
Fy = (Xoin, Sin, 0) existe toujours Sin < As
* * * Q d 5
Ff = (X, As, X§) Sin >7max(0, Sin) Cd())((oo) < —csko
Fr* = (X", As, X&) || maz(0,Sin) < Sin < As instable

TABLE 3.2 — Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du systéme
(3.1), dans le cas go(Xoim) > =

csko

Preuve
Pour déterminer les conditions de stabilité locale de chaque équilibre, on détermine le signe
de la partie réelle des valeurs propres de la matrice Jacobienne Jg, et on utilise le critere
de Routh-Hurwitz pour les deux autres équilibres. le critére de Routh-Hurwitz est satisfait
si la condition C(XE) < —csko est vérifice, Ff est donc LES. Or I'équilibre F* vérifie

C(X§*) > —csko alors le critére de Routh-Hurwitz n’est pas satisfait. Par suite, F}™ est
instable.

g
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3.2 L’analyse du modéle complet de la digestion
anaérobie

On suppose, dans cette section, que gy (V) = gy(V,0), guy(H) = gy (H,0) et que ga
vérifie 'hypothése (H3). Le systéme complet sans inhibition s’écrit :

dX,
TtO = D(Xoin — Xo) — 90(Xo0)Xs
ds ,
v = D(SZ — S) — agS(S)XS + kogo(Xo)XS
dXg
s _ S)— D)X
7t (9s5(9) )Xs
av
o = DV 99s(9)Xs — ov(V) Xy
dX
ditv = (gv(V) - D)Xy (3.2)
E = —DA+ '}’sagS(S)XS + ’szQV(V)XV - agA(A)XA
dX
= = (9a(4) - D)Xa
t
dH X
o = DH A n95(9)Xs +yungy (V) Xy = S ogn (H) Xy
dX
TtH = (gu(H) - D)Xy.

3.2.1 Analyse des équilibres

A partir de I’étude du sous modéle (3.1) et en utilisant les résultats de la section 3.1,
nous pouvons déduire les équilibres du modéle complet (3.2). A Téquilibre, si Xg = 0 alors
V=Xy=A=X,=H=Xyg =0, Xg = Xgin et S = S;,,. L’équilibre de I'extinction de
toutes les espéces et qui existe toujours est F; = (Xoin, Sin,0,0,0,0,0,0,0). Les équilibres
du modele (3.2) sont donnés dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les équilibres du systéme
(5.2) sont donnés par :
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[Equilibre [ Xo [ S [ X5 [ V] Xy [ A ] X4 [ H [ Xg |
F Xoin | Sin 0 0 0 0 0 0 0
Fox X3 ds | Xz [ v 0 A 0 H©) 0
Frx X3 ds | Xz | VO 0 A0 0 Am ch(H®
—Am)
Fax X ds | Xz [ v 0 Aa ca(A® — ) | HO 0
Fap« X3 As | Xz | VO 0 Aa ca (A — X y) AH ch(H®
—Ax)
Fyy X s | X% Av o (VO — \y) A 0 H 0
Fy s X5 | xs | X2 Av (VO = \y) A 0 A cn(H
—A\g)
Fy ax X5 | xs | X3 v co (VO —2y) Aa ca(A—=X4) H 0
F X s | XE Av co (VO = \y) A ca(A=X4) A cn(H
—Am)
Fown X5 s [ X [ v 0 A0)* 0 HO* 0
Fri s Xg* | xs | x5 | VO 0 A)* 0 Ag | cn(HO*
—Am)
FAux X3 [ s [ X [ vO+ 0 Aa ca(AO* — X ) | HO* 0
FaAHux Xe* [ as | x| v 0 M | ca(AD* X0 | A | e (HO*
—Am)
Fyir X5 [ s [ X5 | 2w [ eV® -2y | A% 0 H* 0
Fviee || Xg5 | Xs | X5 | A [ V@ =Xy | AF 0 An cn(H*
—Ag)
Fy Axs X [ as [ X5 A2 [V =xy) | Aa ca(A* —Xa) H* 0
Fo X5 | As | X Av co(VO* —xy) | Aa ca(A* = Aa) AH cn(H*
*)\H)

TABLE 3.3 — Les équilibres du systéme (3.2).

ol

e X et Xg* sont les solutions de ((Xo) = 6(Xo) , X§ = §(X) et X&* = 6(X5™)
o VO =7, X5, AO =5 X5 , HO = 7, X5

e A=A0 4 ’Yvan(V(O) - Av), H=H+ 'Vvhcv(v(o) - Av)

i V(O)* = VSUX,Z‘* ) A(O)* = 'Ysan'* ) H(O)* = ﬁ)/sth'*

o A = A(O)* + 'Vvacv(v(o)* - )\V) ) H* = H(O)* + ’YthU(V(O)* — Av)

3.2.1.1 Le cas go(Xgin) < -2

= csko

On déduit les conditions d’existence des équilibres du modeéle (3.2) a partir de la pro-
position 3.1.3 et la proposition 2.1.3.

Proposition 3.2.2. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions d’existence
des équilibres du systéme (3.2) sont données par :
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L’équilibre H Conditions d’existence
F Existe toujours
Fék Sm > )\5
F;, Sin > Ag et HO > Ay
Ff*l Sm > )\S et A(O) > Ay
Fiy Sin > Mg, AO > X et HO > )y
E} Sin > Ag et VO > )y,
F{;H Sm > /\5, F > Ay et V(O) > )‘V
A Sin > Ag, A>XAg et VO > )\,
F* Sin > Mg, H> A, A> Mg et VO > ),

TABLE 3.4 — Les conditions d’existence des équilibres du systéme (3.2), dans le cas
D
9o(Xoin) < ko

On déduit les conditions de stabilité locale des équilibres du modéle (3.2) a partir de
la proposition 3.1.3 et la proposition 2.1.3.

Proposition 3.2.3. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions de stabilité
des équilibres du systéme (3.2) sont données par :

’ L’équilibre H Conditions de stabilité locale ‘

E Szn < )\S

Fy AD < Xy HO < dpget VO < )y
F}; A© < Ay et V(O) < Ay

FZ H(O) < )\H et V(O) < )\V

Fiy VO <\

Fy A<Xpet H< My

F{;H A < Mg
\jA F < /\H

F* Lorsqu’il existe

TABLE 3.5 — Les conditions de stabilité des équilibres du systéme (3.2), dans le cas
9o(Xoin) < ﬁ

3.2.1.2 Le cas go(Xoin) > 2

csko
On déduit les conditions d’existence et de stabilité locale des équilibres du modéle (3.2)
a partir de la proposition 3.1.5 et la proposition 2.1.3.

Proposition 3.2.4. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions d’existence
des équilibres du systéme (3.2) sont données par :
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’ L’équilibre H Conditions d’existence
F Existe toujours
F{)k Sin > maﬂc(O, S'm)
Fg Sin > maz(0, Si,) et HO > )y
F3 Sin > mazx(0, Si,) et QS
Fig Sin > maz(0, Si,), A S Aiet HO > Ny
F Sin > maz(0, Si,) et VO > A,
Fy Sin > maz(0,S;,), H > Ay et VO > A,
Fyy, Sin > max (0, Sin), A > Aa et VO S\,
F* Sin > max(0,Sin), H> Ag, A > \g et vO > A,
Fy* maz (0, Sin) < Sin < As
Fy maz(0, ;) < Sin < Ag et HO* > \y
Fyr maz(0, Sin) < Sin < Ag et A > x4
F3y maz(0, i) < Sin < Ag, AO* > N et HO* > Ay
v maz(0,S;,) < Sin < Ag et VO* >\,
oy maz(0,Si,) < Sin < Ag, H* > Ay et VO* S\
Yy maz(0, Sin) < Sin < Ag, A* > A4 et VO S Ay
F* max(0, Sin) < Sin < As, H* > A, A* > Ay et VO* > )y,

TABLE 3.6 — Les conditions d’existence des équilibres du systéme (3.2), dans le cas
90(Xoin) > CS%-

0

Proposition 3.2.5. Sous les hypothéses (H1) - (H4) et (H8), les conditions de stabilité
des équilibres du systéme (3.2) sont données par :

L’équilibre H Conditions de stabilité locale ‘

B Sin < As

I L) < ko, VO <Ay, AO < dqet HO < ay

i %Xf) < —csko, AQ < Xy et VO <Ay

Fa dfi(XXOO) < _*Csk(b HO < Xy et VO <\,

Fan dil())((o()) < —csko, et VO < )y,

Fy LX) < coh, A< Ay ot H < Ay

Fy g % < —csko, et A < Ay

V4 dfi(X)i)O) < —csko et H < Ay

* d X*

F éc-l(XOO) < *Cskig
B Fr L B Fo
e By, By et B Instable

TABLE 3.7 — Les conditions de stabilité des équilibres du systéme (3.2), dans le cas
9o(Xoin) >

csko
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3.2.2 Diagrammes opératoires

Nous étudions le comportement du systéme complet dans le plan (D, S;,) pour Xoip
fixé. Soit X, = 1. Nous nous plagons dans le cas ot go(Xoin) < %. Cette condition
est équivalente a l'inégalité D > cskogo(1). Notons Fy; = cskogo(1). Soient les fonctions
Frs, Fvoi, Fvoe, Froi, Fro2, Faol, Faoz, Fri1, Fro, Fa1 et Fao définies par les inégalités
suivantes :

Sin >As & Sin > Frs(D),

14Q >Ny & FV()Q(D) < Sin < FVOI(D)7
HO > Ay & Froa(D) < Sin < Froi(D),
A0) 5 Aa & FAQQ(D) < Sin < FAOl(D)’
H>\g & Fmi(D) < Sin < Fi2(D),
Z>>\A <:>FA1(D)<Sm<FA2(D)a

Pour le jeu de paramétres choisi dans [34], ( voir [34], Tableau A1), on a Fp; = 0.1. En
utilisant la proposition 3.2.2 et la proposition 3.2.3, on a le résultat suivant :

Proposition 3.2.6. Le plan (D, S;,) est divisé en onze régions décrites dans le tableau
3.8 :

| Condition [ region [| F1 | Fg | Fiy | Fa | Fag | Fo [ Fog | Foa | P |

Sin < FLs(D) Ry S
(Sin > Frs(D) et Sin < Froz2(D))

ou (Sin > Fro1(D), Sin < Fao2(D)
et Sin < Fyo2(D)) ou (Sin > Faop1(D)) Ry I S
Sin > Frs(D), Sin < Fyo2(D)
et Fro2(D) < Sin < Fro1(D) R3 I 1 S
Sin > Frs(D), Sin > Fyo2(D),
Sin < FHOl(D) et Sin < FAOQ(D) R4 I I I 1 S
Sin > Frs(D), Sin < Fro1(D)
Sin > FAOQ(D) et Sin < Fapart (D) Rs5 1 1 1 I 1 1 S
Sin > Frs(D) ,
Sin > Fapar1(D) et Sin < Fro1(D) Rg 1 I I 1 I 1 1 1 S
Sin > Fro1(D) ,
Sin > Fapar1 (D) et Sin < Frpara(D) Ry |1 I I I I s

Sin > Fyvo2(D), Sin > Fao2(D),
Sin > FHOI(D)7 Szn < FAbarl(D)

et Sin < Frpara(D) Rs 1|1 I I S
Sin > Fyo2(D),
FHOl(D) < Sin et Sin < FAOQ(D) Ry I I 1 S
(Sin > Fao2(D) et Sin < Fyo2(D))
ou( Fyo1(D) < Sin et Sin < Fao1(D) ) Rio I I S
Sin > Fryar2(D)
et Sin < FVOl(D) Ri1 I 1 I 1 S

TABLE 3.8 — Existence et stabilité des équilibres du systéme (3.2) selon (D, S;,),
avec D > Fiy;

Preuve
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D’apreés les inégalités suivantes, on déduit le résultat de la proposition 3.2.6 : on a

Sin > Ag & S > FLs(D)

VO >\ & Fyoa(D) < Sin < Frou(D),
H(O) > Ay <:>FH02( ) <Sm<FH01(D)
A > 24 & Fap(D) < Sin < Fagi(D),
ﬁ>)\H <:>FH1(D)<Sm<FH2( ),

Z>>\A <:>FA1(D)<S7;n<FA2(D).

De plus, en utilisant les valeurs des paramétres de [34], on peut déduire les inégalités
suivantes :

— FLs(D) < FHOl(D) < FHQ(D) < F\/()l(D) < FAOl(D) < FAQ(D).

— Fro2(D) < Froi1(D).

— Fyo1(D) > Fyoe(D) > Froa(D).

— Fya(D) > Fa (D).

— FAl( ) > FAOQ( ) FAl(D) > FVOQ(D) et FHQ(D) > FVOQ(D) .

— Faa(D) > Far(D).

— Fyvo2(D) < Fao(D) et Fapa(D) < Fao1(D).

— FHgl(D) < FVQQ( )pourD E]Dmﬂ,—i—oo[avec Dinyn = {D > 0.1 ’ FHOl(D) = FVQQ(D)}.

— FHgl(D) < FAOQ( )pOler E]DintZ,“‘OO[aVGC Dipto = {D > 0.1 | FHOI(D) = FAOQ(D)}.

— FHgl(D) < FAl( )pOHI‘D G]Dmtg, +oo[avec Dints = {D > 0.1 | FHOl(D) = FAl(D)}.

— F41(D) < Fgo(D) pour D €]0.1, Djpa] avec Dipgg = {D > 0.1 | Fa1(D) = Fg2(D)}.

— FVQQ(D) < FAOQ(D) pour D 6]0.1, Dmt5[ avec D5 = {D > 0.1 ’ FV()Q(D) = FAQQ(D)}.

— FLs(D) > FVOQ(D) pour D G]O.l,me[aveC Dinte = {D > 0.1 | FVOQ(D) = FLS(D>}.

0

Pour les valeurs des paramétres choisies dans [34|, les équilibres F7%, et Fyr, s'ils
existent, sont instables.

Pour Xy, = 1, on trace le diagramme opératoire dans le plan (D, S;,). Les Figures
3.1, 3.2 et 3.3 représentent des diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,). La Figure
3.2 est un agrandissement de la partie gauche de la Figure 3.1 et la Figure 3.3 est un
agrandissement du bas de la Figure 3.2.

Pour I = S,V, A et H, on prend les fonctions de croissance g; du Chapitre 2, section 2.1.2

X
et go (Xo) = mpoXo

————, avec mgy = 2.5 et Ky = 1.5.
koo + Xo 00 00

Les régions Rig, R4 U Rs U Rg U Ry et Ri; sont les régions de stabilité des équilibres

Fj, Fy et Fyy, alors que les équilibres K4, Eyvyg et Eya du modéle avec hydrolyse
enzymatique sont instables.
De méme, ’équilibre I}, existe et est instable dans R5 U Rg, il correspond a 1'équilibre
FE A qui peut étre stable. Donc, selon la modélisation de I’hydrolyse, enzymatique par
un compartiment hydrolytique microbien, nous avons mis en évidence un comportement
asymptotique des équilibres différent. L hydrolyse affecte la nature et les zones de stabilité
des équilibres.
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FIGURE 3.1 — Diagramme opératoire pour Xy, =1 et D > Fy;

R2 R1O

FIGURE 3.2 — Diagramme opératoire pour Xo;, = 1 et D > Fy, ( agrandissement
de la partie gauche de la Figure 3.1)

Pour Xy;, = 0, on obtient les diagrammes opératoires du modéle avec hydrolyse enzy-
matique sans inhibition, voir Figure 2.1.
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I?"S Rl_Q
1

R2

0.3
D

FIGURE 3.3 — Diagramme opératoire pour Xg;,, = 1 et D > Fy, ( agrandissement
du bas de la Figure 3.2)

3.2.3 Taux de biogaz produit
3.2.3.1 Taux de méthane produit

Le taux de méthane produit est donné par la formule suivante :

Qen, = alQA(A'A:A*)XA‘XA:XZ + anH(H|H:H*)XH\XH=x;I

1—cy

[
En se placant dans le cas ot go(Xopin) < %. Le taux de méthane produit, pour chaque
équilibre, est donnée dans le Tableau 3.9 :

1—cq
Ca

avec o) = et ag =

| Equilibre || Qcmu,
Fr, F§ et Fy 0
F}f] CL/QC}LD(H(O) — )\H>
F a1 D(A® — \y)
Fiy a1, D(A® — )\ 1) + ape, D(H® — \pp)
F";H OéQChD(g — )\H)
;A OleaD(A — )\A)
F* OélcaD(A — )\A) + OézChD(H — >\H)

TABLE 3.9 — Taux de méthane produit pour chaque équilibre du modéle (3.2)

On rappelle que A = A® 4 ,,¢, (VO = Ay), H = HO + 7,,¢, (VO = Ap),
V) = YsoX§ AO) = Vsa X§ HO — Ysh X &, X§ = 0(Xg) et X est la solution de
((Xo) = 6(Xo).
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1) Dans le cas ou VO < Ay : les équilibres FJ oy, By 4 et F* n'existent pas et on a
A< AO et H < HO. Par suite, le taux maximal de méthane est donné soit par
I'équilibre F7 ;;, soit par FY;, soit par F).

Si HO > Ay et A > X4 alors le taux maximal de méthane est donné par F' .
Notons que si ces conditions sont vérifiées alors I} ;; est stable.

Si HO > A et A0 < A4 alors le taux maximal de méthane est donné par F;.
Ces conditions sont vérifiées pour (D, S;,,) dans la région Rs.

Si HO < Ay et A© > X, alors le taux maximal de méthane est donné par F.
Ces conditions sont vérifiées pour (D, S;,,) dans la région Rjy.

2) Danslecasou VO > Ay, ona A > A® et H > HO. Le taux maximal de méthane
est alors donné soit par 'équilibre F} g, soit par Fy; 4, soit par F™*.
Si H > Ag et A > A4 alors le taux maximal de méthane est donné par F™*. Ces
conditions sont vérifiées pour (D, S;,) dans les régions Rg ou Ry ou F* est stable.
Si v > Av, H < Mg et A > A4 alors le taux maximal de méthane est donnée
par Fj; 4. Ces conditions sont vérifices dans la région R1;.
Si VO > Av, H > Mg et A < A4 alors le taux maximal de méthane est donnée
par I, ;. Ces conditions sont vérifiées dans les régions Ry, R5, Rg ou Ry, oul Fyr
est stable.

On représente, dans les Figures 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7, le taux maximal du méthane produit
en fonction de la dilution D. On varie le substrat sous forme particulaire X;, et le substrat
sous forme soluble S;;, de telle maniére & maintenir la somme constante. Cette somme est
égale & 10 pour les figures 3.4 et 3.6 et est égale & 20 pour les figures 3.5 et 3.7. On prend
ko = 1 pour les figures 3.4 et 3.5 et kg = 0.5 pour les figures 3.6 et 3.7. Les valeurs des
parameétres sont celles du Tableau Al. de [34].

CH4 <[ sin= 10, X0in= 10- Sin

/_’—_\;
B 1.139 \

osl Sin=0, X0in= 10- Sin
*
FAH
o . , , , . , . , h
a 0.05 [my] 0.15 0.z 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 3.4 — La variation du taux de méthane pour S;,, + Xo;, = 10, 0 < X, < 10
et ko = 1 pour le modéle (3.2)

Le taux maximal du méthane est donnée soit par I’équilibre F™* ou soit par I’équilibre
F} ;- En augmentant la somme des substrat soluble et solide de dix a vingt, le taux de mé-
thane augmente. En diminuant la coefficient d’hydrolyse kg de 1 & 0.5, le taux du méthane
diminue. Le taux du méthane est plus élevé avec le substrat soluble qu’avec le substrat
solide, en maintenant la somme Xy, + .5;, constante.
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CH4

%
,EAH

FIGURE 3.5 — La variation du taux de méthane pour 5;, + X, = 20, 0 < S5, < 10
et ko = 1 pour le modele (3.2)

kg =0.5 3.364

alk

2.5

SL Sin= 10, X0in= 10- Sin

%
/F AH

6 375 Sin=0, X0in=10- Sin —
[n} 0.05 o1 015 o2 0.25 03 0.35 0.4 045 0.5

o0

FIGURE 3.6 — La variation du taux de méthane pour S;,, + Xo;, = 10, 0 < Xg;, < 10
et ko = 0.5 pour le modéle (3.2)

kg = 0.5 4.384
4.5
4+ LA
3.5 .'/:
«
sl i
oe Sin=10, X0in= 20- Sin — e

CH4

osf 0.747 g F

Sin= 0, X0in= 20- Sin —
L L L L L L L L L
o 0.0s 0.1 015 0.2 0.25 0.3 0.3s 0.4 0.4s n.s
D

FIGURE 3.7 — La variation du taux de méthane pour S;, + Xo;n = 20, 0 < S5, < 10
et ko = 0.5 pour le modele (3.2)

3.2.3.2 Taux d’hydrogéne produit
Le taux d’hydrogéne produit est donné par la formule suivante :

Q2 = a3gs(S|s_s. ) Xy _xy T a9v(Viy_y)Xviy _yo

71 Daoud Yessmine



Chapitre 3. Modéle de digestion anaérobie avec compartiment hydrolytique microbien

1—cy
cy

Cs —
o et ay =

avec ag =

En se plagant dans le cas ot go(Xoin) < %. Le tableau 3.10 donne le taux d’hydrogéne
produit en chaque équilibre.

Equilibre | Qu, |
14 0
(T? Ijﬁ F;l et FZH a3DX:Sk’:QH21
Fyy Fyy, By yet F* || asDXE 4+ ayDe, (VO — \y) = Qu,,

TABLE 3.10 — Taux d’hydrogéne produit pour chaque équilibre du modéle (3.2)

1) Dans le cas, VO < Ay, les équilibres Fy, Fy o Fy 4 et F'* n'existent pas et on a
Qm,, > QH,,. Par suite, le taux maximal de '’hydrogene est donné soit par 1’équi-
libre F} 5, soit par Fy, soit par F;, soit par Fg.

Si Sin > Mg, A® < Xy et HO < Ay alors le taux maximal d’hydrogéne est donné
par I{i. Cet équilibre est stable dans la région Rs.

Si Sin > Mg, A© < X4 et HO > Xy alors le taux maximal d’hydrogéne est donné
par If;. Ces conditions sont vérifiées dans la région R3 ou FY}; est stable.

Si S > g, A0 > A, et HO < Ay alors le taux maximal d’hydrogéne est donné
par I} qui est stable dans la région Ryo.

Si Sip > g, A0 > A, et HO > Ay alors le taux maximal d’hydrogéne est donné
par I} ;. Notons que si ces conditions sont vérifiées alors F3;; est stable.

2) Dans le cas, VO > Ay, QH,, > Qm,, . Par suite, le taux maximal de 'hydrogéne
est donné soit par I’équilibre Fy;;, soit par FY; 4, soit par Fy;, soit par F™*.
Si Sin > Mg, H > Ay et A > A4 alors F* existe et le taux maximal d’hydrogéne
est donné par cet équilibre. F'* est stable dans les régions Rg ou R7.
Si Sin > Ag, H < A et A > Ay alors F}; 4 existe et le taux maximal d’hydrogéne
est donné par cet équilibre. Cet équilibre est stable dans la région Rj.
Si Sip > Mg, H > Ay et A < Ay alors Fyrpp existe et le taux maximal d’hydrogeéne
est donné par cet équilibre. Cet équilibre est stable dans la région R4, Rs, Rg ou
Ry.
Si Sin > Ag, H < Ay et A < Ay alors le taux maximal d’hydrogéne est donné par
Fy;. Notons que si ces conditions sont vérifiées alors Fy, est stable.

On représente, dans les Figures 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11, le taux maximal de I’hydrogéne
produit en fonction de la dilution D. On varie le substrat sous forme particulaire Xg;, et
le substrat sous forme soluble S;,, de telle maniére a maintenir la somme constante. Cette
somme est égale & 10 pour les figures 3.8 et 3.10 et est égale a 20 pour les figures 3.9 et
3.11. On prend kg = 1 pour les figures 3.8 et 3.9 et kg = 0.5 pour les figures 3.10 et 3.11.

Le taux maximal d’hydrogéne est donné soit par I’équilibre F™*, soit par I'équilibre F7 ;.
En augmentant la somme des substrat soluble et solide de 10 & 20, le taux d’hydrogéne
augmente. En diminuant le coefficient d’hydrolyse kg de 1 & 0.5, le taux d’hydrogéne dimi-
nue. Le taux d’hydrogéne est plus élevé avec le substrat soluble qu’avec le substrat solide,
en maintenant la somme Xy;, + S;, constante.
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4.505
45 E* /‘ .
ni < :
i
35 s ]
31 Sin= 10, X0in= 10-Sin /—\{
Ha | //1/_\//—
/—{_r_*_\\\___—)
- =
151 = T
] 17467 |
Sin= 0, X0in= 10-3N
05t F"\ b
AH
DD 0.05 o1 o115 02 0.25 03 0.35 0.4 045 os

D

FIGURE 3.8 — La variation du taux d’hydrogéne pour Sy, + X¢in = 10, 0 < X, < 10
et ko = 1 pour le modele (3.2)

£
FAH

FIGURE 3.9 — La variation du taux d’hydrogéne pour S;, + X¢;, = 20, 0 < S5;,, < 10
et ko = 1 pour le modele (3.2)

kg =05
5

4.505
a5l ®5  |aass

a4l

3.5

3T 8in= 10, X0in= 10- Sin

H2 2.5
2L
1.5F
1r =
*
0.5 fAH
L .
0_480/2’ Sin=0, X0in= 10- Sin -~ 0.511

u]

L L
o 0.0s o1 015 0.2 0.25 0.3 0.3s 0.4 0.45 n.s
D

F1GURE 3.10 — La variation du taux d’hydrogéne pour S;,+Xo;, = 10, 0 < Xo;, < 10
et ko = 0.5 pour le modéle (3.2)

Conclusion
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