Méthodes de relaxation

Dans ce chapitre, nous présentons des méthodes numériques dont le but est d’approcher les
solutions du systeme d’équations diphasiques isotherme compositionnel

{ Or(pex) +0u(pf Rive + piRGve) =0, k=1K, (10.1)

A (pv) + 0x(pLRrvf + paRavg + p) = 0.

Nous présenterons deux stratégies de résolution : une méthode avec découplage et une méthode
couplée. Nous analyserons ces méthodes du point de vue du respect de la positivité des fractions
massiques des constituant ainsi que de leur coft.

Nous proposerons deux variantes pour la méthode avec découplage. Nous constaterons que la
premiere (fondée sur une extension naturelle de la méthode de Larrouturou) ne permet pas d’assurer
le principe du maximum dans le cadre d’'un modele a 2 vitesse. Nous constaterons également que la
seconde (fondée sur le systéme de Born-Infeld) ne permet pas de vérifier le principe du maximum
pour toutes les lois de glissement, mais seulement pour certaines d’entre elles.

Nous considérerons alors un schéma de relaxation fondé sur le modele couplé et qui a I’avantage
de garantir la positivité des fractions massiques quelque soit la loi de glissement. L’idée clé est de
construire un systeme de relaxation sur la base de ’étude du systeme d’équilibre en coordonnées
Lagrangiennes. Nous proposons de relaxer la pression ainsi que les fonctions non linéaires associées
au transport de chaque constituant. L’étude de cette méthode de relaxation est facilitée par ’'intro-
duction de seulement deux coefficients de relaxation (indépendamment du nombre de constituants).
Cette méthode de relaxation permet de diminuer le cott d’évaluation du flux numérique. En ef-
fet, il n’est désormais plus nécessaire de calculer numériquement les valeurs propres de la matrice
Jacobienne, comme c’était le cas dans la méthode VFRoe-Tacite.

10.1 Relaxation avec découplage

Le systeme compositionnel étant de grande taille, on cherche a construire un systeme de pe-
tite taille par découplage. Dans ce but, on approche le systeme compositionnel par les solutions
du systeme gaz-liquide complété par des équations de transport sur les fractions massiques des
constituants. Rappelons en effet que

pck = PP RE + pERE et pv = pf RFur, + p& REvg. (10.2)

L’hypothese d’équilibre (égalité des potentiels chimiques) permet de calculer prI’f et p’éRlé en
fonction de pcg. Nous proposons d’abandonner cette hypothése et de considérer des lois d’évolution
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sur p’ﬁR’ﬁ et p’éRlé. On procede a une “relaxation chimique” en découplant chaque équation de
conservation en deux et on considere le systeme

O (p’éR’é) + 0y (pléRlévg) =-AQr, k=1K, (10.3)
O (pv) + 0z (pLRLvE + paRevd +p) = 0,

avec @ des termes de relaxation chimiques et A un parametre de relaxation. Nous allons approcher
les solutions du systéeme a ’équilibre (10.1) par les solutions du systeme étendu (10.3). Notons
u = (pc1,. .., pCK, pv)T et supposons connue a linstant ¢" une solution u(zx,t™). On se propose de
réactualiser cette solution en 2 pas de temps dictés par une décomposition en opérateurs.

T
ler pas On considére la donnée initiale v(x,t") = ({plﬁRf}kzl K {p’éR’é}k:l P pv) construit a
partir de u(z,t") sous I'hypothese d’équilibre chimique. On résout le systéme homogene

Ot (prI’f) + 0, (plﬁRva) =0, k=1K,

Oy (p]éRlé) + Oy (péR’évg) =0, k=1K, (10.4)

O (pv) + 0z (pLRLvE 4+ paRGvd + p) = 0.

2¢& pas On résout

O (pIIiRIIi) =AQk, k=1K,
O (PERE)=-AQk, k=1K, (10.5)
a1‘, (p’U) = 07

dans la limite d’un parametre de relaxation A infini avec pour donnée initiale v(z,t" + At) du
probleme précédent. Ceci revient a construire pcg par pcp = prf + p’éR’é.

Il est attendu que la procédure d’approximation proposée soit stable dés que la condition de
Whitham, imposant que la vitesse du son du systeme en déséquilibre est plus grande que la vitesse
du son du systeme a 1’équilibre, est respectée.

On se concentre désormais sur le premier pas, c’est a dire sur la résolution du systeme (10.4).
Nous allons voir pourquoi le premier pas peut étre compris comme la résolution de

O(prR1) + 0z(pLRrvL) =0,
at(pgRg) + ax(pgRGv(;) =0, (10.6)
o(pv)  + Ox(pLRLV? + pcRGvé +p) =0,

complété de la résolution de

O (pX Xi) + 0 (pX Xpv + X0)
O (pYYy) +0x(pY Yyv — Yy0)

k=1K -1,

k=1K—1. (10.7)

0,
0,

Soulignons que le découplage est intéressant car le systeme (10.6) est le systeme gaz-liquide tel qu’il
a été étudié dans la premiere partie. Pour eclairer cette approche, considérons plus précisément le
systeme (10.4).
e Si on somme les K premieres équations de (10.4) entre elles d’une part, et les K dernieres
équations de (10.4)) entre elles d’autre part, on obtient les équations de conservation de la
masse de liquide et de la masse de gaz :

O(prR1) + 0z (pLRrvr) =0,
Oi(paRa) + 0z(paRava) = 0,

par définition de pr, Ry, et pgRG.

(10.8)
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e Par ailleurs, en utilisant les égalités p’ﬁRI’f = pL Ry Xy et p’éR’é = paRaYy, il est facile de
mettre (10.4) sous la forme :

O (pLRLXk) + Or(pLRLXpvr) =0, k=1K, (10.9)
O(pcRcYy) + 0x(pcRcYivg) =0, k=1K. )
e En reportant les définitions pX = pp Ry, et pY = pgRg dans (10.9), on obtient
8t(pXXk)+8x(pXkaL):O, kEk=1K, (10 10)
O (pYYyr) +0.(pYYivg) =0, k=1K. '
Or les flux peuvent peuvent se réécrire
pX Xvr, = pX Xpv + Xgo, pYYivg = pYYiv — Yo, (10.11)
par application des égalités (9.4) et avec la définition 0 = pXY ¢. Nous obtenons alors
O(pYYr) +0:(pYYiv —Yyo) =0, k=1K. ’

Remarque 10.1.1 En introduisant, dans les équations de conservation (10.9), les équations de
conservation de chaque phase (10.8), on obtient des équations de transport :

O Xp+v,0: X,=0, k=1K

OYe +v6 Y =0, k=1K, (10.13)

qui mettent en évidence 2i invariants de Riemann forts en coordonnées Eulériennes.

L’algorithme proposé devra respecter la positivité des fractions massiques sous une condition
CFL. La principale difficulté vient du fait que le transport s’effectue aux vitesses vy, et vg et non a
la vitesse v moyenne.

Nous allons présenter maintenant deux méthodes numériques fondées sur le systeme découplé.
Nous verrons qu’une extension de la méthode de Larrouturou ne fonctionne pas. Nous proposerons
alors une méthode numérique fondée sur le systéme de Born-Infeld. Mais il s’avere que cette méthode
est limitée par une condition de Whitham qui n’est pas vérifiée par toutes les lois de glissement.

10.1.1 Une extension de la méthode de Larrouturou

On s’intéresse ici au systeme

O(pLRr)  +0z(pLRLvL) =0,

di(pcRa) +0:(pcRava) =0,

O (pv) + 0z (pLRivE + paRevd +p) =0, (10.14)
Or(pLRLXy) + O (pLRLVL X} =0, k=1,K-1,

Oh(pcRcYr) + 0z (pcRavaYr) =0, k=1,K-1.

10.1.1.1 Construction

On procede a une méthode inspirée des travaux de B. Larrouturou [42]. Nous traitons séparément
les 3 premieres équations des suivantes. Nous supposons qu’a I'instant n, toutes les quantités conser-
vatives sont connues sur chaque maille :

(pciy ..., perc, pv)it. (10.15)

L’algorithme se compose alors des étapes suivantes.
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1. Décomposition des variables Nous appelons le modele thermodynamique de telle sorte que
I'on peut calculer les composantes “diphasiques”

(pLRL, pcRa, pv); (10.16)

ainsi que les composantes “compositionnelles”

((pLRLXk:)kzl,K7 (PGRGYk)k:LK)i ; (10.17)

pour toutes les mailles 3.

2. Equations diphasiques. Nous connaissons un schéma explicite capable de procéder a la mise
a jour des trois premieres composantes de telle sorte que 'on peut calculer les composantes
“diphasiques”

(pLRL, pcRa, po)it (10.18)
ainsi que les flux numériques “diphasiques”
Hzl+1/2 = (pLRL/UL)?J,-l/Qv H?_H/g = (PGRGUG)Z_UQ, (10.19)

pour toutes les arétes i + 1/2.

3. Transport des constituants. On définit les flux numériques

Xi)? si H! >0
4 _ 1 ( k)i +1/2 ’
Hi 1 = HjpXx { (Xp)tq, siH] ir12 <0,

(Yi)r,  siHZ, >0,
Hz+1/2 H@+1/2 { (Yi)ipy, s Hz2+1/2 <0.

La mise a jour des fractions massiques des constituants dans chaque phase se fait alors grace
au schéma d’évolution

(,OLRLXk)?Jrl = (PLRLXk)? —A (H?+1/2 - H?—l/Q) ) (10.20)
(paRGYi)! ™ = (paRaYR)} = A (Al —HI ) (10.21)
pour les constituant k = 1, K — 1 et pour chaque maille ¢, avec A = AA—t;.

4. Recomposition des variables La réactualisation des fractions massiques des constituants
se fait par

(per)i = (pLRLXE)! ™ + (pa RaYa)i (10.22)

pour les constituants £ = 1, K — 1 et pour toutes les mailles ¢. Le dernier constituant est évalué
par

PPt = (pLRL) + (paRa)i ™ (10.23)

K-1
(per)i™ = PN =D (per)i (10.24)
k=1
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Ainsi présenté, le schéma est explicite, c’est a dire précis, vis-a-vis du transport des constituants.

Nous constatons alors un avantage tres important de cette technique : le gain en temps calcul.
En effet, la taille du systeme pour lequel il est nécessaire de calculer des flux numériques est réduite :
quelque soit le nombre de constituants, nous ne calculons des flux numériques que pour le systéme
gaz-liquide de taille 3.

A ce stade, il reste & démontrer que I’étape 4. de mise & jour des fractions massiques des consti-
tuants préserve leur positivité. C’est ce point, essentiel, que nous allons développer par la suite. Nous
allons constater qu’il n’est pas possible d’assurer cette contrainte, qui est pour nous minimale, dans
le cadre d’un modele a deux vitesses.

10.1.1.2 Positivité des fractions massiques des constituants

Le schéma de B. Larrouturou est construit dans le but de préserver la positivité des fractions
massiques dans le cadre d’un systéme diphasique & une vitesse. Il est important de noter que le
systeme traité par B. Larrouturou est le méme que notre systeme gaz-liquide, si I’on considere le
cas particulier du glissement nul, c’est a dire lorsqu’on considere une seule vitesse v = vy, = vg.
Dans son article [42], il fait la démonstration du fait que les mises & jours successives de la fraction
massique de gaz respectent le principe du maximum de telle sorte que, pour toute maille ¢ et pour
tout pas de temps n > 0, on a I’égalité

min on <Y"™ < max on
J J
sous réserve que le pas de temps vérifie une condition de type CFL. Si on veut comprendre I’applica-
tion que l'on en fait ici, il est indispensable d’analyser dans le détail la démonstration qu’il propose.
Elle est fondée sur la structure de la mise a jour de la densité et de la fraction massique de gaz.
On suppose que le schéma numérique est tel que p?“ > 0. Il est alors possible de démontrer que
la fraction massique a I'itéré n + 1 est une combinaison linéaire positive des fractions massiques a
I'itéré n, sous la condition CFL. Donc, si les fractions massiques sont positives a l'itéré n, elles le
sont également a l'itéré n + 1.
Pour nous, supposons qu’a l'itéré n, nous avons :

pzn >0, Y;n >0, in >0, (Yk)? >0, (Xk)? >0, (Ck)zn > 0, (10‘25)

pour toutes les mailles ¢ et tous les constituants k& = 1, K. On suppose que le schéma numérique
“diphasique” est tel que

pitt >0, vrtt>o0, XM >o. (10.26)
Pour nous, il y a deux possibilités pour démontrer que

+1 _ +1 +1
= (XXp)!T + (YY) > 0. (10.27)
Soit on démontre que chaque membre est positif, d’ou il suit que la somme est également positive,
soit on démontre directement cette inégalité.
— Empruntons la premiére voie et tentons de démontrer que (X;)!*t > 0 et (Y3)?*! > 0. Par
introduction de la définition pX X = pp, Ry, X dans (10.20), il vient

(PX X0 = (pX X7 — A (H;*H/2 - H;*_m) , (10.28)

MICHAEL BAUDIN 141 Méthodes de relaxation



CHAPITRE 10. METHODES DE RELAXATION

et de méme pour les fractions massiques de gaz. Supposons maintenant que H} > 0. Alors,

on a

i+1/2 =

(pX);" = AH}+1/2] (Xk)j + A (X)i

(X X))t = — (10.29)
Pi
et de méme pour (YY;)?™'. Nous sommes donc amenés & imposer (pX)} — )\HZ.1+1/2 >0 c’est
a dire
H!
PRI ¢ (10.30)
Pi

de telle sorte que (XX k)”“ > 0. 11 faut maintenant détailler le flux numérique sous la forme
HZ+1/2 (pXv+0)iq1/2 ol 0 = pXYp avec p = vf, — vg est le glissement.

Nous utilisons le schéma de relaxation défini dans la premiere partie de cette theése pour le
systeme gaz-liquide, pour lequel nous avons démontré qu’il préserve la positivité des fractions
massiques de liquide et de gaz : Y;-"H >0et Xi"Jrl > 0. Alors le flux numérique est celui d’un
schéma de Godunov

Hz'1+1/2 = pr X"+ ¥, (10.31)

avec p* > 0et X* > 0.
Supposons dans un premier temps que le glissement est nul. Nous allons vérifier que, dans le
cas particulier ¢ = 0 (qui est celui de B. Larrouturou), la condition de positivité (10.30) est

* ok
A<, (10.32)

P;

avec p* et v* les états intermédiaires définis par (3.50). Comme le glissement est nul, o = 0
donc, par définition, ¥* = 0. Par ailleurs, par hypothese, H! i+1/2 > 0 donc v* > 0. Par
conséquent, la fraction massique de liquide X* est “décentrée amont” : X* = X. Ainsi, le
flux numérique se simplifie en Hz 12 = = p*X'v*. 1l est alors évident que si X' = 0, alors la
condition (10.30) est trivialement vérifiée, puisque le flux HZ /2 est nul. Par opposition, si
X' # 0, alors on peut simplifier (10.30) pour trouver la condition (10.32). Notons que, sur
le plan de la stricte logique, il serait désormais nécessaire de compléter cette démonstration
dans le cas ou les flux HZ1 1172 D€ sont pas tous positifs. Mais notre but n’est pas de faire cette
démonstration, mais bien de trouver un contre-exemple dans le cas ou le glissement est non
nul : c’est ce que nous allons faire.

Supposons maintenant que le glissement est non nul : désormais, ¥* # 0. Nous allons mon-
trer que la condition (10.30) ne peut étre vérifiée si X' = 0 et X[’ ; # 0. En effet, il n’est
plus possible de démontrer que le flux numérique est nul. En particulier, si v* — bry < 0 et
v* > 0 (avec 7 le co-volume défini par 7 = 1/p), la solution du probleme de Riemann est

X”—i—X” XP=Xn
X* 141 + 2b7,+1 % 0

— Empruntons la seconde voie. Supposons maintenant que H: sont positifs ou nuls. Il vient

i1/2

(pX)} = AHL, o] (X002 + (oY)} AHM] (Yi)r+

+\ Hz (Xk)Z + )\HZ (Y )”_
(cr)iH = R V2L (10.33)
P
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(PX X1)" + (pY X1 — A [Hl+1 PR ALEN : cHPNL )n} +
+A |:Hz 1/2(Xk‘)i—1 +Hi_1/2(yk)?—1

= . (10.34)
P
En introduisant la notation (pcg)? = (pXXg); + (pY X});', nous sommes donc amenés a
imposer (pc)? — A H}H/Q(Xk) + Hz+1/2(Yk)ﬂ > 0 c’est a dire
H! | (Xp)?+H2 (V)P
pREARTL 2V < ()T (10.35)

i’

Sous cette condition, on est assuré que (c;.g)"+1 > 0. De méme que tout a I’heure, si le glissement

est nul, la démonstration est possible et si le glissement est non nul, elle ne I'est pas.

10.1.1.3 Conclusion

Nous avons montré qu'une extension naturelle du schéma de B. Larrouturou est possible mais
conduit & un schéma qui ne préserve pas la positivité des fractions massiques des constituants.
La raison principale est que le systéme traité par B. Larrouturou concerne un mélange de différents
gaz (de telle sorte que ¢ = v, —vg = 0) et non un mélange gaz-liquide (pour lequel ¢ = vy, —vg # 0).

Comme la positivité est pour nous une contrainte centrale, nous abandonnons cette stratégie et
nous en proposons une autre qui, comme nous allons le voir, a elle aussi ses limites.

10.1.2 Relaxation découplée par Born-Infeld

On considere le systeme

Oi(pLRy) + 0x(pLRrvr) =0,

Oi(paRa) + 0 (pcRava) =0,

O (pv) + 0z (pr.RLvE + paRavd + p) = 0, (10.36)
B (pX Xi) + 9u(pX Xpv + Xpo) —0, k=1K 1,

o (pYYy) +0:(pYYiv — Yi0) =0, =1,K—1.

Il a déja été vu que le systeme précédent peut se mettre sous la forme

9 (p) 9z (pv) =0,

O (pv) 9 (pv* + P) =0,

O (pY) Oz (pYv — o) =0, (10.37)
at(pX ) (pXXk'U—i-XkJ) 0, k=1,K-1,

o(pYYyr) +0,(pYYiv —Yyo) =0, kE=1,K —1,

avec 0 = pXYp et P =p+ pXY 2 En coordonnées Lagrangiennes, définies par le changement de
variables, dy = pdx — pudt, le systeme devient

8tY - ayO' = 0,
O +0,P =0, (10.38)

at(XXk)—{—ay(XkU) =0, k=1K -1,
8t(YYk) —l—ay(—YkU):O, k=1K—1.
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Il est facile de démontrer que :

Xath—i-Jaka:O, k=1K, (1039)
Yo, —o0yY, =0, k=1K. '
Ces deux dernieres équations permettent d’exhiber les invariants forts du précédent systeme, ainsi
que les valeurs propres associées.

Nous pouvons faire une analogie entre les systemes (10.13) et (10.39). Elle montrent que les
vitesses de transport des fractions massiques X et Yj sont v, et vg en coordonnées Eulériennes et

sont < et —3 en coordonnées Lagrangiennes.

On constate que les vitesses caractéristiques —- et % peuvent donner lieu a des valeurs propres
indéterminées lors de ’évaluation de la solution du probleme de Riemann. En effet, si nous relaxons
le systeme de la maniere de la premiere partie de cette these, il vient que la solution du probleme
de Riemann fait apparaitre les états intermédiaires —% et 2. Ainsi, si Y* = 0 ou X* = 0, il
devient impossible de définir ces fractions. C’est pourquoi nous proposons d’utiliser, pour relaxer
I’équation de conservation de la fraction massique de gaz, d’utiliser la variante de Born-Infeld. Cette
proposition se fonde sur l'article en annexe [C qui définit le schéma dans le cas d’une équation de
conservation scalaire ainsi que dans le cas du systeme gaz-liquide.

Nous introduisons les variables supplémentaires w et z qui représentent —¢- et %, c’est & dire
les vitesses des phases liquide et gaz en coordonnées Lagrangiennes. Définissons donc

w=—-p(1-Y)p(u), z=pYe(u). (10.40)
On décide alors de considérer plutét le systeme de relaxation suivant :

(8757' — Gyv =0

8tv + ayH =0

Ol +a?9v = \P-1I)

dw +2z dyw =A1-Y)(p—®) (10.41)
Oz +w Oyz =—-AY(p—®)

O Xp+2z 0yXp=0, k=1K-1

WYy +w 0yY, =0, k=1K -1

En coordonnées Eulériennes, le systeme devient :

Op + 0x(pv) =0

Or(pv) + Op(pr? +1I) =0

Or(pI)+ 0, (pllv + a®v) = \p(P — )

ow + w4zr)dw =Ap(1=Y)(p—P) (10.42)
Oz + (v4+wr)0zz = —-ApY(p—P)

Xy + (w+21)0, Xk =0, k=1,K—-1

Yy +@w4wr)o,Yr =0, k=1K—1.

Tous les champs de ce systeme sont linéairement dégénérés. On peut envisager d’appliquer un solveur
de Godunov.
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10.1.2.1 Conclusion

Il a été démontré (voir 'annexe |C) que cette stratégie nous contraint a vérifier que la loi de glis-
sement vérifie une condition de Whitham. Or, nous cherchons une méthode numérique qui permette
d’assurer la robustesse du schéma quelque soit la loi de glissement. C’est pourquoi cette stratégie a
été abandonnée.

10.1.3 Conclusions

Nous n’avons pas développé plus avant les deux propositions précédentes.

La premiere technique, fondé sur une extension de la méthode de Larrouturou, n’est pas envi-
sageable dans le cadre d’écoulements diphasiques. En effet, nous avons montré que la positivité des
fractions massiques n’est pas assurée a cause de la loi de glissement.

La seconde technique, fondée sur le systeme de Born-Infeld, est soumise & une condition de
Whitham qui est satisfaite pour certaines lois de glissement, mais pas pour toutes.

Nous cherchons alors une technique qui permette de résoudre la contradiction d’avoir un schéma
qui préserve la positivité des fractions massiques des constituants pour tout loi de glissement. Nous
allons voir que cette méthode existe. Elle est est fondée sur une extension de la technique présentée
dans la premiere partie. Il est ici important de noter que le calcul des coefficients de relaxation est
rendu possible par le fait qu’on considere, lors du développement de Chapman-Enskog, que le p-
systeme (les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement) et les équations
d’évolution des fractions massiques sont découplées. Nous reviendrons sur cette idée par la suite.

10.2 Méthode préservant la positivité

Dans cette méthode, on se propose d’exploiter la structure des équations d’évolution des fractions
massiques des constituants. La méthode est une extension de celle proposée dans le chapitre 3. Nous
proposons d’approcher les solutions du systeme initiales par celles d’un systéeme de relaxation dont
tous les champs sont linéairement dégénérés. Cette méthode de relaxation est fondée sur une méthode
de Godunov pour laquelle la résolution du probleme de Riemann est triviale, donc peu cotiteuse.
Nous verrons qu’il est possible d’assurer la positivité de la densité et des fractions massiques des
constituants, a condition d’augmenter des coefficients de relaxation. Rappelons que cela revient a
introduire une diffusion numérique supplémentaire : la méthode de relaxation peut étre vue comme
une méthode introduisant de fagon automatique la diffusion numérique nécessaire.

Nous verrons qu’il est possible, sur la base du schéma de relaxation explicite, de construire un
schéma. numérique semi-implicite linéaire permettant d’avoir un schéma a la fois peu colteux et
précis sur les ondes de transport de masse.

Nous proposons de considérer directement le systéeme diphasique compositionnel isotherme sous
la forme

Oip 4+ 0x(pv) =0,
oi(pv) +0p(pv? +P) =0, (10.43)
at(PCk)+ax<PCkU+Uk):0: k=1,K—1,

avec les notations

oc=pXYyp, P=p+oop,

op=—¢po, &=Yp— X, k=1K-1. (10.44)
Dans la suite, nous noterons le précédent systeme
Opu+ 9y F(u) =0 (10.45)
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ou les définitions de u et F sont claires.

Nous notons Ix_1 la matrice identité d’ordre K — 1. La matrice Jacobienne de F est

0 0 0 0
0 1 0
—?}2 2 0 Pp Pq Ppl PPK—l
VFu) =| —av «a +| (1) (01)q ()p - (G1)pk s
: : ’U]IK_l
—CK-1V CK-1
(O-K—l)p (UK—l)q (UK—I)pl (UK—I)pK_l

Le calcul de cette matrice requiert 3K opérations.

F1G. 10.1 — Détail de la matrice Jacobienne de F

10.2.1 Relaxation du systeme

Si 'on écrit le systeme en coordonnées Lagrangiennes, il vient

ot — Oyv =0,
ov + 0, P =0, (10.46)
Orcr+ Oyop =0, k=1,K—1.

Nous proposons de relaxer les termes non linéaires qui apparaissent dans la formulation Lagrangienne
du systeme. Nous introduisons alors la variable supplémentaire IT qui relaxe la pseudo-pression P
ainsi qu’'une variable supplémentaire ¥; qui relaxe la fonction o pour chaque constituant k. Nous
proposons alors d’étudier plutot le systeme de relaxation

o0t — Oy =0,

aﬂ) + 8yH = 0,

Ol +a? 0yv = AP —1I), (10.47)
ek + 0y =0, E=1K —1,

O Xk + b2 8yck = )\(Uk - Ek), k=1,K —1.

11 doit étre noté que 'on a choisi de n’introduire qu’un seul coefficient de relaxation b pour toutes
les équations relaxées. Nous aurions pu choisir autant de coefficients by que de constituants. Si ’on
opte pour cette stratégie,

1. il est plus délicat d’imposer le principe du maximum pour les constituants (voir la suite de

létude),

2. la résolution du probleme de Riemann est nettement plus complexe, a cause du grand nombre

de valeurs propres,
3. il est probable que la diffusion numérique ne soit pas réduite de facon significative, a cause
d’un dimensionnement tres proche des fonctions oy, et leurs dérivées.
Nous persistons donc dans notre choix d’un b unique.
Le systeme en coordonnées Eulériennes est alors

Op + 0z (pv) =0,

olpv) +0u(pot +T0) =0,

Ot (pIl) + 0, (plv + a?v) = Ap(P —1I), (10.48)
8t(pck) +ax(pckv+2k) =0, k=1K—1,

0 (pSk) + 0z (pZpv + b?c) = Ap(og — i), k=1, K — 1.
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Par la suite, nous noterons le précédent systeme
v + 0:G(v) = AR(v), (10.49)

ou les définitions de v, G et R sont claires.

La matrice Jacobienne de G est

0 1 0 0 0 O
—v? 20 0 0 —IIr 0 7 0 0
—Ilv 11 ) —a%ur a’r 0
—Cc1v cl 0 -7 0 0O
VG(v) = : S n : S Tlg_1
—CK_-17 CK—1 0 'U]IQ(K—l) —EKflT 0
v ¥ 0 —b%eiT 0
: . . . . bQTHK,1
—Yk_1v Yg_1 0 —b%cg_1Tr 0 0

Le calcul de la matrice VG requiert 11K + 6 opérations. La matrice des vecteurs propres a droite de
g est

1 1
v —aT 0 v 0 v+ at
I+ a?r II I+ a7
c1 c1 1
R(V) = HK,1 ]IK,1
CK—1 CK—1 CK—1
b} b} X
: —blg_q : blg_1 :
YKk-1 YKk-1 YKk-1

Fi1G. 10.2 — Détail de la matrice Jacobienne de G

En coordonnées Lagrangiennes, le systéme de relaxation homogene trouve la formulation non

conservative
8t(H +a T) = O,
O(Il+av) +ady(ll4+av) =0,
Ol —av) —ady(Il —av) =0, (10.50)
815(2]@ + bck) +b8y(2k + bck) =0,k=1,K —1,
6t(2k_bck) y(zk—bck):(),k:LK—l

Lemme 10.2.1 Les valeurs propres du systéme (10.48) sont v+ ar, v+ br et v et sont associées a
des champs linéairement dégénérés.

PREUVE L’analyse du systeme (10.50) montre que les valeurs propres du systéme en coordonnées
Lagrangiennes sont constantes et valent +a, +b, 0. Par conséquent, en coordonnées Eulériennes, les
valeurs propres du systeme sont v & a1, v & b7 et v et tous les champs sont linéairement dégénérés.
Les valeurs propres v 4+ br sont de multiplicité K — 1. [J
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10.2.2 Coefficients de relaxation

Nous proposons les coefficients de relaxation

2 2
ac=—-P.+P;, b= k:Hll,EIL{X—l (k) ex |- (10.51)
Ces coeflicients sont issus du développement de Chapman-Enskog, que nous ne reportons pas ici. Il
se déduit immédiatement des développements écrits dans Iarticle du chapitre [5.

Le détail du calcul des dérivées partielles est donné dans les figures 11.7-411.8.

Notons ici la simplicité de la technique de calcul des coefficients de relaxation. Par opposition,
les calculs issus d'un développement de Chapman-Enskog couplé (c’est a dire en tenant compte
du systéeme complet) auraient été d’une complexité beaucoup plus grande, rendant la technique
impossible : assurer la positivité des valeurs propres d’une matrice de taille 1 + 2K parait tres
difficile. Cette technique est donc un point central de cette étude.

Cette simplicité est rendue possible par le fait que 'on découple, lors du développement de
Chapman-Enskog, le sous-systeme lié a la conservation de la masse et de la quantité de mouvement,
du sous-systeme lié a I’évolution des fractions massiques.

Il faut par ailleurs noter que le développement de Chapman-Enskog ne mene a la stabilité que de
fagon formelle. Il s’agit d’une heuristique fondée sur le bon comportement des solutions approchées
obtenues par ce schéma.

10.2.3 Solution du probleme de Riemann

Considérons 1’état initial

v, si x <0,
= . 10.52
vo(®) {VRSIJJ>0, (10.52)
vi et vg étant des états constants. Notons que vy, et vy sont a ’équilibre : II, = P(u,) et

(Xk)a = o0k (uy) pour « = L, R.

En vertu du lemme (10.2.1), les champs sont linéairement dégénérés et la solution est donc
uniquement constituée de discontinuités de contact séparant au plus 6 états constants. La technique
de résolution est identique & celle du chapitre (3) et nous ne la reproduirons pas ici.

Nous adoptons les notations

+ A
ek §:=ER  Ag—ggn, (g =50 (10.53)
Posons maintenant
=1L+ HLa_QH*, Th = TR + HRa_QH*,
v'=v+ 1), I*=IH+a (v), (10.54)

La solution du probleme de Riemann est constituée de 6 états constants, a savoir

vy sl T < puit,
v(z,t) =< v;  sipit <z <pipt j=1,4, (10.55)
VR sl ust < z.

Nous supposons que a > b car le transport des constituants est associé a une vitesse lente du systeme
hyperbolique.

Méthodes de relaxation 148 MICHAEL BAUDIN



CHAPITRE 10. METHODES DE RELAXATION

hypotheses, les valeurs propres sont

Remarquons qu’il suffit d’augmenter suffisament a de telle sorte que 71 > 0 et 7 > 0. Sous ces

et les états intermédiaires sont

v, —ar, < v° = b < v° < v 4+ brg < VR +aTR
—_—
11

—_——
B2 H3 4 ws
AL L PR PR
PLV" PV PRV* PRV*
pp1T* : pI* ; PRI ) PRI
piickLte=1,k—1 prictte=1,k-1 PriCk =1,K—1 prick R} k=1,K-1
PEAZEL =1, K1 PIAZ =1, K1 PR th=1,K-1 PRAZER e=1,K—1
Vi v2 V3
(10.3).

M2

\

Les précédents vecteurs sont de taille 2 K + 1. La structure de la solution est schématisée a la figure

¢

\P]

V4

M3
Ha
/
/
Vg /
/
/
/
/

/

/ V4
/
JUUURRY 2]
vR

FiG. 10.3 — Solution du probléme de Riemann pour le systeme relaxé

n+1
Pi

a(ug, ur) > ap(ug, uR) :=

S |

10.2.4 Positivité de la densité, des fractions massiques

Il est possible d’augmenter suffisamment a pour avoir 77 et 7 positifs de telle sorte que la densité

reste positive, comme nous 'avons déja vu dans le chapitre 13. En effet, si a vérifie 'inégalité

(v) +\/(0)? + dmax(ry, mr)| (IT)|

suffisament le coeflicient de relaxation b.

d’assurer un principe du maximum sur les fractions massiques des constituants, quitte a augmenter

Notons que (10.54) définit ¢ pour k = 1, K — 1 et ne définit pas c}-. Nous allons voir qu’en fait
I'expression de ce dernier est identique au autres.

MICHAEL BAUDIN

2min(r, TR) ’
alors 77 et 7g sont strictement positifs. Le but de ce paragraphe est de montrer qu’il est possible

(10.56)

Lemme 10.2.2 Définissons la fraction massique intermédiaire du dernier constituant par

(10.57)
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Alors, on a
=tk + - k). (10.58)
PREUVE
Si on insere la définition des fractions massiques des constituants (10.54) dans (10.57), il vient
K-1 K-1 K-1

- (Xk) =CK — - (Xk) - (10.59)
k=1 k=1 k=1

S
S| =

e =1-— Cr —

Or il est facile de vérifier que les fonctions non-linéaires oy possedent la propriété d’avoir une
somme nulle

Y o) =1 Y &w)| o(u)=0. (10.60)

k=1, K k=1, K

Or les états gauche et droit du probleme de Riemann sont & ’équilibre de telle sorte que (X )1, =
ox(ur) et (Zx)r = ox(ur). On voir alors que (g) = — S 1" (X1). On conclut alors que ¢
trouve l'expression (10.58).0

Montrons maintenant qu’il est possible d’augmenter suffisamment b pour avoir ¢f > 0 pour
k = 1, K. En effet, nous avons vu dans le premier article de la partie 1 que cela permettait de
démontrer que (cj)* > 0.

Nous allons démontrer deux théoremes. Le premier donne, sans aucune hypothese sur les pro-
priétés thermodynamiques du mélange, le coefficient de relaxation b minimal permettant d’avoir
des fractions massiques des constituants positifs. Dans le second, nous restreindrons notre étude
aux fluides possédant une propriété thermodynamique nous permettant de diminuer le coefficient de
relaxation, et donc la diffusion numérique.

Rappelons tout d’abord ce résultat.

Lemme 10.2.3 Supposons que (7o, Sasta) € R3 avec a = L, R vérifiant les trois conditions

ro € [0,1], sq € [0,1], 75 € [0, %] (10.61)
Alors, on a l'inégalité
|A(rst)| < [T] + @. (10.62)
Théoréeme 10.2.4 Soit ur, g deuz états de Q. Supposons que a(uy, ur) > ay(ur, ur). Si
b(ur, ur) > by(ur, ur) := [(pe)L + (pP)r| + |[(pP)L — (PP)R/ (10.63)
alors ¢, > 0 pour k =1, K.
PREUVE D’apres la définition, imposer ¢, > 0 revient a trouver b tel que
b AT (10.64)
Ck
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L’idée principale de la preuve est de trouver une expression convenable du membre de droite, de
telle sorte qu’on puisse directement appliquer le lemme (10.2.3)) nous permettant d’avoir une fine
estimation du majorant. On utilise la définition o = XY (Xi — Yi)py et il vient :

Ck 2¢k ’
XX XX
= YL@(W)L - YR@(W)R (10.66)
2¢; 2c;
Y'Y, Y'Y,
—XL@(W)L + XR@(W)R (10.67)
2¢; 2cy,
On adopte alors les notations
(X Xk)a (YYi)a
o = ——, o = — s tOé: a :L7R 1
p oo q oo (PP)a, « (10.68)
et il vient
Ge) _ _
— = A(Ypt) — A(Xqt). (10.69)
k

On peut alors voir que 1’on peut appliquer le lemme deux fois successivement, apres avoir vérifié les
trois hypotheses. Ces trois vérifications sont fondées sur I’hypothese naturelle que toutes les fractions
massiques des états gauche et droit sont positives a 'itération n :

X020, Y020, (Xp)a>0, (Vi)a>0, a=LR, k=1K. (10.70)

1. Par hypothése, on a Y, € [0,1] et X, € [0,1] ce qui implique que la premiere hypothese du
lemme est vrai, d’abord avec r, = Y,, ensuite avec ro, = X,.

2. Par hypothese, on a (cg)o > 0 et (X Xj)q > 0. Il est alors clair que

0< (X Xk )a <1, (10.71)
(XXp)L + (YY) + (X Xip)r + (YYi)r

2y,

pour o = L, R. Donc p, € [0,1]. De méme, g, € [0, 1].
3. Nous allons finalement montrer que Yp € [0, %] Notons que
YoL( X Xp)r + YR(X Xk)r — (X X)L — (YY) — (X Xp)r — YY)r

=Y, - XX+ (Yr—1)(XXp)r — YY) — YYi)r
= X2 (Xp)L — XE(Xp)r — (YY) — (YY)R <0

car Y, — 1 = —X,. Par conséquent,

0 < Yipr + Ymrpr < 1. (10.72)

Nous montrerions de méme que Xq € [0, %]

Nous appliquons donc le lemme et il vient

(Zk)

Ck

< |A(Ypt)| + |A(Xqt)| < 2 [E| + |At] (10.73)

ce qui conclut le théoreme. [J
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Remarque 10.2.5 On notera que le précédent théoréme est quelque peu décevant. On constate en
effet que le coefficient de relaxation est le double de celui du cas diphasique. En particulier, nous
devrions retrouver le méme dans le cas a 2 constituants avec py = 0 et p) — oc. Le théoréme suivant,
qui exploite certaines propriétés thermodynamiques, permet de remédier a cette difficulté.

Théoréme 10.2.6 Supposons que pour tout constituant k, pour tout couple (p, T), on a soit (p, T) €
[0,1] (constituant léger) ou bien & (p, T') € [—1,0] (constituant lourd). Soit up,r deuzx états de Q.
Supposons que a(ug, ur) > ap(ur, ur). Si

[(pe)L + (pe)rl |, [(pP)L — (pPP)R]

b(uL, uR) Z bp(uL, uR) = 5 + 9 (10.74)

alors ¢, > 0 pour k =1, K.

PREUVE Supposons dans un premier temps que & € [0, 1]. On utilise la définition o, = XY &kpp
et il vient :

(k) (YL

(Yé)r
= X — X 10.
=~ o L (pe)L 5 AR (PR (10.75)
On adopte alors les notations
Y&k)a
Ta = ( gi) v Sa=Xa, ta=(pp)as a=LR (10.76)
2cy
et il vient
by
<C_k> = A(rst). (10.77)
k

On peut alors voir que l'on peut appliquer le lemme, apres avoir vérifié les trois hypotheses. Ces
trois vérifications sont fondées sur 'hypothese que toutes les fractions massiques des états gauche
et droit sont positives :

X0>0, Y020, (Xpla>0, (Yi)a>0. (10.78)

1. Nous réécrivons la fraction massique du constituant k sous la forme ¢ = X + &Y, cest a
dire une somme de deux nombres positifs. Par hypothese, on a (cx)a > 0 et (Y;)q > 0 car
& > 0. 11 est alors clair que

(ngr)a
O T @Y+ Xt GV m = (10.79)

2y,

pour @ = L, R. Donc r,, € [0,1].

2. Par hypothese, on a X, € [0,1] ce qui implique que la seconde hypothése du lemme est vrai
avec S, = X,

3. Nous allons finalement montrer que 7s € [0, 3]. Notons que

(&Y )LXL + (&Y)rXRr — X — (&Y)L — Xir — (&Y)R,
=—Xpr, — Xim + (&Y ) (X, — 1) + (&Y )r (Xr — 1),
= — X — Xier — (&Y )L — (GYHR <0

car X, — 1 = —Y,. Par conséquent,

0<r.XL +rrXRr < 1. (10.80)

Méthodes de relaxation 152 MICHAEL BAUDIN



CHAPITRE 10. METHODES DE RELAXATION

Nous appliquons donc le lemme et il vient

by - At
@ < |A(rst)] < [7] + 2] (10.81)
Cl 2
ce qui conclut le théoreme.
Dans un deuxiéme temps, supposons que & € [—1,0]. On adopte alors les notations
-X
To = @, Sa = Yo, ta=(pp)a, a=LR (10.82)
2¢ck
et il vient
by
_ e _ A(rst). (10.83)
Ck
Nous réécrivons la fraction massique du constituant k sous la forme ¢ = —X& + Yz, c’est a dire

une somme de deux nombres positifs. Les mémes arguments permettent de conclure. [J

Remarque 10.2.7 [l faut bien noter que, sans aucune hypothése, on a toujours & € [—1,1] (voir
théoréme 9.2.7) : l'hypothése du théoreme précédent porte sur le signe de Ej.

1l ne semble pas facile de généraliser la démonstration précédente. En particulier, il parait difficile
d’arriver au méme résultat si, par exemple, on a &y, € [—1,0] et &r € [0, 1]. Toutefois, I’hypothése
que nous proposons (la constance du signe, pour un constituant donné) est physiquement fondée
puisque le modeéle a 2 constituants présenté précédemment dans le chapitrel9 posséde cette propriété.

10.2.5 Implicitation de la méthode de relaxation

La stratégie que nous proposons ici est I’extension de celle proposée dans le chapitre[5. Rappelons
simplement que le schéma explicite doit respecter une condition CFL qui est contrainte par les ondes
rapides, ce qui conduit en pratique a des simulations trop lentes et peu précises sur les ondes lentes.
Nous cherchons alors a construire un schéma explicite sur les ondes lentes et implicite linéaire sur
les ondes rapides, comme dans les travaux de Faille & Heintzé [26] . Cela est rendu possible par le
fait que le systeme de relaxation possede des champs linéairement dégénérés : ainsi il est possible
d’interpréter la méthode de Godunov comme une méthode de Roe. Dans la suite, nous nous limitons
a la construction de la matrice de Roe, ce qui meéne a un schéma implicite linéaire. Nous présentons
dans des encadrés les informations nécessaires a la construction du schéma semi-implicite linéaire.
Par ailleurs, un encadré présente les informations relatives a 'implicitation de I’étape de projection,
qui permet de réduire la taille du systeme linéaire a inverser.

On considere le probleme de Riemann du systeme de relaxation homogene ayant comme états
gauche et droit vy, = vo et VR = v5 et comme valeurs propres {y;};—1 5. L'interprétation du schéma
comme une méthode de Roe est fondée sur une décomposition en éléments caractéristiques. Comme
il y a 5 valeurs propres, nous allons définir 5 groupes de facteurs de normalisation et vecteurs propres.
Comme les vecteurs propres sont de taille 2K + 1, le lecteur ne sera pas surpris de voir que le lemme
suivant est assez long, car il est nécessaire de détailler leurs composantes.

Lemme 10.2.8 Soit les facteurs de normalisation

01 = pf —PL

5k+1 = pﬁ(cz - Ck,L)’ k=1,K -1

0k+1 = PR~ PL> (10.84)
Okrxr1 = prlar—c), k=1,K-1,

dok+1 = PR — PL-
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Nous notons T = Il 4+ a® 7. Soit la matrice des vecteurs propres a droite R(vy, VR) = {rj}j=126+1
définie par

1 1 1
VL, — aTL, 0 v* 0 UR + OTR
11 IT* IR
C1L 1 C1R
R(vyL, VR) = : Ig_1 : Ix—1
CK—1,L Ci_q CK-1R
YL X7 Y1R
: —blg_4 bl 1 :
YKL K1 YK-1R

Alors, les différences entre deux états consécutifs de la solution du probleme de Riemann peuvent
32 .
s’écrire

K
vy —Vvy =017, vy -V = Z%’%
=2
2K (10.85)
V3 —Voy = 5K+1TK+1, V4 — V3 = Z (5j7“j,
J=K+2
Vs — V4 = 02K 4+1T2K+1-

PREUVE L’idée principale de la preuve est d’utiliser la formule de Rankine-Hugoniot ainsi que
la conservation d’invariants de Riemann bien choisis. La démonstration découle tres naturellement
des calculs déja introduits dans le cas non-compositionnel. Elle est donc laissé au lecteur. [

Proposition 10.2.9 Soit R(vy, Vr) la matrice inversible définie précédemment. Soit L(vy, VR) =
R~Y(vy, VvR). Soit la matrice diagonale

A(vr, vr) = Diag{v;};_, 1 o = Diag |, p2, -, p2, U3, pa, -, pa, p5 | - (10.86)

~~

K-1 K-1

Alors la matrice A%¢(vy, vr) = (RAL) (vL, VR) est une matrice de Roe.
Les vecteurs propres & droite de Af°¢ sont les vecteurs {rijtj=12K+1

Afoers = yirs j=1,2K + 1. (10.87)
Nous définissons la valeur absolue de la matrice de Roe par |Af°¢(vy,, vr)| = R|A|L.

Théoreme 10.2.10 Le flux numérique définit par

B (vi, vi) = 3 (G(vi) + Gvm)) — |A™(vi, vi)l(vie — Vi)

N =

satisfait I’égalité

H¢(vy, vg) = HEM (v vg). (10.88)
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PREUVE de la proposition 10.2.9. Nous devons montrer que la matrice AR°¢ satisfait les trois

conditions de Roe. Cela va étre accompli en utilisant la définition de la matrice ainsi que de simples
calculs algébriques, comme nous allons le voir.

1. Par définition, la matrice A%°¢(vy,, vR) est diagonalisable et a comme valeurs propres (1) =1 5.
Ses vecteurs propres a droite (resp. gauche) sont () j=1,2k+1, les colonnes de R (resp. (I;);j=12K+1,
les lignes de L). Les 2K + 1 vecteurs propres & droite constituent une base de R25+1,

2. Un calcul facile mais fastidieux permet de vérifier que AR¢(v, v) = VG(v).
3. Montrons maintenant que A%¢(vy, vrR)(VR — vL) = G(VR) — G(vL). Premicerement, on peut
noter que, par définition (10.85), v, — Vg = Z (vj—vj_1) = Z 0;jr;. Il est alors facile

j=15 j=12K+1
de voir que, grace aux égalités (10.87) et (10.85), on a

ARoc(vy vR)(VL = vR) = Y Sy = Y pi(vi— Vi),
j=1,2K+1 j=1,5

D’autre part, la relation de Rankine-Hugoniot donne le saut du flux relaxé sur la j-ieme dis-
continuité

G(vj) —G(vj_1) = pj(vj —vj-1), j=1...,5 (10.89)

Il s’ensuit que

AR (vy, vR)(vL — vr) = Y G(v;) = G(vj1) = G(vL) — G(VR),

j=1,5
qui est le résultat voulu. [
Nous venons de construire la base d’un schéma semi-implicite linéaire pour le systeme composi-

tionnel. Les figures (10.2.5410.2.5-10.2.5) permettent de compléter le portrait que nous avons brossé
ici pour obtenir le schéma semi-implicite linéaire complet.

10.3 Conclusions

Nous avons proposé un schéma de relaxation préservant la positivité des fractions massiques des
constituants. Ce schéma est fondé sur la relaxation des termes non-linéaires apparaissant dans le
systeme compositionnel en coordonnées Lagrangiennes. Nous introduisons seulement 2 coefficients
de relaxation, dont le calcul est simple. La méthode explicite a été étendue par le développement
d’un schéma numérique semi-implicite linéaire explicite pour les ondes lentes et implicite linéaire
pour les ondes rapides.

Il reste a analyser le cotlit de la méthode de relaxation préservant la positivité.
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CHAPITRE 10. METHODES DE RELAXATION

Nous montrons dans ce paragraphe comment calculer la matrice A(v) définie de la fagon suivante.
Notons A(v) = VG(v) la Jacobienne du systéme de relaxation. Ses valeurs propres sont

A(v) =Diag |v—ar,v—"0br, ..., v—br,v,v+br, ..., v+ br,v+ar

K-1 K-1

et vérifient A(v) = R(v)A(v)L(v) avec R(v) la matrice des vecteurs propres et L(v) = R~!(v). On
note

A(v) = Diag |v—ar,0,...,0,v+ar
————
2K—1

et A(v) = R(v)A(v)L(v). Notons
IT=I+d*r, d=— (10.90)

Les colonnes de la matrice A(v) = RAL = {A;};=12 11 sont les suivantes. Les colonnes 4 & 2 K 41
sont nulles, i.e., Aj = 0 pour j =4, 2K + 1. Les 3 premieres colonnes valent respectivement

—Twv 1 v
—2v2a?7 — M(v? + a®7?) 2v v? + a?7?
—T%v A Tv
—c1Zv c1 c1v
Al(V) = d 5 AQ(V) = y A3(V) = d
—cx—1Zv CK-1 CK-10
—>1Zv 1 Yqv
—Yg-1Zv YK-1 YKg-1v

Le calcul de la matrice A(v) requiert 8K + 27 opérations.

F1G. 10.4 — Détail de la matrice Jacobienne modifiée
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CHAPITRE 10. METHODES DE RELAXATION

Nous montrons dans ce paragraphe comment calculer la matrice définie par |ARO€’(VL, VR) =
(R]ML) (vi, VR) avec |A| = Diag(jvr, —am|, 0, ..., 0, |vr +amr|) et L = R~!. La matrice

R(v1, vr) est définie comme précédemment. Nous notons

f?jL:UL—CLTL, ER:UR-FCZTL,

I =11y, +a27'L, IR = HR—FCLQTR, (10'91)
ainsi que
d=1/[-v*(Ir — Ir,) — oL.(I" — ZIRr) — vr(Zy, — I1")]. (10.92)
Soient
1 1
5L 6R
Iy, IR
C1,L C1,R
pL = d|vg| : , PR =d|[UR] 5 : (10.93)
CK—1L CK-1R
EI,L E1,R
YK-1L YK-1R

Les colonnes de la matrice |A%¢| = {\Af"e\} sont les suivantes.
j=1,5

1. La colonne 1 est donnée par |[1{%°e| =apL+0pr avec a = II* vr —v* IR et 8 = v* Iy, — 1" vy,.
2. La colonne 2 est donnée par |f~1§"6\ =apr+ Bpr avec a =1Ir — [I* et B =1I* — 1y,.
3. La colonne 3 est donnée par ]flf"e\ = apL + B8PRr avec a = v* — VR et § = v, — v*.

4. Les colonnes suivantes sont nulles, i.e., |[lf“’e] =0 pour j =4, 2K + 1.

Le calcul de la matrice |Af%¢| requiert 22K + 45 opérations.

F1G. 10.5 — Détail de la matrice |A%f°.
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CHAPITRE 10. METHODES DE RELAXATION

Nous expliquons dans ce paragraphe comment, dans le cadre d’un schéma numérique semi-implicite,
la technique d’implicitation de la projection permet de réduire la taille de chaque bloc du systeme
linéaire de 1.

La technique d’implicitation de la projection consiste a lier 'incrément de la variable de relaxation
pll aux incréments des variables d’équilibre de telle sorte que la méthode de relaxation conduise,
avec une donnée initiale stationnaire, & un état stationnaire. Notons P(u) = pP(u) et notons Px (u)
la dérivée partielle de cette fonction par rapport a X. Pour une maille ¢ = 1, I et un pas de temps
n donnés, nous imposons

S(pI); = (pIDH = (pID)7
= ,Pﬂ(u?) 5Pi + ,P(pv)(u?> 6(pv)i
+7D(pcl)(u?) 5(p61)z‘ + ...+ P(pCK_l)(u?) (5(pCK_1)i. (10.94)

Notons v le vecteur de taille 2K construit en supprimant la troisiéme composante du vecteur v

V= (p7 pU, PCLy - -y PCK—1, /7217 teey PEKfl)T' (1095)

Notons R, 'opérateur de réduction qui transforme tout vecteur ligne z de taille 2K + 1

zZ — (Zl, ey Z2K+1) (1096)
en le vecteur de taille 2K
Re(z) = (21 +23Py(u}), 22 + 23 Py (u}),
Z4 + 23 ,P(pcl)(u?)? coey ZK42 T Z3 ,P(pchl)(u?)v
ZoOK+1y -+ Z2K+1) . (1097)

Par abus de notation, notons également R. 'opérateur qui transforme toute matrice A de taille
(2K +1) x (2K + 1) composée des lignes {A;}i=1 2kx+1 en la matrice de taille (2K) x (2K) définie
par

v 9
—~
NN
N
~— —

R
R
R

I
=
!
N
)

(10.98)

Re(A2r+1)

La réduction d’une telle matrice nécessite 8K 2 opérations et K + 1 évaluations. Les matrices per-
mettant de construire le systeme linéaire sont alors définies par

a; = Re(ai), Bi=Re(B), Fi=Reln). (10.99)

On note enfin par b le second membre, vecteur de taille 2K construit en supprimant la troisieme
composante du vecteur b. Nous devons alors résoudre le systeme linéaire

ASv =0 (10.100)

ou la matrice A est construite & partir des matrices ay, 5;, 7; comme expliqué précédemment.

F1a. 10.6 — Détail de la réduction du systeme linéaire

Méthodes de relaxation 158 MICHAEL BAUDIN



	Table des figures
	Nomenclature
	Introduction
	Enjeu industriel, technique et scientifique
	A la recherche d'un schéma idéal
	Revue de divers travaux connexes
	Méthodologie adoptée
	Méthode proposée
	Apport et originalité de la thèse
	Éléments du projet
	Contenu de ce document

	I Modèle diphasique isotherme non compositionnel
	1 Introduction
	2 Modèle continu
	2.1 Géométrie
	2.2 Variables
	2.3 Thermodynamique
	2.4 Hydrodynamique
	2.4.1 Ecoulements co-vitesse
	2.4.2 Écoulements dispersés
	2.4.3 Écoulements intermittents
	2.4.3.0.1 Zuber-Findlay
	2.4.3.0.2 Zuber-Findlay-IFP



	2.5 Lois de conservation
	2.5.1 Variables naturelles
	2.5.2 Variables conservatives

	2.6 Cadre mathématique
	2.7 Conditions aux limites et donnée initiale
	2.8 Discrétisation
	2.9 Outils numériques de base
	2.9.1 Intégration des termes sources
	2.9.2 Montée en ordre du schéma


	3 A relaxation method for two-phase flow models with hydrodynamic closure law
	3.1 A relaxation model
	3.1.1 Design of the relaxation system
	3.1.2 Chapman-Enskog expansion

	3.2 An approximate Riemann solver
	3.2.1 Relaxation scheme
	3.2.2 Relaxation coefficients
	3.2.3 A maximum principle on mass fractions
	3.2.4 On the optimal choice of the pair (a,b)

	3.3 Numerical results
	3.3.1 No-slip law
	3.3.1.1 Experiment 1
	3.3.1.2 Experiment 2

	3.3.2 Zuber-Findlay law
	3.3.3 Dispersed law
	3.3.4 Synthetic law


	4 Compléments pour le schéma explicite
	4.1 Un autre calcul des coefficients de relaxation
	4.1.1 Système relaxé en coordonnées Lagrangiennes
	4.1.2 Calcul des coefficients de relaxation
	4.1.2.1 Ancienne technique de calcul des coefficients de relaxation
	4.1.2.2 Nouvelle technique de calcul des coefficients de relaxation
	4.1.2.2.1 Sous-système relaxé 1 en Lagrangien
	4.1.2.2.2 Sous-système relaxé 2 en Lagrangien


	4.1.3 Nouveau calcul pratique des coefficients de relaxation
	4.1.4 Expérience numérique

	4.2 Traitement aux limites
	4.2.1 Amont
	4.2.2 Aval


	5 A semi-implicit relaxation scheme for modeling two-phase flow in a pipeline
	5.1 Two-phase flow model
	5.1.1 Equations
	5.1.2 Boundary and initial conditions
	5.1.3 Characteristics of the model

	5.2 Explicit relaxation scheme
	5.2.1 The relaxation model
	5.2.2 First order explicit scheme
	5.2.3 Relaxation coefficients
	5.2.3.1 Two stability theorems
	5.2.3.2 Practical computation of the relaxation coefficients

	5.2.4 Second order in space
	5.2.5 Second order in time
	5.2.6 Time step
	5.2.7 Treatment of boundary conditions
	5.2.7.1 Inlet (x= 0)
	5.2.7.2 Outlet (x= L)


	5.3 Semi-implicit relaxation scheme
	5.3.1 First order linearly implicit scheme
	5.3.1.1 The linear system
	5.3.1.2 Roe's form of the explicit relaxation scheme
	5.3.1.3 The first-order linearly implicit relaxation scheme

	5.3.2 First order semi-implicit relaxation scheme
	5.3.2.1 Time step of the semi-implicit relaxation scheme
	5.3.2.2 Implicit projection

	5.3.3 Second order semi-implicit scheme

	5.4 Numerical results
	5.4.1 Experiment 1: no-slip law
	5.4.2 Experiment 2: Zuber-Findlay law
	5.4.3 Experiment 3: no-slip law
	5.4.4 Experiment 4: Zuber-Findlay-like law


	6 Analyse des temps CPU
	6.1 Introduction
	6.1.1 Contexte
	6.1.2 D'autres tentatives
	6.1.3 Méthode proposée

	6.2 Eléments de base
	6.3 Analyse algorithmique des schémas explicites
	6.3.1 Analyse du schéma de relaxation
	6.3.2 Analyse du schéma Tacite
	6.3.3 Analyse comparée
	6.3.4 Variante couplée des coefficients de relaxation

	6.4 Analyse algorithmique des schémas semi-implicite linéaires
	6.4.1 Analyse comparée

	6.5 Temps CPU des tubes à choc
	6.5.1 Temps CPU
	6.5.2 Décomposition du temps calcul
	6.5.3 Gain en temps CPU

	6.6 Temps CPU des Problèmes avec conditions limites
	6.6.1 Temps CPU
	6.6.2 Décomposition du temps calcul

	6.7 Conclusions

	7 Conclusion de la première partie

	II Modèle diphasique isotherme compositionnel
	8 Introduction
	9 Modèle continu
	9.1 Modèle et notations
	9.1.1 Système de variables
	9.1.2 Équations de conservation
	9.1.3 Hydrodynamique
	9.1.4 Thermodynamique

	9.2 Une thermodynamique à deux constituants par phase
	9.2.1 Pression dans le cas général
	9.2.2 Pression liquide, gaz
	9.2.3 Pression de bulle, de rosée
	9.2.4 Pression dans le domaine diphasique
	9.2.5 Courbes isobares
	9.2.6 Une propriété remarquable
	9.2.7 Exemples de mélanges compositionnels
	9.2.8 Continuité de la pression


	10 Méthodes de relaxation
	10.1 Relaxation avec découplage
	10.1.1 Une extension de la méthode de Larrouturou
	10.1.1.1 Construction
	10.1.1.2 Positivité des fractions massiques des constituants
	10.1.1.3 Conclusion

	10.1.2 Relaxation découplée par Born-Infeld
	10.1.2.1 Conclusion

	10.1.3 Conclusions

	10.2 Méthode préservant la positivité
	10.2.1 Relaxation du système
	10.2.2 Coefficients de relaxation
	10.2.3 Solution du problème de Riemann
	10.2.4 Positivité de la densité, des fractions massiques
	10.2.5 Implicitation de la méthode de relaxation

	10.3 Conclusions

	11 Complexité des algorithmes
	11.1 Algorithmes explicites
	11.2 Algorithmes semi-implicite linéaires
	11.3 Conclusion

	12 Résultats numériques
	12.1 Introduction
	12.2 Expérience 1
	12.3 Expérience 2
	12.4 Expérience 3
	12.5 Expérience 4
	12.6 Expérience 5
	12.7 Conclusion

	13 Conclusion de la seconde partie

	Bilan
	Annexes
	A Compléments à l'analyse du temps CPU pour le système gaz-liquide
	B Thermodynamique des fluides polyphasiques
	B.1 Caractéristiques thermodynamiques des fluides compressibles
	B.2 Calcul de la pression
	B.2.1 Modèle gaz-liquide
	B.2.1.1 Cas du liquide incompressible
	B.2.1.2 Cas du liquide compressible

	B.2.2 Mélange à 2 constituants
	B.2.2.1 Cas du liquide incompressible
	B.2.2.2 Cas du liquide compressible



	C Relaxation par Born-Infeld
	D Relaxation of two-phase flows via the Born-Infeld system
	D.1 Introduction
	D.2 Relaxation scheme for the scalar conservation law
	D.2.1 Basic ideas
	D.2.1.1 Non-conservative form
	D.2.1.2 Range of variables
	D.2.1.3 Riemann problem
	D.2.1.4 Numerical flux

	D.2.2 Further properties
	D.2.2.1 Various forms with RHS
	D.2.2.2 Chapman-Enskog analysis
	D.2.2.3 Eligible flux functions
	D.2.2.4 Flux monotonicity


	D.3 Numerical results
	D.3.1 Constant g
	D.3.2 Partial Whitham

	D.4 Relaxation scheme for the drift-flux model
	D.4.1 The drift-flux model
	D.4.2 Basic ideas
	D.4.3 Whitham condition
	D.4.4 Relaxation scheme
	D.4.5 Relaxation coefficient

	D.5 More numerical results
	D.5.1 Experiment 1
	D.5.2 Experiment 2
	D.5.3 Experiment 3

	D.6 Conclusion

	E Compléments à l'article
	E.1 Introduction
	E.2 Généralisation des résultats théoriques
	E.2.1 Généralisation de la condition de Whitham
	E.2.2 Généralisation de l'équivalence Whitham-monotonie

	E.3 Application aux écoulements diphasiques
	E.3.1 Autre forme de la condition de Whitham
	E.3.2 Condition de Whitham

	E.4 Conclusion

	F Modèle triphasique isotherme non compositionnel
	F.1 Introduction
	F.2 Lois de conservation
	F.3 relaxation du système
	F.4 Analyse du système
	F.5 Solution du problème de Riemann
	F.6 Coefficients de relaxation de base
	F.7 Principe du maximum
	F.8 Interprétation du schéma comme une méthode de Roe
	F.9 Conclusion
	F.10 Perspectives

	G Modèle diphasique non isotherme non compositionnel
	G.1 Introduction
	G.1.1 D'autres tentatives
	G.1.2 Méthode proposée

	G.2 Modèle continu
	G.2.1 Variables
	G.2.2 Thermodynamique
	G.2.3 Hydrodynamique
	G.2.4 Écriture d'une équation d'énergie exacte
	G.2.5 Cadre mathématique

	G.3 Méthode de relaxation
	G.3.1 Relaxation
	G.3.2 Développement de Chapman-Enskog
	G.3.2.1 Le développement
	G.3.2.2 Un polynôme ``simple''
	G.3.2.3 Le polynôme en question
	G.3.2.4 Calcul pratique des coefficients de relaxation

	G.3.3 Éléments propres
	G.3.4 Calcul des invariants forts
	G.3.5 Solution du problème de Riemann
	G.3.5.0.1 Détail des calculs

	G.3.6 Interprétation du schéma comme une méthode de Roe

	G.4 Conclusion

	Bibliographie
	Index


