Meéthode des lignes de courant. Application
a un probleme de conservation
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2.1 Introduction

2.1.1 Définitions:

Soit Q un ouvert régulier borné de R? (d > 1), et V:Q— R, un champ de vecteurs de classe C! sur Q, on suppose
ﬁ
que V vérifie:
ﬁ
div(V(x)) =0,VYx € Q.
Définition 2.1.1 Les lignes de courant (courbes intégrales) sont les lignes de champ de vecteurs T}, elles sont définies comme
ﬁ
étant tangentes en chaque point p de la ligne au vecteur V (p).

Ainsi, une ligne de courant peut étre vue comme la trajectoire d’une particule qui se déplace dans Q a une vitesse
—_
égale en chaque point p de la ligne a V (p).

Définition 2.1.2 Temps de vol

Soit C une ligne de courant par rapport a V. on fixe pg € C avec T/)(po) #0, pour tout point p € C, on définit le temps de vol

—_
entre pg et p (noté t(po, p) € R), par le temps nécessaire pour qu’une particule (qui se déplace sur C a une vitesse égale @ V') en
partant de po arrive a p. De plus t(po, p) est unique.

Gréce a cette définition, on peut définir un paramétrage q de C ( qui dépend de Vet po) de la fagcon suivante:

g:lecR — Q

(2.1)
T — p=4q(t), telque: t(pg,p)=r1.
En fait, g est la solution du probleme de Cauchy suivant: Trouver (Ic C R, g : Ic — Q), solution maximale de:
—_
Mo = Vaw)
—(1) = 7)),
dt 1 2.2)
q0) = Po-

Comme V est de classe C! sur Q, alors ce probleme admet une solution maximale unique, de plus g € C*(I¢, Q).
Dans la suite on appelle pj le point d’origine de C, et I¢ I'intervalle de définition de C.

Remarque 2.1.1 Dans la définition, on a supposé que T)/(po) 0, plus généralement si C n'est pas réduit a un point, alors:
- -
pour tout point p € C,ona V(p) # 0.

Proposition 2.1.1 ([41]) Soit C une ligne de courant tracée dans Q, telle que son intervalle de définition soit de mesure finie
dans R. Alors, quitte a changer le point d’origine de C, on peut supposer que I = [0, Tyax] AveC Trax € RY.

Dans les tests numériques, on aura toujours des lignes de courant dont les intervalles de définition sont de mesure
finie dans R.

Remarque 2.1.2 Dans certains cas on arréte le tracé de la ligne pour éviter que son intervalle de définition soit de mesure non
finie dans R (voir partie “tracé des lignes de courant” annexe-A).

Dans la suite chaque ligne de courant sera caractérisée par son point d’origine, son intervalle de définition et 4.

Définition 2.1.3 Longueur sur une ligne de courant

Soit C une ligne de courant tracée dans Q) par rapport a V. Soient pi = q(t1), p2 = q(12), deux points sur C, on définit la
distance [(p1, p2) entre py et po par rapport a C, par:

l(p1,p2) = f z|7(q(7))|d1.

1
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Comme T} € Cl(ﬁ, RYN), alors il existe f € RY, tel qu’on a: IT}(x)I <p, Vxe Q, en fait, on peut prendre § = |||T/>|||Lm@)-

Lemme 2.1.2 Soient p1, p; deux points de C, comme ci-dessus. Alors:

l(p1, p2)| < BlT2 — 11

2.1.2 Quelques résultats

— -
Soient 1, I, deux lignes de courant tracées dans Q) par rapporta V. Alors on a le résultat suivant:
Proposition 2.1.3 ([41]) Soient I, et I comme ci-dessus, alors soit Iy Nl = @ soit h NIy =11 = I.

Ce résultat nous dit que deux lignes de courant ne se coupent jamais, en particulier en chaque point de Q passe
une et une seule ligne de courant . Ce résultat est utile lors du tragage des lignes de courant, et permet de classifier
les méthodes de tracage des lignes de courant.

Une fois une ligne de courant tracée dans Q, on peut définir pour chaque fonction (définie sur Q) sa “trace” sur la

ligne, plus précisément, soit C une ligne de courant (C est donnée par (p, I, 9)), pour toute fonction u € C(Q, R) on
lui associe u¢ € C(I¢, R) définie par:
vVt ele, uc(t) = u(g(r)). (2.3)

Supposons de plus que u € C'(Q, R), alors on a le résultat suivant:
Lemme 2.1.4 Soit uc définie sur I¢ par la relation (2.3). Alors on a:

1. uc € C'(I¢, R) et uy, est donnée par:
VT e le, duuc(r) = Vilg(). Vq(), (2.4)
2. pour toute fonction f € CH(R,R), on a:
Ve ele, 9. fuc(a)) = dio((fu)V)(q(x). (2.5)

Démonstration du lemme 2.1.4:
Comme u € CH(Q, R) et g € Cl(I¢, Q), alors uc = u o q € C'(I¢, R). Et la dérivée de uc est donnée par:

—

- dq
Vulg(o). 510

1e(0)

Vu(). V(q(0)).
D’autre partsiona f € C'(R,R) alors f o uc € C'(Ig, R) et (f o uc) (1) = f (uc(1))uy(1), ce qui nous donne:

div(fV)q@) = (F@VuV) @)+ (Fwdiv(V)) q)

-

, - d —
£ (g Vuta) 3 ) (car div(V) = 0)

(f ouc) ().

D’ot le résultat.e
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2.2 Laméthode des lignes de courant appliquée a une équation de conserva-
tion

2.21 Présentation du probleme

Soit QO un ouvert régulier polygonal de RY (d = 2 ou 3), I =]0; T[ un intervalle non vide de R, (T > 0). On note
— = —

Q=0X%xI,2=00xI,Q=QxIletX_= {(x, feX: V(x).?(x) < 0},7 est la normale extérieure a Q au point x.

On considere le probleme suivant: Trouver u : Q — R solution de:

dwu(x, t) + div(f(u(x, t))V(x)) 0 , Y, t)eQ

(P) = u(x, 0)

ug(x) , YxeQ

u(r, t) gty , Y(rt)eX_.

Avec f, T}, g et g sont données et vérifient les hypotheses (D) :
(D1) f € C*(R,R), vérifie: f > 0.
- -
(D2) V e CY(RY,RY), et V vérifie: 5
Vx € Q, div(V(x)) = 0, (2.6)
ilexisten, m € R, , Vx € Q, m < IT}(x)I <1, (2.7)
H
onprend 12 = B = [[|Vllle~)-
(D3) ug et g sont supposées assez régulieres (de classe C?).

Dans la suite on note:
A = max{sup(up), sup(g)}, (2.8)
Q T

B = min{igf(uo), igf(g)}. (2.9)

2.2.2 Résultats théoriques

Pour I’étude de ce type de probléme on introduit la notion de solution entropique, cela permet d’avoir 1'unicité de
la solution ([16], [24]). En plus la solution entropique est la solution d’origine physique parmi les solutions faibles.

Définition 2.2.1 La solution entropique

Soit u € L*(Q). On dit que u est une solution entropique du probléme (P) si: pour tout x € R, et pour tout ¢ € D, ¢ >0, on
a:

L(lu(x, £ — kldip(x, t) + | f(u(x, 1)) — f(K)lT}(x).V(p(x, £)dx dt
(2.10)

ﬁ
+ f |10(x) — x|(x, 0)dx — f If(g(r, 1) = f(0)lp(r, t)V(r).?(r)dy(r)dt >0
Q b
OunD=|{pe CZ"(R”’ X Ry, R), ¢ = 0sur X — X_}, et dy la mesure de Ledesgue (d — 1) dimensionnelle sur 0Q).
Avec cette définition, on a le résultat suivant:

Théoreme 2.2.1 ([9]) Sous les hypotheéses (D). Le probleme (P) admet une unique solution entropique, noteé u, et u €
L' N BV(Q).

Remarque 2.2.1 La définition de la solution entropique donnée ci-dessus tient compte du fait que la fonction f est croissante.
On a pris cette hypothese car dans le probléeme physique qu’on va traiter, f est croissante. Pour le cas général voir ([38]).
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Théoreme 2.2.2 ([38]) Soit u € L*(Q) la solution entropique du probleme (P). Alors:
B<ux,t) <A, pp(x,t)eQ. (2.11)
A et B sont données en (2.9) et (2.8).

Dans la suite on suppose que u € C%(Q), en effet pour pouvoir déterminer le probleme que u résout sur une ligne
de courant, il est essentiel que la solution u soit de classe C!. On a préféré prendre u de classe C* pour avoir une
estimation de l'ordre de / (voir partie 2.6.2).

2.2.3 Le probleme 1-D vérifié sur une ligne de courant

Soit C une ligne de courant tracée dans Q, dont p € Q est le point d’origine, on suppose que C = {q(7) : T € Ic C R}.
On définit une nouvelle fonction v de la fagon suivante:

o(t, t) = u(q(1),t), Y(t,t) € Igx L. (2.12)

En dérivant v par rapport a t, on trouve:
(T, t) = du(q(z, t)).

D’autre part, d’aprés le lemme (2.1.4), on a:

—_
df(v(t, 1)) = div((f(u) V)(q(7), 1)).
Comme u est la solution du probléme (£), on trouve que v vérifie:
2:0(t, t) + d. f(v(t, 1) =0, Y(7,t) € e X I. (2.13)

La méthode des lignes de courant consiste a résoudre cette équation le long de chaque ligne de courant tracée dans
Q.

2.3 Probléme discret

On donne dans cette partie les notations de maillage qu’on utilisera dans toute la suite de ce mémoire.

2.3.1 Notation du maillage de Q)
Soit M un maillage de Q. Pour chaque maille p de M, on note:
1. m(p) la mesure de Lebesgue dans R? de la maille P,
2. N(p) I'ensemble des mailles voisines de p dans M,
3. oy 'aréte commune entre p et g € N(p),
4

. Al'ensemble des arétes dans M,
A=A{op, peM, ge N(p)}, (2.14)

5. A, I'ensemble des arétes incluses dans Q).
6. A I'ensemble des arétes incluses dans X._.
7. m(o) la mesure de Lebesgue dans R?! de l'aréte 0.
On suppose que M vérifie:
e Pour deux mailles p et g distinctes dans M, soit m(p N g) = 0, soitp N g = 6 pour uno € A.

e Pour tout 0 € A, o est incluse dans un hyperplan de R4,




18 2.3. PROBLEME DISCRET

(] E = Uges,0.
e Sio € Ay, alors soit o ¢ A, soito ¢ Ay — A.

On note h = sup{diam(K)}, i définit le pas de maillage. Il est clair que:
KeM

VK e M, m(K) < CH?, (2.15)

Avec C = 2%m(B(0,1)), B(0, 1) la boule unité dans R*.
Par la suite, on appelera maillage régulier sur Q tout maillage de Q) vérifiant les conditions ci-dessus.

2.3.2 Maillage sur les lignes de courant

On suppose dans cette partie qu’on a déja un maillage régulier de Q. Soit N, € N*. On se donne N points p; € Q,
de chaque point p; on trace une ligne de courant /. On note £ 1’ensemble des lignes de courant tracées dans Q.
Soit I € L. | sera caractérisée par un triplet (p', I}, '), tel que:

1. p' € 9Q est le point d’origine de [ (cf proposition 2.1.1)

2. I; est de mesure finie dans R (cf remarque 2.1.2 ). De plus, on suppose qu'il existe une constante Cq v € R}, qui
-
ne dépend que de Q et V, telle que:

Vie L, |Ijl < CQ,V. (2.16)
3. ¢ : I =10,7,] = Q, ¢ est un paramétrage de I, c-a-d ¢’ solution de:
—_

9 0 - T Vrel
Tw = V@), veel,

p.

7'(0)

Un maillage sur une ligne de courant désignera un maillage sur son intervalle de définition, plus précisément, soit
I € L, on se donne une subdivision I' = (t})o<i<n, de I;, on note:

Y | ; _
A= T, -1, 0<i<Ni -1,

Al = max{AL, 0<i<N; -1}

—

A est donc le pas du maillage sur I, on note aussi 4/ = q(t!) et i} la longueur de l'arc g'q', | sur I, donnée par:

i = f y V(g ()ld.

[Tl

D’apres le lemme 2.1.2, on a h; < A;B, on note aussi h; = sup(h{).
i
On introduit les notations qu’on utilisera dans la suite pour le passage entre le maillage M et I'ensemble des lignes

de courant.
Soit (K, ) € M x L, on notera:

e Ix ={l€ L, INK # 0}, 'ensemble des lignes de courant qui passent dans la maille K.
o Ji={Ke M, e Ik}, I'ensemble des mailles qui croisent le chemin de /.

o Iy ={0<j<N; -1, Img,_) €K} (cf remarque 2.3.1 ci-dessus).
7
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On définit pour chaque maille K la notion de “temps de vol” (ax) dans K, qui est donnée par:

aK:ZAI,

lelk

A=) AL

jEIK,[

avec:

On fait les hypotheses suivantes (HML):
(HML1) Pour chaque maille K € M: ax > 0, autrement dit:
YK e M, Ix # 0.
Dongc, dans chaque maille passe au moins une ligne de courant.
(HML2) 30 < cCinf < Cpax < o0, tel que:

Vi€ L, Vjel0, ., Ni=1}: ciuph < AL < A< Cpanh.

(HML3) Pour h < 1, on suppose que: denrpe € Ry, tel que :
N < enpe/H,
en général N est proportionnel au nombre d” arétes dans A7.

(HML4) Pour chaque ligne de courant! € £, (INA) € (q}); .

Remarque 2.3.1 L'hypothése (HML4) sur les points d’intersection entre les lignes de courant et I'ensemble des arétes de M
nous donne:
V(l,j) € Lx{0,...,N; =1}, IK € M: Im(qlpu ) S K
7

2.3.3 Discrétisation en temps, double maillage en temps

On se donne Nt € N*, on pose DT = T/Nr, on considere une discrétisation (ti)ogsNT de [0, T[, donnée par:
Vie{0,..,Nr}, t' =ixDT.

DT correspond a l'intervalle de temps dans lequel on résout I'équation sur les lignes de courant, mais aussi le

passage des données entre Ep( et & (cf partie 2.4 ci-apres). Dans le cas ol la vitesse ne dépend pas du temps on

peut prendre DT =T (i.e Nt = 1). En revanche, lorsque 7 est une fonction du temps aussi, on prendra DT < T (i.e
N7 > 1), dans ce cas DT est aussi le pas du temps entre deux mises a jour de la vitesse (cf partie 2.7), bien str le

choix de Nt dépend du 8t7. Dans la suite on appellera DT le grand pas de temps (puisqu’ il y aura des petits pas
du temps sur chaque ligne de courant).

Pour chaque ligne de courant I € £, on se donne N' € N* et on définit le pas de temps sur ! (le petit pas de temps)
par: k' = DT/N'. Le choix de N’ dépend de ||f || et du maillage sur / (i.e A’). Ainsi sur chaque ligne de courant on
peut avoir un pas du temps différent.

Remarque 2.3.2 On choisit N' de sorte qu’on a:
Vi€ {0,.., Ni= 1}, K < A/IIf ll,
c’est une condition (CFL) pour assurer la convergence du schéma numérique sur la ligne de courant (cf partie 2.5.1).

Dongc, dans cette méthode on a deux maillages en temps: le premier est sur |” intervalle [0, T] dont le pas de temps
(grand pas de temps) est choisi en fonction de la vitesse, surtout si la vitesse dépend du temps. Le second est un
maillage sur chaque grand pas de temps, dont le pas de temps varie entre les lignes de courant.

Remarque 2.3.3 Bien que dans le cas oit la vitesse ne dépend pas du temps on puisse prendre Nt = 1, on a préféré étudier dans
cette partie le cas général (i.e. Nt > 1) pour comprendre davantage l'influence de ce parametre sur cette méthode (cf. théoréeme
2.6.3), et en particulier dans le passage d'information entre les lignes de courant et les mailles (cf. partie ci-apres).
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2.4 Passage entre les lignes de courant et les mailles

Comme pour toutes les méthodes numériques, il faut définir les espaces de fonctions dans lesquels on travaille.
Dans cette partie on donne les définitions des espaces qu’on utilisera dans la suite, essentiellement on aura l’espace
des fonctions définies sur Q (&) et pour chaque ligne de courant il y aura 1’espace des fonctions définies sur cette
ligne (&;). On introduit aussi 'espace & qui est le produit des espaces &; afin de faciliter le calcul des estimations.

2.4.1 Définitions des espaces &, E, et Ep

Pour I € L, on définit & 'espace des fonctions constantes par morceaux sur / par rapport au maillage donné sur I:

N=1
& =1lp: 1= Rtq: Aposjen € RV 190 g (@) = ) ¢l (D).
=0
Avec 1y (1) =1sit € [7), 7 [ et 0 sinon.
j7 g ] Jt+
Pour ¢ € &;, on définit:
N—1
llplls = ), Allg| (217)
=0

Ceci définit une norme sur & équivalente a la norme L! sur I.
Remarque 2.4.1 Le choix de A; dans la définition de la norme a la place de h; est fait pour deux raisons :
1. Comme la vitesse est réguliere, alors au niveau mathématique c’est équivalent (cf. lemme 2.4.1 ci apreés)

2. Au niveau pratique ( calcul numérique) il est beaucoup plus facile d’évaluer A; que h;j (cf. partie de tracage des lignes de
courant, annexe A).

Lemme 2.4.1 Soit ¢ € &,. Alors:
llpllag < Bliglh (2.18)

Démonstration du lemme 2.4.1:
D’apres la définition de &, il existe (¢;)o<j<n;, tel que :

Veel: pog(r)= Z <Pj1h’,ﬂ§-+1[(T)'
j

ﬁ(pl dl

Ce qui donne:

f1 9 0 d @IV @l de

N;-1
1
Yl

=0

D’autre part, on a:
Vie L; Vjel0,.., Ni—1} : <A

Ce qui termine la démonstration. e

Remarque 2.4.2 On peut identifier & i I'ensemble des fonctions définies sur I; constantes par morceaux sur le maillage T'.
En fait les deux espaces sont des R-espaces vectoriels de dimensions égales a N|.
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On définit aussi sur 'ensemble des lignes de courant £, I'espace suivant:

Er =1{® = (P"ozien,, ¢’ € E).

On munit &, de la norme ||.|| ; définie par:

VO = (@) € E, 1Dl = Y gl (2.19)
leL

On définit sur Q) I'espace Epq des fonctions constantes par morceaux sur les mailles de M, c-a-d,

Em=1lp: Q> R,o(x) =) pxlk(), px € R}
KeM

Pour ¢ € E 4, on définit la norme ||.|| 5, par:

kel =) axlpxl,

KeM

avec ak le temps de vol dans la maille K, ax = Z,eIK A;(.
Cette norme dépend du maillage M et aussi de I’ensemble £, elle est équivalente a la norme L! habituelle sur Ey,
plus précisément, on a:

Lemme 2.4.2 Soit ¢ € E . Alors:
29m(B(0, 1))hd1
f gl < ZMEO D, (2.20)
Q Cinf

oit B(0, 1) est la boule unité dans R.

Démonstration du lemme 2.4.2:
D’apres les hypotheses de maillage on a:

CinfMK

VKe M, ag = cnph > — 97K
K= Cinfll =SB0, 1)1

Ce qui donne:
2d d-1
< m(B(0, 1))h .
Cinf

VKEM, mg

D’autre part:

S

it = Y [lpita
K

Q KeM

= Z mylpkl

KeM

IN

d d-1 d d-1
2mBO, I Z aglexl = M”@“M‘

Cinf o Cinf

Ce qui termine la démonstration.e

2.4.2 Définitions des applications de passage entre Ep et E

Le passage des informations entre Exq et &, est une étape tres importante dans cette méthode, car cela permet
d’initialiser les problemes 1d a résoudre sur chaque ligne de courant et aussi de projeter les solutions numériques
obtenues sur 'ensemble des lignes de courant sur le maillage M pour avoir une solution numérique constante par
maille (cf. remarque 2.4.3).
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Définition 2.4.1 Pour toute fonction 1 € Exq on lui associe une fonction L() € E ¢, définie par:
Vie L, L), =Yk, sij €Iy (2.21)

et inversement, si ® = (¢'); € E, on définit une fonction M(®) € Epy par:

VK € M, M(@)x = Z w; [Z(A;/A;)wg] (2.22)
lelk j€lk)
Avec:
&
w = =X (2.23)
ag

Proposition 2.4.3 Les fonctions M et L sont linéaires, continues et 1-Lipschitziennes, de plus on a:

VO 8y, Mo L(®) =0, (2.24)
VO € Ep, IPlIpm = I1L(D@)Il , (2.25)
YWe&s, IMWlim < IVIig. (2.26)

Démonstration:

Il est clair que les deux fonctions M et L sont linéaires, d’oit leur continuité car &y et & ¢ sont des R-ev de dimensions
finies.

Soit ¢ = Y.xepm Pxlk € Epr. D’apres la définition de 1’application £, on a:

Vie L, L(¢); = P, sij € I

D’ot1, pour tout K € M, on a:
!

Af I
Y. L@

jely 2K

| LA

e K el

¢
R

IEIK

1
Ak

o
lelk K

ML(P)x

On en déduit que: M(L(¢)) = ¢. D’otr la relation (2.24).
De méme, on a:

ol =) axlxd
KeM
_ N[y A
_ KZA‘AaK[]ZI ” ,Z,‘ o L)
- LE[Z e
KeM Ielx \ jelk;

- Z Z NIL@)| = I1L@)l -

lef |
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D’ou la relation (2.25).
Soit ¥ = (Y'); € E¢. On a:
M@l =) M@
KeM
ey &
= aK _— —l]b
< LY[Taw)
KeM lelx \ jelk;
= )Y Al = Il
leL j

D’ot la relation (2.26).
D’apres les relations (2.25) et (2.26) on déduit que les applications M et L sont 1-Lipschitziennes, ce qui termine la
démonstration.

Remarque 2.4.3 Dans le probleme physique qui nous intéresse, nous sommes obligés d’avoir une valeur constante par maille
de u (u sera la saturation) pour pouvoir calculer la vitesse a l'instant suivant (i.e. résoudre I'équation de la pression). C’est
pour cette raison qu’on fait ce passage entre Ep et Epy, et donc on ne peut pas se contenter d’une solution numérique définie
sur les lignes de courant.

2.4.3 Projection de C'(Q,R) dans Ey( et &

Afin de pouvoir faire des estimations d’erreur entre la solution numérique obtenue par la méthode des lignes de
courant et la solution exacte du probleme, on introduit dans cette partie les définitions des projections dune fonction
de classe C! sur Q) dans les espaces E et E, et on donne quelques lemmes qu’on utilisera par la suite pour montrer
la convergence (cf. partie 2.6.2).

Définition 2.4.2 Pour toute fonction 6 € C1(Q, R), on définit:
o Pp(0) € Epy définie par:
1
VK € M, (Pp(60))x = — f O(x)dx (2.27)
TnK K

o P1(6) = (6)ies € E définie par:

1
Vie LYOSj<N;—1: (95: Ef[z 1 [6((]’(T))|d’f (2.28)
j T.,T

Jjrj

Lemme 2.4.4 Soit 0 € C1(Q, R), on définit Pp(0) et Pp(0) comme (2.27-2.28). Alors:
— =
Il existe cg > 0 qui dépend de ||V 0|, V et Q, tel que:

IP£(0) — LPm(O)llz < coNgh

Démonstration du lemme 2.4.4:
Soitl € L. Notons u = (P£(0)); et v = (L(Pm(0)));, d’apres la définition de la norme sur /,on a:

l
hi-oli= Y Alluj-oj,

0<j<N;-1
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soit j € {0, ..., N; — 1} il existe une seule maille K € M, telle que Im(q{T, u [) c K. Donc :
jri+

1 1 Tj+1
uj = WA[{(G(x)dx, vj = Eﬁ 0(4'(v))dr,

] ]

q
donc [uj — vj| < ||V Olleoh, car 6 est de classe C'. Ce qui nous donne:

1= —
Il —oll; < Z AV Olloh < LIV 6lleohr.
0<j<N;-1

D’autre part, d’apres la relation (2.16), on a |[j| < Cq,v pour tout [ € L, avec Cq,v une constante dans R’, qui dépend

de Qetdela Vitesss V.
Notons cg = Cq,v||V Ollw. D’apres ce qui précede, on déduit:

P £(0) = LEMmO)I 2 = Z I(®£(O) = (LPA(Ollr < coN £h.
leL

D’ot1 le résultat.e

Lemme 2.4.5 Soit 6 € C'(Q, R), on définit P p((0) et P (0) comme (2.27-2.28). Pour tout v = (v'); € Ep, on a:
IPm(6) = M@)lIm < ILPm(0)) = POl + IP£(0) - vli¢

Démonstration du lemme 2.4.5:
D’apres la proposition (2.4.3), on a :

Mo LIPm(0)) = Pm(6),

d’autre part, en utilisant la relation (2.26), on en déduit:

IPm(6) = M(@)ll a1 IM(LPM(0)) =) lIm

ILPpm(6)) = vll.

IA I

On ajoute et soustrait P -(0) pour avoir le résultat désiré.e

2.5 Algorithme pour la méthode des lignes de courant

On commence d’abord par donner le schéma numérique sur une ligne de courant, ensuite on donnera I’algorithme.

2.5.1 Solution approchée du probléme (#) sur une ligne de courant

Soit I € £ une ligne de courant (I = (¢',1;,4')), et u la solution du probléme (P). L'équation de u est réduite sur [ au
probleme 1-d suivant (voir 2.2.3):

9w+ 0. f(v) =0 (2.29)

Avec v définie en (2.12).

On suppose qu’on a deux instants t" = nDT et t"*! = (n + 1)DT (avec t"*! < T), on suppose de plus qu’a 'instant #"
on a une solution approchée du probleme (P) notée u“?(t") € Epy.

On cherche a construire une solution approchée du probleme (2.29) sur [0, Tk [X[H, 1] Pour cela, on se donne
une discrétisation (6")o<;nt de [, #*1[, donnée par:

Vie{0,.,N}, o' =t"+ixKk.
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Les données initiales (a ¢° = #") sur I sont données par (L(u™(t")));, L(uP(t")) € & défini par la relation (2.21).
La solution numérique est construite avec un schéma volume fini ([20]):

, K
V(j,s) €10,., Ni= 1} x{0,., N' =1}, o5*1 —o% = =)

Viel{0,.,N; -1}, U? - L(uapp(t”));, (2.30)

Vs e {0,., N -1}, v, = g(p', o).

Avec g est une donnée du probleme (P) (voir aussi hypothese (D)), vj. est 'approximation de v sur [T;, ’c;. [x[0%, 05,

f].s =f (vj:) est 'approximation de f(v(7j,0%)). k' est le pas de temps sur la ligne de courant /, k' vérifie la condition
suivante (CFL):
Al
Vi€f0,..., N1}, K < .
’ ’ Il

Remarque 2.5.1 Le choix du schéma (2.30), est dil au fait que f est une fonction croissante, f > 0.

v"P! sera définie de la facon suivante:

v (T,0) = vj- , si(1,0) € [1j, Tjs1[X[0°, oL

Lemme 2.5.1 ([39]) Supposons que L(u™P(")); vérifie: pour tout j, B < L(u”””(t”)){ < A (A et B sont définis en (2.8) et
(2.9)). Alors v*P! vérifie:
V(t,0) € [0, T [X[t", t"[, B < v™Pl(1,0) < A.

Remarque 2.5.2 Si on note v*PPH(c') = v"P1(., 6"), on peut voir pour tout i € {0, .., N'} v*P1(c') comme un élément de &,.

Afin de pouvoir faire des estimations d’erreurs sur la méthode des lignes de courant, on introduit w™ défini sur

[t", #*1] % [0, T},,,, ] solution du méme schéma numérique (2.30) mais avec comme donnée initiale (P ¢ (u(., t"));.

Lemme 2.5.2 Soient v""P! ,w"! définies par le schéma (2.30) . Alors:
o™ (#*1) = o PPAE D < Ml () = oA

Démonstration du lemme 2.5.2:
Pour simplifier I'écriture, on pose w = w"! et v = v"P. Pour tout (j,s) € {-1,..,N; — 1} X {0, ..N'}, on définit:

S _ oS _ oS
Uj—w]- v,

avecw®, =0v°, = ¢(p!, 0°). On définit aussi:
f@) - f@)
—— i WS # V5
F = WS — 08 /A

I ;o .
f (w;.) sinon.

Vu que f >0, onaF;>0etF; < 11 {loo-
Comme w et v vérifient le schéma (2.30), on en déduit que:

: 1 Iyrs+1 _ I 1lpsyiTs Is s
V(js) €{1,..,Ni= 1} x{0,.N' =1}, AU = (A, - KF)U; + KF;_, U3
k' est choisi tel qu’on a k' # || [|eo < A; pour tout j (CFL), alors on a (A; - klei) > 0, ce qui donne:

Y(j,s) €10, Ni =1} x {0, .N' = 1}, AJJUS™| < (A = KF)IU| + K'F5_, U
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En faisant la somme sur j dans la relation précédente, on obtient:

N;-1 N;-1 N;-1 N;-1

Iy7 7s+1 Liyrs) 1t 517 15 ! s S
Y A Y NI =K Y B+ K Y F U
=0 =0 =0 =0

IA

Ni-1 Ni-1 Ni—2

11778 I S17 TS 1 S17 TS
Z(;Aj|uj|—k Z(;Fj|u].|+k ZF].ILI].I
J= J=

==

N;-1 N;-1

INEE I s S 11178
Y A= RR Ul < ) AU
j=0 j=0

autrement dit, [[US*!||; < ||[UF|;. Par récurrence sur s, on trouve que [[UN'||; < [[U°]];, i.e [w™(#"+1) — v?Pl(pr+h)||; <
[0 (") — v™PA(t")||;, d’ot1 le résultat. e

Le résultat suivant donne une estimation d’erreur entre v la solution du probleme (2.29) et w™/,

Lemme 2.5.3 Soient v et w'" définies comme ci-dessus. Alors il existe une constante ¢,y € R, qui dépend de f, u (et ses
dérivées d'ordre 1 et 2), et g telle que:
oG £41) = ! (" Dl < copln. (231)

Démonstration du lemme 2.5.3:
La démonstration de ce lemme est donnée en annexe B.e

Remarque 2.5.3 Dans le lemme 2.5.3, on utilise I'hypoyhese que u (la solution du probleme) est de classe C?, pour avoir une

estimation de 'erreur de 'ordre de h;.

2.5.2 L’algorithme:

L’algorithme pour construire une solution approchée du probleme (#) par la méthode LDC est le suivant:
1. Pour n = 0, on calcule 1" (t°) = P (1) € Epm.
2. Tant que n < Nr, faire:

(a) Pour tout I € £, on Calcule (o%P/(t"+1)),i.e résout I'équation (2.29) sur I; X [t",#"*![ par le schéma (2.30),
avec comme donnée initiale L(u"P(t"));,

(b) déterminer v™PP(t"*1) = (0PNt ))ep € Ey,
(c) on calcule uPP(t"*1) = M(v"? (t*+1)) € Epy ( voir relation 2.22).

3.n=n+1
Remarque 2.5.4 Par construction de u™?, ona: ¥n € {0, ..., Nt} ,u™P(t") € Epm.

La solution approchée obtenue par cette méthode sera donnée par:

uPP(x, ) = uPP (" , si(x,t) € K x [t", £ (2.32)

2.6 Stabilité L™ et résultat de convergence

L’objectif de cette partie est de montrer quelques propriétés du schéma "numérique lignes de courant". On désignera
par (H) les hypotheses suivantes:

(H1) Les données du probleme (P) vérifient les hypotheses (D).
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(H2) Le maillage M sur Q est régulier.

(H3) Larelation (2.16) est vérifiée.

(H4) Les hypotheses (HML) entre le maillage M et les maillages sur les lignes de courant sont vérifiées.

(H5) Sur chaque ligne de courant la condition (CFL) est vérifiée, pour le schéma numérique sur la ligne de courant
(cf remarque 2.3.2).

2.6.1 Stabilité L~

En général, on demande aux schémas numériques qu’on applique pour traiter les problemes physiques de satisfaire
certaines conditions, en particulier on attend des solutions numériques physiquement acceptables. Par exemple si
u désigne une saturation comprise entre 0 et 1, on veut que la solution numérique soit aussi comprise entre 0 et 1.

Proposition 2.6.1 Sous les hypotheses (H). Soit u™? la solution numérique définie par la méthode lignes de courant, alors
Vk €{0,..., N1}, B < u'P (") < A.

B et A sont définies en (2.9) et (2.8).

Démonstration de la proposition 2.6.1:

On va remontrer cette relation par récurrence sur . Pour n = 0la relation est vraie car u(t%) = Py(uo) et B < ug < A.
Supposons que 1 > 0 et que la relation est vraie pour tout k € {0, ...,n — 1}, montrons la pour n. D’aprées la définition
de uPP(t") on a pour tout K € M:

(PP (E"))x

(M@"P(t))x

Al AL
T (xSt

lelx j€lk)

1

A I
Or d’apres le lemme (2.5.1), on a (v“”’””(t”))]- € [B, A] pour tout j et I. D’autre parton a A—{( €]0,1] et % €]0,1]. Ce qui
implique que (u*(t"))x € [B, A]. Ceci est vrai pour tout K € M, on en déduit que B < u™?(t") < A. D’ot1 le résultat.e

2.6.2 Résultat de convergence

Soit u la solution exacte du probleme (#), qu’on suppose de classe C? sur Q. Pour t € [0, T[ on définit Py (u)(t) =
Pa(u(., t)) € Epq comme en (2.27), et Po(u)(t) = Pr(u(., t)) € Eg comme en (2.28).

Lemme 2.6.2 Soit u la solution du probléme (P) et u™? la solution approchée obtenue par la méthode lignes de courant. On
suppose que u € C*(Q) et que les hypotheses (H) sont vérifiées, on se donne 0 < n < Ny. Alors on a:

(P pe(ue) — u™P)Em < (cu + Cvfcmax,g) Xn X Ngh

— — -
Avec ¢, € RY qui dépend de ||V xul|r, et ¢,y € RY, dépend de ||V uolli~), & f, u (et ses dérivées d'ordre 1 et 2) et V.

Remarque 2.6.1 Le lemme précédent (2.6.2), nous donne une estimation sur la norme ||| p, mais pas un résultat de conver-

gence. En particulier,sid =2,0na Nz < 7, avec ¢ € R, ce qui nous donne:

(P pq(u) — uPPY(E)| | < n X C.

Démonstration du lemme 2.6.2:
D’abord, pour k € {0, ..., n}, on note:

=
|

[P 1) (£) = 6 () |1,
P £ (1) () — LIPp()) ()]l 2,
C" = |Pg(u)(t") — o"P (")l -

op]
>
Il
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D’apres le lemme (2.4.5), et comme u“P(t") = M(v"PF)(t"), on a:

AVI

IA

IPMm@)(E") = M@*P)(E)] a1
IP£@)(E") = LE @) ENz + P La)(E") = 0P ()|

B" +C".

En introduisant W'~ = (w"~),c; (définie en 2.5.1),0on a :

Cl’l

< NP L) = WHEDILz + IV = o) () - (2.33)

D’autre part, grace au lemme (2.5.2), on a:

W1 = o))l < W = o))l .

Or, d’apres la définition de W1 et v, on a:

Donc d’apres la proposition (2.4.3):

(W=t — o))l

Wn—l (tn—l)

Pou)(t");

Z)”pp(t"_l) L(u”pp)(tn_l).

I £() = LEP)E )l

< @) = L) (E D2 + ICLP () = L@))(E Iz
(2.34)
< B[P () = uP)(E )l
= B1l4Ar1
En utilisant les relations (2.33) et (2.34), on trouve:
C" <P g(u) = W(EII + A" + B,
dong,
A" < B" +||(Pg(u) = WH(E)|| e + A"+ BT
Or A = 0 (d’apres la définition de u"P(t°)), alors par récurrence on trouve:
k=n n-1
A" <2} B )@ L) = WHE (2:35)
k=0 k=0
Estimation de B*:
_)
D’apres le lemme (2.4.4), il existe une constante ¢, € R}, qui dépend de ||V 1|, @xO.T)’ telle que:
Vk € {0,...,n}, B* < c,Nsh. (2.36)
Estimation de ||(Pz(u) — WE)(#+1)]| 2
D’apres le lemme (2.5.3), il existe une constante ¢, € R}, qui dépend de ||§>u0||oo .8 ,7, u et f, telle que:
Vk (1, =1}, IPL) - WHEDIL <0 ) . (2.37)

D’apres I'hypothese (H2):

leL

Ve L, b < BA < Crafh (2.38)
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En remplacant (2.38) dans (2.37), on a:
Vkell,..,n—1}, I(Pe(u) = WOE) 2 < caCmaxN gh. (2.39)
En remplacgant (2.36) et (2.39) dans (2.35), on trouve:
(P aq(u) — u™P (") p < (cuh + CofCraxf) X 1 X N h (2.40)
D’oit le résultat.e

Théoreme 2.6.3 Soit u la solution du probléme (P). Soit u™P? la solution approchée du probléme (P) obtenue par la méthode
des lignes de courant. On suppose que u € CY(Q) et que les hypotheses (H) sont vérifiées. Alors, il existe une constante c € RY,
telle que:

f [u(x, T) — u®P(T)|dx < cNth.
Q

Avec ¢ dépendant du uy, g, f, T/), u et du maillage défini sur Q (i.e Cyax, CNLDC,---)

Démonstration:
Soit Pp(u)(T) € Epy, défini en (2.27). Alors:

[ e D= < [ ) - P+ [ Baaen - o (41)
Q Q Q
Or, comme u € C! (ﬁ, R), il existe cpq € R, dépendant de IIqu(., Dllr~q), tel que:

f lu(x, V7Y = P () (BV)dx < cpiht (2.42)
Q

D’autre part, on a:
-1
IPA(O(ENT) = u () L. (2.43)

f IP () () = uPP(E)ldx < "
Q

Cinf

En utilisant (H3) et la relation (2.40) , la relation (2.43) devient (on suppose que / < 1):

f [t — uapp(tNTﬂdx < (Cinf X enLpc(em + Cvfcmaxﬁ)) Nrh (2.44)
Q

(2.44)+(2.42) dans (2.41) donne:
f [u(x, T) — uPP(T)|dx < cNth
Q

Avecc = (Cinf X CNLDC(CM + Cfomax,B)) +CM-
Pour Nt fixé (ou Nt < eTh), avec €(h) tend vers 0 lorsque & tend vers 0), on a:

lim i — 4 (, Dl =
;}E(}'u u(, Ty =0
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2.7 Vitesse non stationnaire

Les équations du systéme () sont souvent issues de la physique, et en général la vitesse dépend aussi du temps,
dans cette partie on donnera l’algorithme de la méthode des lignes de courant lorsque la vitesse varie avec le temps.
On considere le probleme suivant: Trouver u : Q — R solution de:

I, 1) + div(f(u(x, ) V(x, 1)) = 0 L V(xbeQ
(1) = u(x,0) = up(x) , YxeQ
u(r,t) = grt) , Yrt)eX_.

Avec 7, f, g et ug qui sont données et vérifient les hypotheses suivantes:
— —
o Ve CY(RYxI,RY), et V vérifie:
H
Y(x, t) € Q, dive(V(x, 1) =0, (2.45)
il existe 1,2 € R, , V(x,H) € Q, m < [V(x, )] < na. (2.46)
e f est une fonction de R dans R de classe C! strictement croissante.
e ¢ et uy sont supposées assez régulieres.

Le systeme (#1) admet une solution entropique, de plus cette solution est unique ([9]).
Comme la vitesse varie avec le temps, on ne peut plus appliquer 1’algorithme de la méthode des lignes de courant
expliqué auparavant. Ceci est dti a plusieurs raisons, dont les principales sont:

1. Les trajectoires des lignes de courant dépendront du temps, car la vitesse en dépend aussi. Ainsi pour une
ligne de courant son paramétrage est de la forme g = (7, t).

2. On ne peut pas déterminer le probleme 1d a résoudre sur une ligne de courant.

Pour surmonter cette difficulté on va approcher la vitesse par une vitesse constante par morceaux sur un maillage
de l'interval de temps consideré, ensuite a chaque période de temps ot1 la vitesse est supposée constante on résout
un probleme approché du systeme (#1).

2.71 Le probléeme modifié

Onse donne Nt € N*, et on pose DT = T/Nt. DT est le grand pas du temps, et pour n € {0; ..., Nt} onnote t" = n X DT.
On considere le systéme suivant:

ot (x, ) + div(f @' (x, ) V (x, ) 0 . V(xt) e Q"

(P = " (x, ") ur(x) , YxeQ
w'(r,t) = g(rt) , Y(rt)exm
Avec:
o Q" ={(x,heQtelt, ),
o X ={(x,t) € X_,t e[t "]},
o U" est la donnée initiale a I'instant #".

D’apres le théoréme (2.2.1) le probleme (#}) admet une solution entropique unique. Dans ce probleme la vitesse
est constante en temps, donc on va pouvoir appliquer la méthode des lignes de courant pour calculer une solution
approchée de u".
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2.7.2 L’algorithme:
1. Pour n = 0, on pose uP(t%) = P(up) € Epm
2. Sin€e{l;..,Nr},
(a) Ut = (),
(b) on trace les lignes de courant par rapport a 7(., 1),

(c) on construit une solution approchée (ﬁ"ﬁl) du probleme (73’17’1), par la méthode LDC (cf partie 2.5.2),
qu’on notera u"" (t").

3. uP(ty = wP ()
4. n=n+1, etonrevient al'étape 2.
Et la solution approchée du systeme ($1) est donnée par:

uP(x, t) = @ ")k, si(xt) e Kx [, "L (2.47)

2.7.3 Estimation de l’erreur

Dans cette partie on va essayer d’avoir une idée de I'estimation de l’erreur, il s’agit d’un calcul formel et non d’une
démonstration mathématique, ceci afin de comprendre davantage le choix qu’il faut faire sur le grand pas du temps.
Soit n € {0;.., N7 — 1}. Notons :

e 7" la solution exacte de (P}) avec U"(x) = u(x, t").
e 1" la solution exacte de (P7) avec U"(x) = uPP(t").

Remarque 2.7.1 0" et u" ne sont pas forcément des fonctions continues sur Q, méme si on suppose que u est trés réguliere

sur Q.

D’autre part uPP(t") n’est pas de classe C' sur Q, néanmoins, u (") est de classe C*(Q) par morceaux.

Remarque 2.7.2 Pour le probleme (P'), on sait que les hypotheses du théoreme (2.6.3) ne sont pas satisfaites dans ce cas (cf
remarque 2.7.1) mais on va supposer qu’elles restent valables.

Il est clair que:
I = u)(, " Dl < =7l
HI@" = w")C A Dl + 16" = 7))l )-
Or:
e D’apres le théoreme (2.6.3) (cf remarque 2.7.2): il existe une constante C € R, telle que:
@ = 7)., " D) < Ch,

h étant le pas de maillage.
Dans le cadre de ce travail on va admettre 1’estimation ci-dessus.

e A l'instant #"*1, on a:
1@" =), " D) < 1@ = 7" )@,

d’autre part, 0"(., ") = u(., t") et u" (., t") = u™? (., t"). Donc:

N@" —u")., f"”)”m(g) <l = u™P)(., )
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En notant pour n € {0,.., N7 — 1}
A" =l = u™) (" D),

B" = l(u = 7", " Iy

On trouve:
A" < A" 4+ B" + Ch.

Comme A° = 0, alors par récurrence, on trouve:

I = ), Dllgy < (NrCh+ Y BY), (248)
0<k<Nr

—_ — . .
Remarque 2.7.3 Si d;V = 0, par unicité de la solution entropique, on a u = 9" p p sur Q", en particulier B" = 0 pour tout n.
Donc on retrouve le résultat du théoréeme (2.6.3), a savoir:

(e — u™F)(., Dy < NrCh.

Dans l'estimation qu’on a obtenue ci-dessus, on a une partie qui ne dépend pas de h (¥; B¥), cette partie ne dépend
que de Nt (ou DT). Pour que la méthode des lignes de courant converge ou qu’elle donne de bons résultats, il faut
des conditions sur le grand pas de temps (DT), c’est a dire sur 'intervalle de temps dans lequel on met a jour la
vitesse.

Pour l'étude de Y B¥, on peut montrer facilement que chaque B, tend vers 0 lorsque DT tend vers 0. Le probleme
est que B tend vers 0 & une vitesse de 'ordre DT, donc ceci ne donne pas que Y, B* tend vers 0. En fait, ), B* reste
borné.

On aurait pu prendre dans le probleme modifié une autre approximation de la vitesse, par exemple:

tn+1

V(x)” _ ! f T/)(x s)ds
" DT Ju i
Un tel choix peut (peut étre) conduire a de meilleures estimations, mais dans le probleme physique qui nous

—_
intéresse, on ne peut pas prendre cette approximation de la vitesse, car V' est donnée a " uniquement.
Il y a aussi une deuxiéme possibilité pour réduire le somme des B¥, qui consiste a prendre le grand pas de temps

=5
variable en fonction de 0,V i.e DT petit lorsque la variation de la vitesse par rapport au temps est grande, et DT
grand dans le cas contraire. Mais pour les tests numériques de cette partie, on a utilisé un pas de temps fixe.

Remarque 2.7.4 On utilisera un pas de temps variable dans les tests numériques sur la simulation des bassins, (cf partie 3.4),
dont le choix a chaque étape est fait en fonction de la variation de la saturation et non pas de la vitesse.

Dans les tests numériques qui suivent, on verra qu’on peut trouver un Nt pour lequel la méthode donne de bons
résultats.
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2.8 La méthode volume fini

La méthode de volume fini est trés utilisée dans la modélisation des problemes physiques, en particulier dans la
modélisation des bassins. Cette méthode est trés adaptée a la modélisation numérique des lois de conservation, car
les schémas numériques volume fini sont conservatifs et robustes.

Principes de cette méthode:

1. Les fonctions sont approchées par des fonctions constantes par mailles.
2. Le systeme discret est obtenu en intégrant les équations sur chaque maille du maillage.

Pour plus de détails sur cette méthode voir ([20],[16]), pour le cas ou Q est borné voir ([25],[38]) et aussi ([22],[26])
pour la modélisation de bassin et de réservoir.
On donnera le schéma numérique pour construire une solution approchée du probleme (#1).

2.8.1 Le schéma numérique volume fini

On se donne un maillage M de Q, on suppose que M vérifie toutes les hypotheéses données dans (2.3.1). Pour
chaque maille p € M on note A, = {0 € A, 0 C dp}. D'apreés les hypotheses sur M, si 0 € A, soit 0 € A, soit il
existe g € Mtel que 0 = ;. Enfin on note _n)p la normale extérieure a dp sortant de p.

On considere aussi une subdivision (t")p<,<n de [0, T], de la forme " = n X dt avec dt =

Pour toute maille p € Meto € Ay, etn € {0, .., N}, on définit:

’“’:dtf

La solution discrete (ug )peM, nefo,..,N) est définie par le schéma suivant:

fu+1

f V(x, .77, ()dy ()t

o_ 1 f
u, = "y o) up(x)dx, ¥vp e M, (2.49)
n+1
m(p) L Z fi Vi, =0, ¥pe M, nell,.,N). (2.50)
0EA,

Avec f'; définie par:
e Si o est une aréte intérieure, c.-a-d, il existe g € N(p) tel que o = 0,;, alors on pose:

famy si v >0,

fpo = (2.51)
f(u;) Sinon

e 5io est une aréte extérieure, c-a-d, 0 C Ay, alors on pose:

famy si Vi >0,

fo = (2.52)
f(gr) Sinon

1
no_ _ ~ n
Avec gl = © j; g(x, t")dy(x).
La solution approchée du probleme ($1) est définie par:

upar(x, ) = uy, si (x,6) € px [t ™. (2.53)

On suppose de plus que dt vérifie une condition CFL, c’est a dire, il existe une constante c € R qui dépend de f et

—_
V, telle que:
dt < ch. (2.54)
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Remarque 2.8.1 Le choix du décentrement dans (2.51) et (2.52) (décentrement amont) est dil au fait que la fonction f est
croissante. Dans le cas général on remplace f)'; V) ; par Fy ;(up, us), appelé flux numérique. Pour plus de détails voir ([20],[38]).

Remarque 2.8.2 Il est clair que si 0 = oy, alors on a:

f;:l,av;’;,a = _fqlfo g,o/
La solution approchée définie par le schéma volume fini (2.49) et (2.50) vérifie la stabilité L*. Plus précisément on a:

Proposition 2.8.1 ([38]) Soit uy,q la solution approchée du probleme (P1) définie par (2.49) et (2.50), on suppose que (2.54)
est vérifiée. Alors :

ALupg(x,t)<B, pp(x,t)eQ.
B et A sont définies en (2.9) et (2.8).

On sait que, sous les hypothéses (D), le probleme (1) admet une solution entropique faible u, et que cette solution
est unique.

Théoreme 2.8.2 ([38]) Soit uy,q la solution approchée du probleme (P1) définie par (2.49) et (2.50), on suppose que (2.54)
est vérifiée. Alors, uy, g4 converge vers u lorsque h tend vers 0 dans LF(Q), p € [1, oo[.

Le résultat précédent nous donne la convergence de la solution approchée vers 1, mais pas une estimation de l’erreur
ou I'ordre de la convergence. On sait ([20]) que lorsque Q = R? on a une estimation de I'erreur de 'ordre 1'/* (VA si
le maillage est cartésien). En revanche pour le probléme sur un domaine borné, i.e avec des données aux bords, il
n’y a pas “encore” de résultats sur l'estimation de I’erreur (pour d > 1).

Dans certains tests numériques, on fera la comparaison des résultats de la méthode lignes de courant avec les
résultats de la méthode volume fini.

Remarque 2.8.3 Dans les tests numériques de cette partie, et pour rester compatible avec les choix de la méthode lignes de
courant, on a pris comme approximation de V, ; la valeur:

Vi, = f V(e 1) 7, (0)dy ().
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2.9 Tests numériques

Dans cette partie, on donne quelques résultats de simulations numériques obtenues avec la méthode lignes de
courant.

On commence par donner les notations des normes qu’on utilisera dans la suite pour faire les comparaisons. Soit
Q € Em,Q = Yk qxlk, on définit:

QI = ) m(K)lgul,

KeM

IQl = (), m(K)lgxP)?,

KeM

IQlleo = sup{lgxl}.
KeM

Il est clair que ||.|lx (a € {1;2; oo}), définit une norme sur Epy.
Si u est la solution du probleme (P), et u € E( une solution approchée, alors on définit:

Ero(u) = |fu = Ppm()lla , v € {1;2; 00}. (2.55)

Les tests numériques sont divisés en deux parties, la premiere avec une vitesse stationnaire, la seconde avec vitesse
non stationnaire.
Les objectifs de ces tests sont:

1. étudier la convergence de la méthode en fonction de #, & le pas de maillage, et aussi l'ordre de convergence
(Test 1)

2. étudier la sensibilité de la méthode par rapport au maillage donné sur ), (Test 1Bis, Test 2)

3. étudier la sensibilité de la méthode par rapport au grand pas de temps lorsque la vitesse ne dépend pas du
temps, (Test 3).

4. étudier la sensibilité de la méthode par rapport au grand pas de temps lorsque la vitesse dépend du temps,
(Test 4, Test 5).

Remarque 2.9.1 o Dans les tests qui suivent (sauf test3), on a pris f(x) = x.
o Pour les résultats numériques, I'echelle considérée est linéaire (et non logarithmique), car notre but est de montrer qu’on
a une convergence de 'ordre de h et non de calculer I"ordre.
2.9.1 Vitesse stationnaire

Dans cette premiere partie des tests on considére une vitesse qui ne dépend pas du temps, i e on reste dans les
hypotheses du résultat de convergence. Le but de ces tests dans un premier temps est de voir " évolution de l'erreur
en fonction de & (1 le pas de maillage) et la vitesse de convergence a Nt fixée. Ensuite on fait varier Nt pour voir
I'influence du grand pas de temps DT (DT = T/Nr) sur la vitesse de convergence.

Ordre de convergence. Testl

On considere Q =]1,11[x]0, 10[c R? et I = [0, 1[ 'intervalle du temps, et les autres données du test sont:

e On suppose que la vitesse est donnée par:
— =
V(x/ ]/) € Q 7 V(x/ ]/) = (.X', —]/),
ainsi 7 vérifie les relations (3.7) et (2.7),
e pour les données initiales a t = 0, on prend:

Y(x,y) € Q,uo(x,y) =y/x,




36 2.9. TESTS NUMERIQUES

e pour les conditions aux limites, on suppose que:

8(xr, yp, t) = %ezt V(X Y, t) € 2.

Avec ces données, la solution du probleme (#) est donnée par:
Y(x,y,H) e Q=QXxI,u(x,y,t)= %em.
Ainsi a I'instant T, les normes de u dans Q sont:

(., Tl ey = 885.909, [[u(., D2y = 128.627.

Dans ce cas on prend un maillage cartésien de (), constitué de carrés de taille d = 10/n, avec n € N*.
Trois séries de simulations sont faites, avec Ny = 1,2,10.

Liste des figures

- Fig-2 représente Ery I’erreur en norme (|.|l1)
- Fig-3 représente Er I’erreur en norme (|.||2)
Sur les deux figures, on constate que:

1. A Nt fixé, I'erreur tend vers 0 lorsque / tend vers 0, avec une convergence de ’ordre /i (& partir de & = 0.2 pour
N7 = 10).

2. A h fixé, l'erreur augmente avec N7, en revanche on remarque qu’ a partir d"un certain / (ici h = 0.1) la
différence devient trés petite, c.-a-d 'erreur due a la “moyennisation” lorsque & diminue devient négligeable
devant 'erreur du schéma numérique.

Comportement par rapport au maillage M. Test1Bis

Pour ce test on reprend les mémes données que dans le test précédent, mais avec un maillage non cartésien de Q,
constitué de trapezes (voir Fig-7), dans le but de voir l'influence du maillage initial M de Q sur la méthode des
lignes de courant.

Remarque 2.9.2 Ce maillage est choisi de cette fagon car dans le probleme physique qui nous intéresse, on utilise souvent un
maillage dont les volumes de controle sont des trapezes (en 2D).

Deux séries de tests sont faites avec Ny = 1 et Ny = 2.

Liste des figures

- Fig-7 représente le maillage sur (), ainsi que les lignes de courant tracées dans QQ

- Fig-4 représente Erq I’erreur en norme (|.]l1)

- Fig-5 représente Er, I’erreur en norme (||.||»)

On remarque qu’on a toujours une convergence de l'ordre de & (a partir de i = 0.2 pour Er»), et que la méthode se
comporte bien pour ce maillage.

Contrairement a la méthode volume fini, qui dépend beaucoup du maillage M, la méthode des lignes de courant
est beaucoup moins dépendante du maillage M. En fait, la sensibilité de cette méthode au maillage donné sur Q est
limitée seulement au tragage des lignes de courant, et la régularité qu'on demande au maillage M sert seulement a
assurer le bon tragage des lignes de courant.

On verra (cf Annexe A) qu’il y a plusieurs méthodes pour tracer les lignes de courant lorsque les mailles de M ne
sont pas des rectangles.
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Comportement par rapport au maillage M. Test 2
On considere Q =]0,2000[%]0,2000[c R? et I = [0,30][ I'intervalle du temps, et les autres données du test sont:

e On suppose que la vitesse est donnée par:
V(x,y) €Q, V(x,y) = 1000((x: — )1 — 2y1), —(v1 — 1)1 - 2x7)),

- — -
avec x1 = x/2000, y1 = y/2000. V vérifie div(V) = 0et V(x,y) = 0si (x, y) € 0Q
e pour les données initiales & t = 0, on prend:

Y(x,y) € Q1 =]1250,1500[% , ug(x, y) = 1,

Dans ce cas, onn’a pas la solution exacte du probleme. Afin de faire une estimation de la solution approchée donnée
par la méthode lignes de courant, on construit une solution approchée de ce probleme par la méthode volume fini
sur un maillage tres fin de Q (20002000 mailles). Ensuite on projette cette solution de référence sur le maillage
grossier ( 40 X 40 mailles) et on compare avec la solution lignes de courant. En méme temps on a construit une
solution approchée de ce probleme sur le maillage grossier par la méthode volume fini.

Les résultats de comparaison avec la solution de référence:

| | N, | Er, | N, | ER, |
ref 4.035 | 0.000 | 25.000 | 00.000
Idc 3.987 | 1.185 | 25.059 | 08.357
impes | 1.423 | 3.368 | 25.000 | 35.255

On remarque sur les résultats de comparaison que la solution approchée donnée par la méthode lignes de courant
est beaucoup plus précise que celle donnée par la méthode volume fini. 1l est clair que la solution volume fini est
influencée par le fait que la maillage sur Q) n’est pas adapté au champ de vitesse. Cependant la méthode des lignes
de courant se comporte bien et elle n’est pas influencée par le maillage.

Schéma des lignes de courant non conservatif!

-
Dans le test précdent, on a V.71 = 0, ou 7 est la normale extérieure a Q. Ce qui donne par intégration de
I’équation vérifiée par u sur ()
f owu(x, t)dx
Q

- f div(f(u(x, )V (x))dx
Q

f Fu)V Tidy = 0.
9Q
Autrement dit,
VYt e [0,T], f u(x, t)dx = f uo(x)dx.
Q Q

Or dans ce test, la solution approchée donnée par la méthode des lignes de courant ne vérifie pas cette relation
(I fQ uyac(x, 30)dx — fQ up(x)dx| = 0.059), contrairement a celle donnée par la méthode volume fini.

Dependance par rapport a N7, Test3
On considere Q =]0, 1[2c R? et I = [0, 1] l'intervalle du temps, et les autres données du test sont:

e On suppose que la vitesse est donnée par:

Vi y) eQ, Vi y) = (1,1),
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e pour les données initiales a t = 0, on prend:

Vix,y) € Q,up(x,y) =y +x,

e pour les conditions aux limites, on suppose que:

Yr + %

t+ D) SNy, yp, t) € X

8(xr, Yr, t) =

e la fonction f est donnée par :f(u) = u?/4.
Avec ces données, la solution du probleme (#) est donnée par:

X+y
(t+1)

Y, y, ) €eQ=QXI,u(x,y,t)=
Ainsi a l'instant T, les normes de u dans Q sont:

(., D1y = 0.5, [lu(., Dllr2q) = 0.50054.

Dans ce cas on prend un maillage cartésien de ), constitué de carrés de tailled = 1/n, avec n € N*.
Deux séries de simulations sont faites, avec Ny = 1 et Ny = 5 = 1, ot /i est le pas du maillage (h = \/Ed) etc=1/V2.

Liste des figures ‘

- Fig-12 représente Ery I’erreur en norme (|.|l1)
Sur cette figure, on constate que:

1. ANt =1 (resp. Nt = c¢/h) fixé, 'erreur tend vers 0 lorsque / tend vers 0, avec une convergence de 1'ordre h.
2. Les résultats pour Nt de 'ordre de 1/h sont légerement meilleurs que ceux de Nt = 1.

On peut dire a I'issue de ce test que lorsque les données sont régulieres et que la vitesse ne dépend pas du temps
on a toujours une estimation de 'erreur de l'ordre de /, et cette estimation est indépendante de N7. Ce qui est donc
milleur que I’estimation théorique demontrée du théoreme 2.6.3
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Fig 3. Er, en fonction de h, pour N différent. Test1
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Erreur (en norme Ll)

=
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Fig 4. L’erreur en fonction de h, pour Nt différent. Test1Bis
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Fig 5. L'erreur en fonction de h, pour Nt différent. Test1Bis
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Fig 10. La soluition Idc a t = 30. Test2

Fig 11. La solution VF a t = 30. Test2
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Fig 8. Les données initiales i t = 30. Test2 Fig 9. La solution de référence a t = 30. Test2
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Fig 12. Le comportement de I'erreur en fonction de h, Test3

2.9.2 Vitesse non stationnaire..

Dans cette partie on teste la méthode des lignes de courant sur des cas ot la vitesse dépend du temps aussi. Le but
de ces tests est d’étudier le comportement de cette méthode vis-a-vis de Nt (le grand pas de temps).

Test4

Dans ce premier test on prend une vitesse de la forme 7(., t) = G(t)vo(.), avec \_}0 ne dépendant pas du temps. On

sait que dans ce cas une ligne de courant tracée dans Q dont le point d’origine est p garde la méme trajectoire au
cours du temps, mais que seul le temps de vol change.
On considere Q =]0,1[x]0, 1[c R? et I = [0, 1[ l'intervalle du temps, et les autres données du test sont:

e On suppose que la vitesse est donnée par:
Y, €0, Vix,) = GO ),
avec G(t) = 2t + 1. Ainsi 7 vérifie les relations (3.7) et (2.7),
e pour les données initiales & t = 0, on prend:
Yx,y) € Q,up(x,y)=x+y,
e pour les conditions aux limites, on suppose que:
Q(xr, yp, t) = x,e @+ 4 yre(tz”) N, yr,t) € 2.
Avec ces données, la solution du probleme (#1) est donnée par:

2+t

V(x,y,H) e Q=QXI,u(x,y,t)= xe 4 ye
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A l'instant T, les normes de u sont:
lu(., Dl = 3.7622, |u(., T)ll12q) = 4.32499.

Pour ce test on a pris un maillage cartésien de £), on a fait deux tests avec deux pas de maillage /1 et hp = 0.5 X h;.

Listes des figures

- Fig-13 représente Erq I’erreur en norme (||.|l1)
- Fig-14 représente Er, I’erreur en norme (||.|12)
On remarque sur ces figures:

e La variation de I'erreur est trés grande lorsque DT est grand, en particulier entre DT =T, DT = et DT = L.

e Pour DT proche de 0, l'erreur diminue lorsque DT diminue aussi, mais la variation de I'erreur n’est pas tres
importante.

e A DT fixé, on remarque que l'erreur diminue par rapport a /1, par exemple pour DT = {5, on a Ery,, = 0.1182
et Ery, = 0.0984.

La deuxieéme remarque rejoint la remarque du test 1, a savoir que l'erreur due a la moyennisation lorsque & diminue
devient négligeable devant 'erreur du schéma numérique.

Donc pour ce test, on peut dire qu’on doit prendre DT petit pour avoir de bons résultats. Le DT idéal (qu’on notera
désormais DT") serait ici %. Il est intéressant de voir que ce DT est le méme pour h, et ;. Donc ce choix ne dépend
pas de h mais uniquement de la vitesse.

Remarque 2.9.3 Il est clair que pour avoir la convergence de la méthode des lignes de courant, il faut que DT tend vers 0. En
revanch, ce test montre que DT peut tendre vers 0 indépendement de h (i.e plus de condition CFL sur DT)

Résultats VF

On donne ici les résultats obtenus pour ce test par la méthode volume fini,

e Pour iy,

dt | 0.0125 | d+*=0.0111 | 1073 107

Ery | 1126.16 0.7467 0.0473 | 0.0478

e Pour h, = %1,

dt | 0.004 |dt=0.00395| 10 |5+107*

Ery | 15.867 0.4259 0.0238 | 0.0239

dt* représente le plus petit pas de temps pour lequel la méthode volume fini donne une bonne précision. On constate
sur les résultats de la méthode volume fini que dt; < 0.5 xdt; .




2.9. TESTS NUMERIQUES 45

Test5

Dans ce test, on prend une vitesse qui ne dépend que du temps. Bien stir dans ce cas, a chaque grand pas de temps,
on retrace les lignes de courant et dans ce cas la trajectoire d’une ligne et le temps de vol changent au cours du
temps.

On considere Q =]0,1[x]0,1[c R? et I = [0, 1] I'intervalle du temps, et les autres données du test sont:

e On suppose que la vitesse est donnée par:
— 5
Yx,y) € Q,V(x,y,t)=—(10t" -t +1,20t),

ainsi V vérifie les relations (3.7) et (2.7),

e pour les données initiales a t = 0, on prend:

Y(x,y) € Q,up(x,y)=¢e" +¢,
e pour les conditions aux limites, on suppose que:
g, yr t) = 356%7%” + efew’z SNy, yp, t) € X
Avec ces données, la solution du probleme () est donnée par:

3 2
Vi, v, ) € Q= QX ,u(x,y,t)=ees 7 4 eVl
A l'instant T, les normes de u sont:

”1/[(., T)”L](Q) =37927.1, ||7/i(., T)“LZ(Q) = 39444 8.

Listes des figures

- Fig-15 représente Ery I’erreur en norme (||.|l1)

- Fig-16 représente Er, I’erreur en norme (||.||2)

Pour ce test on peut prendre les mémes remarques que pour le test précédent. En particulier le DT en question ne
dépend pas de & et il dépend de la vitesse (voir aussi remarque 2.9.3).

En fait, pour le test précédent on a constaté que DT* = £ alors que pour ce test DT* = -, ceci s’explique par la forte
dépendance de la vitesse par rapport a t dans le deuxieme test.

Remarque 2.9.4 Le DT fait penser a une condition CFL, sur le nombre de fois oit on doit mettre a jour la vitesse. Or dans
cette méthode et contrairement a la méthode volume fini cette condition ne dépend pas de h.

Résultats VF

On donne ici les résultats obtenus pour ce test par la méthode volume fini,

e Pour iy,

dt | 12+107* | d'=11%10"* | 1074 107°

En 3399 358.02 250.79 | 242.69

h
7

e Pourhp = 3
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dt | 51+10™* | d=5+10"* 107 107°

Er 1492.8 181.103 133.387 | 125.649

dt* represente le plus petit pas de temps pour lequel la méthode volume fini donne un bon résultat. On note aussi
que pour DT = T/100, I’erreur Er; donnée par la méthode des lignes de courant est 303.782 pour h; et 178.347 pour
hy.

On constate aussi pour ce test, comme pour le test2, que df; < 0.5+df; pour la méthode volume fini, cependant
DT reste le méme pour les deux h.

Ce qui veut dire que lorsque le pas du maillage baisse, on est obligé de faire plus de mises a jour de la vitesse
pour la méthode volume fini (Condition CFL), en revanche pour la méthode des lignes de courant on garde
pratiquement le méme nombre de mises a jour de la vitesse.

Remarque 2.9.5 Il est clair que lorsque h diminue, sur chaque ligne de courant le maillage change, et par conséquent, le petit
pas de temps sur la ligne baisse aussi.
Comportement par rapport a /i, Test5Bis

Dans le test 5, on a étudié la méthode des lignes de courant par rapport a Nt. Ici on va fixer Nt a 110, et on fera
varier h, on garde les autres données inchangées.
Les résultats obtenus:

h | 0.025000 | 0.016667 | 0.012500 | 0.006250 | 0.003125 | 0.001562

Ery | 297534 | 211.501 | 171.464 | 130.267 | 099.781 ?
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Fig 13. Ery en fonction de DT (le grand pas de temps). Test4
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Fig 14. Er, en fonction de DT. Test4
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Fig 15. Ery en fonction de DT. Test5
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Fig 16. Er, en fonction de DT. Test5
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Fig17. Les LDCat =0,0. Test 5
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Fig 18. Les LDCat =0,75. Test 5
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2.10 Vitesse avec divergence non nulle

Dans les parties précédentes on a traité le cas d’une vitesse 7 qui vérifie div(V) = (0. Or dans la modélisation des
bassins, et sous l'effet de la compaction la divergence de la vitesse totale n’est plus nulle (cf partie 3 pour la définition
de la vitesse totale, et partie 4 pour les équations mathématiques), ce qui n’est pas toujours le cas dans la simulation
des réservoirs.

On considere a nouveau le probleme (#), mais cette fois-ci on ne prend aucune condition sur la divergence de

7, i.e on supprime la relation (3.7) de 'hypothese D2. Le résultat d’existence et unicité de la solution entropique
(Théoreme 2.2.1) reste valable dans ce cas.
On suppose que u la solution de ce probleme est de classe C! sur Q. Soit / une ligne de courant tracée dans Q par
rapport a T/), caractérisée par le triplet (p, I, q). On définit sur / la fonction v par v(z, t) = u(q(t), t) pour tout 7 € I;.
D’apres la définition de v, ona:

do(t, t) = du(q(t), ),

20t = Vug), ). Vgw).

D’autre part on a:
div (f (u(q(0), 1) V(@) = £ w@q(x), ) Viulg(o), H.V (g(0) + £ (u(g(0), ) div(V (q(0)))-
Vu que u est la solution du probleme (), on en déduit que v résout I’ équation suivante:
(T, t) + d. f(v(t, 1)) + f(v(7, t))div(?(q(f))) =0, Y(r,t)e [ x I (2.56)

—_
Par rapport au cas o1 div(V') = 0 (équation 2.12) on remarque sur cette équation la présence d’un terme en plus, il
—
s’agit de fdiv(V'). Ce terme peut étre vu comme un terme source.

Schéma numérique pour I'équation 2.56

On utilise les notations de 2.3.2. Pour toute maille K € M on pose:
Dy = —— f div(V (x))dx.
m(K) Jx
Soit I'' = (1;)9<i<y une subdivision de I, pour tout j € {0,..N — 1}, on définit d; par:

d]' = Dk, Si]'EIK,[.

(] € IK,[ si Im(q‘h}_ﬁj”[) C K)
Le schéma numérique est défini par les relations:

Vjie{o,.,N-1}, z;;? = P(uo)x sij €Ik, (2.57)
Ynefl,., T/k}, v"; = g(p,t"), (2.58)
A,
V(j,n) €10,.,N -1} x {1,.., T/k}, 7’(07” — ) + (f(©)) = f(V] 1)) + f(v])d; = 0. (2.59)

Avec k le pas de temps sur la ligne de courant (voir 2.3.3), k est choisi tel que T/k € N. vl est l'approximation de v
sur [Tj/ Tj+1 [X[tnl tn+1[

Pour assurer la stabilité de ce schéma on pose une condition (CFL) sur le pas de temps de type k < cA;, avecc € R}

—_

une constante qui dépend de la vitesse V mais aussi de la fonction f.

Le choix de ce schéma nous semble ‘naturel’ bien qu’on n’ait pas encore de résultats mathématiques sur ce schéma.
Les tests numériques ont donné de bons résultats. Cependant dans ([17]) il y a un résultat de convergence et une
estimation d’erreur ( de 'ordre /1) pour une équation similaire (sur R?), i.e avec un terme source et le méme schéma.
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La méthode lignes de courant dans ce cas:

On applique le méme algorithme expliqué pour le cas ou div(?) = 0 (voir partie 2.5.2). La seule différence est
la résolution numérique de 1'équation le long de chaque ligne de courant, car dans ce cas on applique le schéma
donné ci-dessus (équations 2.57-2.58 et 2.59).

2.10.1 Test numérique, Test 6

H
Le but ici est de tester la méthode des lignes de courant lorsque div(V') # 0, et de valider le schéma numérique
qu’on a choisi. D’autres tests pour la modélisation des bassins ont été faits (voir chapitre 4).
On considere Q =]1,11[x]0, 10[c R? et I = [0, 1[ 'intervalle du temps, et les autres données du test sont:

e On suppose que la vitesse est donnée par:
— =
V(x,y) €Q,V(xy) = (xy),
- —
ainsi V vérifie V(x, y) € Q, div(V (x, y)) = 2.
e pour les données initiales a t = 0, on prend:
Y(x,y) € Q,uo(x, y) = xye’,
e pour les conditions aux limites, on suppose que:
§Cxr, Yr 1) = Xy ¥ (xy, ) € T
Avec ces données, la solution du probleme (#) est donnée par:
Yx,y, ) € Q=QxI,u(x,y,t)=xye .
Ainsi a l'instant T, les normes de u dans Q sont:
[lu(., Dlliyq) = 5.02138, [|u(., T)lli2q) = 6.69518.

Dans ce cas on prend un maillage cartésien de ), constitué de carrés.

Liste des figures

- Fig-19 représente Erq I’erreur en norme (||.|l1)

- Fig-20 représente Er, 1’erreur en norme (||.||»)

- Fig-21 représente I'ensemble des lignes de courant tracées dans Q.

Sur les deux figures, on constate que la méthode se comporte bien et qu’on a une trés bonne présicion de la solution
approchée.

D’autre part, sur la figure (Fig-21), on remarque que dans la maille K = [0,dx] X [0,dx] on a Ix = L, i.e toutes les
lignes de courant passent par cette maille.
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Fig 20. Er, en fonction de h. Test 6
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2.11 Remarques générales

2.11.1 Lecasouu est BV

Pour avoir le résultat de convergence (Théoreme 2.6.3), on a supposé que u la solution du systeme () était de classe
C?, or cette hypothese est tres forte, car en général les “bons” espaces des fonctions pour étudier les problemes
hyperboliques sont les espaces BV (Q2) (ou L*(£2)).

Pour montrer la convergence de cette méthode dans le cas o1 # est BV on est confronté a deux problemes:

1. Définition de u sur une ligne de courant

Lorsque u la solution du probleme (P) est de classe C', ou continue, on peut définir sa trace sur une ligne de courant
(relation 2.3). Or si u est dans BV(Q) ou LP(Q), cette définition n’a plus de sens car u n’ est plus définie en chaque
point x € Q.

2. Définition du probléme sur une LDC

Le deuxiéme probleme est de déterminer le probleme a résoudre sur chaque ligne de courant, car on ne peut plus
utiliser le lemme (2.1.4), puisque u n’est pas défini sur la ligne de courant.

Ces deux points posent une difficulté importante pour montrer la convergence de cette méthode vers la solution du
probleme (P).

Remarque 2.11.1 Au niveau numérique, il n’y a pas de problemes pour définir la trace de u sur une ligne de courant, car on
travaille avec des fonctions constantes par mailles ( les fonctions sont dans E ), et la projection de u dans E py est bien définie.

Plusieurs tests numériques ont montré le bon comportement de cette méthode, méme avec des fonctions BV (voir
Test 2), et on estime, sous certaines conditions sur la vitesse, qu’on peut avoir une démonstration de la convergence.

2.11.2 Schéma non conservatif

Pour les problemes de conservation issus de la physique, on cherche des méthodes numériques qui gardent le
caractere conservatif. Plus précisement, on considére u la solution du probleme (#1), soit f € I, on integre la
premiere équation vérifiée par u sur (2, ce qui donne:

f&tu(x,t)dx = —f div(f(u(x,t))?(x,t))dx
Q Q

—_
= - f fw)V . rdy.
o0
. . (e T ) 4o
Si on suppose de plus que la vitesse vérifie V.7 = 0 (77 étant la normale extérieure sur Q), alors on trouve que u
vérifie:

f owu(x, Hdx = 0.
o)

donc, on cherche une solution approchée de u dans &, qui vérifie:

Vn, Z m(p)u;+1 = Z m(p)uz.

peM peM

Or la méthode des lignes de courant ne vérifie pas cette relation (cf. résultat du test 2). Ceci est di au passage entre
les lignes de courant et I’ ensemble des mailles (voir partie 2.4). Néanmoins, on peut signaler que le schéma sur une
ligne de courant est conservatif lorsque la vitesse a une divergence nulle.

Remarque 2.11.2 La méthode volume fini garde le caractére conservatif du probleme (cf. remarque 2.8.2).




