
——————– oOo ——————–

L
e chapitre à venir a pour objet une étude de faisabilité concernant la déter-

mination d’un terme de dissipation sur les zones les plus sollicitées du Bras

Elastomérique.

La démarche peut se résumer en deux étapes :

1. On détermine, dans un premier temps, la zone la plus sollicitée en terme de

contraintes et de déformations via un calcul de sous structuration (comporte-

ment élastique),

2. puis, en considérant les solutions élastiques en contraintes et déformations

(¯̄σ0, ¯̄ε0) comme les amplitudes des solutions que l’on obtiendrait, sous sollicita-

tions harmoniques, à partir du modèle rhéologique de Poynting-Thomson,

un terme de dissipation est déterminé. Cette grandeur résulte de l’établissement

de relations entre les coefficients du modèle en grandes déformations (supposés

identifiés via l’algorithme du paragraphe § II.2.3) et leurs homologues définis-

sant le modèle en petites perturbations.

——————– oOo ——————–

163

Détermination d’un terme de

dissipation à partir des résultats de

sous structuration



Plan du Chapitre V

V.1 Introduction et motivations de l’étude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

V.2 Choix du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

V.2.1 Cas d’une sollicitation monodimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

V.2.2 Identification des caractéristiques du modèle de Poynting-Thomson en pe-

tites perturbations en fonctions d’un jeu de paramètres identifiés en grandes

déformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

V.2.2.a Démarche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

V.2.2.b linéarisation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

V.2.2.c identification des paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

V.3 Cas d’un chargement de traction harmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

V.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173



V.1. Introduction et motivations de l’étude 165

V.1 Introduction et motivations de l’étude

L’hétérogénéité et la complexité de structures telles que le Bras Elastomérique (cf. cha-

pitre IV), nous a contraint, malgré la mise en place de techniques de sous structuration simplifiant

grandement le problème numérique, à adopter des comportements simples pour les différents

constituants (élasticité linéaire). Ce cadre présente deux inconvénients majeurs dans le cadre de

sollicitions harmoniques :

– d’une part, il ne rend pas compte du caractère amortissant des élastomères

– et d’autre part il ne tient pas compte de l’échauffement lié aux propriétés visqueuses de ces

matériaux.

Le premier point est en partie résolu par une méthode énergétique et moyennant quelques hy-

pothèses (cf. § IV.4.4.d). Le second fait l’objet de l’étude présentée dans ce chapitre, à savoir la

détermination, sous un jeu minimum d’hypothèses, de la dissipation au coeur de l’élastomère. Ce

résultat est à prendre comme une première indication quant aux lieux privilégiés d’augmentation

de température et donc d’un éventuel endommagement dû aux effets thermiques.

V.2 Choix du modèle

Le modèle de Kelvin-Voigt a été présenté au paragraphe § IV.4.4.d dans le cadre de la

détermination de l’amortissement global du Bras Elastomérique. La dissipation intrinsèque est

une grandeur locale qui réclame a priori plus de précision que d’éventuelles grandeurs globales.

C’est pour cette raison que l’on choisit d’utiliser le modèle de Poynting-Thomson. On rappelle

que ce modèle est mis en oeuvre dans les chapitres II et III.

ε

K

k

η

εvεe

Figure V.1 – Modèle de Poynting-Thomson en petite déformation.

V.2.1 Cas d’une sollicitation monodimensionnelle

Sous l’hypothèse des petites perturbations, le modèle est gouverné par les équations suivantes :

{

ε = εe + εv

σ = K(ε− εv) = kεv + ηε̇v
(V.1)
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Dans le cas d’une sollicitation en déformation monodimensionnelle, d’amplitude ε0, de pulsation

ω et de déphasage nul, on a en notation complexe :

ε∗ = ε0e
iwt avec ε0 ∈ R+, (V.2)

σ∗ =
K(k + iwη)

k +K + iωη
ε0e

iwt, (V.3)

ε∗v =
K

k +K + iωη
ε0e

iωt. (V.4)

Le retour aux notations réelles donne alors une contrainte de la forme :

σ = σ0 cos(ωt+ ϕ) (V.5)

avec







σ0 =
Kε0

(k +K)2 + ω2η2

[
(k(K + k) + ω2η2)2 +K2ω2η2

]1/2

ϕ = tan−1

(
Kωη

k(K + k) + ω2η2

) , (V.6)

et une déformation visqueuse donnée par :

εv = εv0 cos(ωt+ β) (V.7)

où







εv0 =
Kε0

[(k +K)2 + ω2η2]1/2

β = tan−1

(
ωη

k +K

) . (V.8)

La dissipation intrinsèque instantanée peut alors se mettre sous la forme :

φint = ηε̇2v

= η
K2ε0

2ω2

(k +K)2 + ω2η2
sin2(ωt+ β). (V.9)

L’énergie dissipée sur un cycle se met alors sous la forme :

W int =

∫ 2π/ω

0
φint(t)dt

= η
K2ε0

2ωπ

(k +K)2 + ω2η2
. (V.10)
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V.2.2 Identification des caractéristiques du modèle de Poynting-Thomson

en petites perturbations en fonctions d’un jeu de paramètres identifiés

en grandes déformations

V.2.2.a Démarche

On se propose, dans ce paragraphe, de déterminer les coefficients du modèle de Poynting-

Thomson, dans le cadre des petites perturbations à partir des coefficients identifiés en grandes

déformations de ce même modèle.

La démarche est la suivante : on linéarise les équations du modèle obtenues au chapitre II

en grandes déformations, puis on détermine les caractéristiques de traction et de cisaillement du

modèle en petites déformations.

V.2.2.b linéarisation du modèle

On rappelle les équations du modèle de Poynting-Thomson en grandes transformations :







¯̄F · ¯̄S = ¯̄π = 2ρ0
¯̄F · ¯̄Cv

−1
((

∂ψe
∂Ie1

+ Ie1
∂ψe
∂Ie2

)

¯̄1 −
∂ψe
∂Ie2

¯̄C · ¯̄Cv
−1
)

+ p ¯̄F
−T

∂ϕ

∂
˙̄̄
Cv

− ρ0
¯̄Cv

−1
· ¯̄C · ¯̄Cv

−1
((

∂ψe
∂Ie1

+ Ie1
∂ψe
∂Ie2

)

¯̄1 −
∂ψe
∂Ie2

¯̄C · ¯̄Cv
−1
)

+

(
∂ψv
∂Iv1

+
∂ψv
∂Iv2

Iv1

)

¯̄1 −
∂ψv
∂Iv2

¯̄Cv + q ¯̄Cv
−1

= 0

(V.11)

avec, pour les potentiels énergie libre et le pseudo-potentiel de dissipation, les formes suivantes :







ψe

(
¯̄Ce

)

= c1 (Ie1 − 3) + c2 ln

(
Ie2
3

)

ψv

(
¯̄Cv

)

= a1 (Iv1 − 3)

ϕ
(

˙̄̄
Cv

)

=
ν

2
˙̄̄
Cv :

˙̄̄
Cv

(V.12)

Sous l’hypothèse des petites perturbations, on rappelle que :

{
¯̄C = 1 + 2¯̄ε

¯̄Cv = 1 + 2¯̄εv
(V.13)

et que

¯̄σ = ¯̄π = ¯̄S. (V.14)

Les conditions d’incompressibilité se traduisent par :

tr ¯̄ε = tr ¯̄εv = tr ¯̄εe = 0. (V.15)
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On pose, de plus :






we1 =
∂ψe
∂Ie1

+ Ie1
∂ψe
∂Ie2

= c1 + c2 +
2c2
3

tr ¯̄εe
︸︷︷︸

=0

+O(¯̄εe
2)

we2 =
∂ψe
∂Ie2

=
c2
3

−
4c2
9

tr ¯̄εe
︸︷︷︸

=0

+O(¯̄εe
2)

wv =
∂ψv
∂Iv1

= a1

∂ψv
∂Iv2

= 0

(V.16)

si bien que l’on a pour (V.11a), aux termes d’ordre 2 prés :

¯̄S = 2we1(
¯̄1 − 2 ¯̄εv) − 2we2(

¯̄1 − 4¯̄εv + 2¯̄ε) + p(¯̄1 − 2¯̄ε)

= (2we1 − 2we2 + p)
︸ ︷︷ ︸

p′

¯̄1 − 4we2 ¯̄ε− 4(we1 − 2we2)¯̄εv − 2p ¯̄ε

(V.17)

et donc

¯̄σ = p′¯̄1 + 4
(

c1 +
c2
3

)

(¯̄ε− ¯̄εv) (V.18)

Il en va de même pour (V.11b) :

ν
˙̄̄
Cv −

¯̄Cv
−1

· ¯̄C · ¯̄Cv
−1
(

we1
¯̄1 − we2

¯̄C · ¯̄Cv
−1
)

+ wv
¯̄1 + q ¯̄Cv

−1
= 0

2ν ˙̄̄εv − we1(
¯̄1 − 4¯̄εv + 2¯̄ε) + we2(

¯̄1 − 6¯̄εv + 4¯̄ε) + wv
¯̄1 + q ¯̄Cv

−1
= 0

2ν ˙̄̄εv + (we2 − we1 + wv + q)
︸ ︷︷ ︸

q′

¯̄1 + (4we2 − 2we1)(¯̄ε− ¯̄εv) + 2wv ¯̄εv = 0

On adopte la forme suivante :

2
(

c1 +
c2
3

)

(¯̄ε− ¯̄εv) = 2νε̇v + 2a1 ¯̄εv + q′¯̄1 (V.19)

V.2.2.c identification des paramètres

Les équations (V.18) et (V.19) permettent alors l’identification des paramètres du modèle de

Poynting-Thomson sous l’hypothèse des petites perturbations et ce, en considérant les cas de

chargement de cisaillement et de traction.

Chargement de cisaillement

On pose dans ce cas :

[σ]







0 σxy 0

σxy 0 0

0 0 0






, [ε] =







0 εxy 0

εxy 0 0

0 0 0






, [εv] =







0 εvxy 0

εvxy 0 0

0 0 0







(V.20)
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Les équations (V.18), (V.19) donnent alors :






σxy = 4
(

c1 +
c2
3

) (
εxy − εvxy

)

2
(

c1 +
c2
3

) (
εxy − εvxy

)
= 2νε̇xy + 2a1ε

v
xy

. (V.21)

Les caractéristiques de cisaillement du modèle en petites déformations sont alors données par :






Kc = 2
(

c1 +
c2
3

)

kc = 2a1

ηc = 2ν

(V.22)

Chargement de traction

Ce cas de chargement implique les formes suivantes des différentes grandeurs cinématiques et

sthéniques :

[σ]







σx 0 0

0 0 0

0 0 0






, [ε] =







εx 0 0

0 εy 0

0 0 εy






, [εv] =







εvx 0 0

0 εvy 0

0 0 εvy






, (V.23)

si bien que (V.18) donne :






σx = p′ + 4
(

c1 +
c2
3

)

(εx − εvx)

0 = p′ + 4
(

c1 +
c2
3

) (
εy − εvy

) . (V.24)

Une combinaison de ces deux équations permet l’élimination du terme de pression. Puis la condi-

tion d’incompressibilité globale (resp. visqueuse) permet d’exprimer εy (resp. εvy) en fonction εx

(resp. εvx) :

σx = 6
(

c1 +
c2
3

)

(εx − εvx) . (V.25)

Par une démarche analogue sur l’équation (V.19), on a :

{

σx = 4νε̇vx + 4a1ε
v
x + (2q′ + p′)

0 = 4νε̇vy + 4a1ε
v
y + (2q′ + p′)

(V.26)

et donc

σx = 6νε̇vx + 6a1ε
v
x . (V.27)

V.25 et V.27 permettent alors de déduire les caractéristiques de traction du modèle comme étant :






Kt = 6
(

c1 +
c2
3

)

kt = 6a1

ηt = 6ν

(V.28)





V.3 Cas d’un chargement de traction harmonique

On se propose, à titre d’illustration, d’observer l’évolution du terme de dissipation le long

de la zone intermédiaire (cf. FIG. IV.8) dans le cas d’un chargement de traction harmonique de

fréquence 6Hz. Les résultats présentés FIG. V.2 sont normalisés dans un souci de confidentialité.
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(f) Dernier tronçon, côté rotor

Figure V.2 – Evolution normalisée du terme de dissipation le long de la zone intermédiaire.

Cette étude met en évidence, sur le premier tronçon, un terme de dissipation important sur

l’extérieur de la pièce ( 1©, FIG. V.2(a) et FIG. V.2(b)). Une concentration fait sont apparition

entre les baguettes de verre sur la section de droite de ce même tronçon ( 2©, FIG. V.2(b)). Puis,

ce phénomène semble se généraliser à toutes les zones d’élastomère situées entre les baguettes de

verre pour atteindre un maximum sur le huitième tronçon ( 3©, FIG. V.2(c) et FIG. V.2(d)). Le

terme source s’amenuise par la suite pour finalement réaugmenter – sans pour autant atteindre

les niveaux précédents – à la frontière zone intermédiaire / partie courante. Ceci semble, une

fois de plus, mettre en avant le rôle prépondérant joué par les baguettes de verres qui, par une

déformation en tonneau importante, influent fortement sur les zones d’élastomère les séparant.
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V.4 Conclusion

L’objet de ce chapitre n’est pas de produire une étude complète sur l’ensemble des charge-

ments présentés au chapitre IV, mais de proposer une méthode permettant une première approche

d’un terme de dissipation mécanique et ce, à partir d’un unique calcul élastique.

La démarche est basée sur, d’une part, une linéariastion au premier ordre des équations gou-

vernant le modèle de Poynting-Thomson dans le cadre défini dans le chapitre II et, d’autre

part, par la prise en compte des solutions en contraintes et déformations (¯̄σ, ¯̄ε) d’un problème

élastique comme les amplitudes des solutions d’un problème équivalent mais faisant interve-

nir un comportement viscoélastique (modèle de Poynting-Thomson) et sous une sollicitation

harmonique.

Il est certain que les résultats présentés, à titre d’exemple et d’illustration, au paragraphe

§ V.3 sont à considérer avec prudence de par les hypothèses formulées pour arriver à ces résultats.

Cependant, on constate que au moins d’un point de vue qualitatif, les résultats obtenus présentent

une assez bonne cohérence et peuvent donner une bonne idée du comportement dissipatif local

de pièces complexes telles que le Bras Elastomérique.

Par ailleurs, il ne semble pas exclu, après une vérification plus quantitative des niveaux

de dissipation, de prendre en compte ce terme mécanique comme un terme source d’un calcul

thermique qui pourra à son tour donner une bonne indication sur les niveaux de température

atteint dans la pièce, sa répartition, son évolution et sur une éventuelle fatigue thermique.
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Conclusion

Ce manuscrit aborde deux types de difficulté classiquement rencontrées dans la résolution

numérique de problèmes (thermo-)mécaniques :

– D’une part, une difficulté d’ordre comportementale (i.e. on ne s’intéresse qu’au matériau),

avec la proposition d’un algorithme de couplage thermo-mécanique en vue de caractériser

le comportement d’un élastomère.

– D’autre part, une difficulté que l’on peut qualifier de numérique, dans le sens ou elle réside

davantage dans l’organisation des calculs que dans le comportement des matériaux.

– Finalement, une ébauche de réponse est donnée dans le cas d’un problème présentant

simultanément ces deux difficultés.

De manière plus détaillée, concernant la caractérisation d’un élastomère, on part d’une formu-

lation thermodynamique en grandes déformations ramenée au cadre des descriptions à configura-

tions intermédiaires. Ceci permet, après la prise en compte de l’incompressibilité, de pleinement

établir, à la fois les lois de comportement et les lois d’évolution des différentes variables internes

introduites. Un résultat intermédiaire sur la décomposition du potentiel énergie libre permet de

ramener cette description à une généralisation aux grandes transformations de modèles rhéolo-

giques.

Partant de ces résultats, on s’attache à identifier le comportement d’un élastomère. Pour ce faire,

on considère une description à un seul état intermédiaire visqueux définissant ainsi les trois mo-

dèles rhéologiques de Maxwell, Zener et Poynting-Thomson. Le choix d’un unique état

intermédiaire visqueux se justifie par des constatations expérimentales qui semblent mettre en

évidence le caractère dominant mais non exclusif de la viscosité. Une formulation monodomen-

sionnelle, des trois assemblages rhéologiques précités permet la mise en place d’un algorithme

d’identification [Boukamel et Méo, 2000] ainsi que la détermination du modèle et de ses compo-

santes représentant au mieux le matériau, c’est-à-dire le modèle de Poynting-Thomson auquel

sont associés les potentiels hyperélastiques de Gent-Thomas et de Néohooke et un potentiel

de dissipation dépendant quadradiquement de la dérivée temporelle de la variable interne.

Enfin, la formulation éléments finis de ce modèle fait l’objet d’une attention particulière quant

au choix des éléments mixtes et leur organisation spatiale. Ceci permet de privilégier les éléments
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à déplacement quadratique et à pression constante.

Les élastomères présentant une forte sensibilité aux conditions de température extérieure et une

production de chaleur interne non négligeable, une généralisation de l’algorithme de couplage

thermo-mécanique proposé par Bérardi [1995] est proposée. L’adaptation (et la validation) de

cet algorithme aux cas de sollicitations mécaniques cycliques est mise en place, permettant une

comparaison de résultats numériques et expérimentaux. Cette confrontation met en évidence,

comme attendu, une convergence du champ de température numérique vers un état stable, mais

la température de stabilisation est nettement supérieure aux valeurs expérimentales. Ce phé-

nomène peut traduire une surévaluation du terme source dans le calcul thermique, c’est-à-dire

de la dissipation mécanique. Un recalage de cette grandeur, sur la partie asymptotique de la

courbe d’évolution en température au centre de l’élastomère, permet alors une bonne concor-

dance numérique/expérimentale sur l’évolution complète (i.e. asymptotique finale mais aussi en

début d’évolution), en un autre point de mesure (au comportement thermique différent du point

de recalage). A une température extérieure différente, ce même coefficient donne une évolution

correcte de la température aux deux points de mesure. Ce terme correcteur peut trouver une

explication, sur la base des travaux de Simo [1987] ; Govindjee et Simo [1991, 1992], dans

l’hypothèse que seule une partie de l’énergie mécanique est dissipée en chaleur, le reste servant

au réarrangement ou à l’endommagement des chaînes moléculaires. Ceci semble en particulier se

justifier dans le cas d’essais cyclés d’élastomères ou un endommagement continu est expérimen-

talement constaté par Miehe [1995]. Cette hypothèse constitue une perspective intéressante au

présent travail ; la principale difficulté réside dans la définition d’une campagne d’essais afin de

mettre en évidence expérimentalement cet endommagement et, le cas échéant, de déterminer les

coefficients inhérents à sa prise en compte numérique.

L’autre aspect de ce travail de thèse, présenté au chapitre IV, concerne les modélisations

d’assemblages de structures une à une invariantes dans une direction. La difficulté de ces modé-

lisations ne réside ni dans le comportement des matériaux, ni dans une éventuelle formulation

en grandes déformations puisque l’on choisit de décrire les différents matériaux via une loi élas-

tique linéaire, mais dans l’organisation de calculs lourds de plusieurs millions degrés de liberté.

Pour passer outre cette difficulté, une méthode de sous structuration – en fait, un couplage de

deux méthodes – est mise en place et ce, en usant au maximum des propriétés d’invariance des

différentes parties constitutives.

On applique cette méthode à la modélisation d’un Bras Elastomérique. Cette pièce mécanique

complexe développée par la société Eurocopter est composée d’une centaine de baguettes en

composites unidirectionnels, noyées dans différentes matrices en élastomère. Les résultats locaux

obtenus par cette méthode présentent une bonne cohérence avec les résultats expérimentaux. Par

la suite, on détermine l’amortissement global de la pièce à l’aide une méthode énergétique.
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Le cinquième chapitre présente une étude de faisabilité pour la prise en compte des effets

dissipatifs locaux sur une structure complexe – ici le Bras Elastomérique – sous une sollicitation

harmonique, à partir des résultats élastiques obtenus au chapitre IV.

Il semble utopique, mis à part par une parallélisation massive du calcul, d’envisager un calcul

thermo-mécanique analogue à ceux présentés au chapitre III, une itération d’un calcul non linéaire

étant équivalente en terme de temps CPU à un calcul élastique complet. L’alternative, proposée

au chapitre V, est basée sur :

– d’une part, la linéarisation des différentes équations (lois de comportement, d’évolution

de la variable interne et d’incompressibilité) obtenues en grandes transformations sur le

modèle de Poynting-Thomson

– et d’autre part, sur la prise en compte des résultats en contraintes et déformations déter-

minés au chapitre IV dans le cas élastique comme les amplitudes des solutions sous régime

harmonique.

Ceci permet de déterminer un terme de dissipation locale sur des sections fortement sollicitées à

partir des coefficients du modèle en grandes transformations et identifiés via l’algorithme présenté

au chapitre II.

Une autre mise en oeuvre possible, plus coûteuse en temps car obligeant un calcul complet de

sous structuration, est d’isoler une sous structure supplémentaire – une zone fortement sollicitée

déterminée par un calcul élastique – et d’affecter à ses différents constituants un comportement

non linéaire.
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