Modeles de Markov triplets a
observations non gaussiennes

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes concentrés sur la loi du processus caché
et nous avons étendu le modele de chaines de Markov cachées a celui des chaines semi-
markoviennes cachées M-stationnaires. Dans le présent chapitre, nous étudions la loi d’ob-
servation. Pour cela, nous rappelons diverses lois non gaussiennes telles que les lois de type
exponentiel, elliptiques ou les “Vecteurs aléatoires sphériquement invariants” (abréviation an-
glaise SIRV) fréquemment rencontrés en traitement du signal radar. Nous nous intéressons
ensuite aux copules, qui sont tout d’abord présentées brievement dans leur contexte histo-
rique. Ensuite nous décrivons leur introduction récente dans le contexte des chaines de Markov
cachées et couples [21] 23] 24, O8], qui permettent la conception de trés nombreux modeles
particuliers du bruit. Pour finir, nous présentons dans la derniere sous-section un modele
triplet de chaines de Markov non stationnaires cachées avec du bruit corrélé non gaussien
original. Une méthode originale d’estimation des parametres de type ICE est proposée et la
méthode non supervisée correspondante de segmentation est validée par des expériences in-
formatiques. En particulier, nous montrons I'importance du choix de la bonne copule; toute
chose égale par ailleurs (en particulier, les mémes marginales des observations conditionnel-
lement aux classes), l'utilisation d’une copule différente de celle correspondant aux données
peut dégrader de maniere significative les résultats des segmentations.

4.1 Lois elliptiques, modeles exponentiels et lois de Von
Mises-Fisher

Dans cette section, nous donnons deux familles de lois généralisant la loi normale. La
premiere est celle des lois de type exponentiel et la seconde est celle des lois elliptiques.
Nous commencons par donner la définition générale d’'un modele exponentiel. Dans un se-
cond temps, nous donnons l'exemple de la loi de Von Mises-Fisher qui sera utilisée dans les
applications au radar au chapitre [0

65
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4.1.1 Modeles exponentiels

Soit (Y, B,v) un ensemble mesuré, ot B est une tribu sur ) et v une mesure définie sur

B.

Définition 4.1.1 (Modeles exponentiels). Soit a une application de Y dans R¥, © un sous-
ensemble de R?, 0 € © et a une application de © dans R¥. Une variable aléatoire o valeurs
dans (Y, B) suit une loi de type exponentiel de parametre numérique 6 et de parametres fonc-
tionnels a et o si sa densité par rapport a v s’écrit :

Yy €Y, ply) < exp ((a(f),aly))),

ot (.,.) est le produit scalaire euclidien de R”.

Lorsque le modele exponentiel est paramétré par A = «(f), on dit que le paramétrage est
canonique.

4.1.2 Loi de Von Mises-Fisher

Rappelons d’abord comment est définie la mesure de Lebesgue sur la sphere S9! =
{z € R?: ||z|| = 1}, que I'on notera oga—1. La sphére sera munie de sa tribu borélienne Bga-1.
Notons également Bjy i la tribu borélienne de [0, 4o00[. La tribu borélienne de R? est la
tribu produit Bjg oo @ Bga-1; soit celle engendrée par les boréliens, dit élémentaires, By x By
ol By € Bjg4oo[ €t By € Bga-1. La mesure de Lebesgue sur la sphere est définie par :

)‘Rd (Bl X Bg)

)
/ r=1dr
B1

qui est aussi l'intégrale de la fonction indicatrice de By par rapport a la mesure ggi-1.
On définit ensuite U'intégrale des fonctions étagées (combinaison de fonctions indicatrices),
I'intégrale d’une fonction mesurable de Bga-1 dans R est finalement définie en utilisant le
théoreme classique de Beppo-Levy. On a la formule de changement de variable suivante :

[ it = [ e does (),

Jgd—1 (BQ) =

olt ¢ est I'application de [0, +oo[ x S dans R? qui & (r,u) associe y = ru et B est un
borélien de R
Soit 4 € 8% ! et k € RT. La loi de Von Mises-Fisher de parametre de direction p et de
parametre de concentration s est une loi sur la sphere de S ! de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue ogis-1 donnée par :
d_q
d—1 k2
ueST - —————exp(rk (1), (4.1)
@m)F Iy, ()

ou I, est la fonction de Bessel modifiée de premiere espece de parametre v (voir Annexe [A)
et (.,.) est le produit scalaire de R
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(a) Loi uniforme sur la sphére  (b) Concentration x = 10. (c) Concentration x = 100.
Kk =0.

Fic. 4.1 — Exemples de trois lois de Von Mises-Fisher.

Estimation des parametres

Nous rappelons ci-apres la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance proposée
dans [5], des parametres d'une loi de Von Mises-Fisher.

Soit uy.y = (u(l), . ,u(N )) un échantillon de la loi de Von Mises-Fisher. La vraisemblance
s’écrit :
N(4-1) N
K 2
plury) = C———xexp | (K Zu(n) )
n=1

(Ig—l("f))

ou C' est une constante indépendante de k et de u. Ainsi la log-vraisemblance est :

d =
L(uy.y) = Cste + N (5 — 1) log(k) — N log (I%_l(li)> + 5 ( p, ;u( )

La maximisation en p ne dépend pas du parametre x et est atteinte en :

N
Sl
n;l )
1> ut™ |
n=1

Pour I'estimation du parametre x, on doit résoudre :

Hymv =

0
— 14 (/’i) N
a/{ 2 d 1 ]_ “ (n)
Ok 2 (Z_1 —— E
soit
0

o la1(k) g T

Ok 2 _ (n)

Ot (L q)x==<| .
1) (5-1) = v 2l
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En utilisant le développement de Laurent de la fonction de Bessel figurant en annexe [A] on
montre que la dérivée de I, satisfait :

1) = V127)

ainsi le maximum de vraisemblance &), satisfait :

+ [I/"I‘l(x)?

La(Fnv) 1 I i o
N = = U 3
[%_1("<§MV> N —
Ii(k)
il est unique car la fonction xk — ]27 est croissante.
3—1(“)

La loi de Von Mises-Fisher étant de type exponentiel, I'étape de maximisation de ’algorithme
EM aboutit a des équations similaires. Détaillons I'algorithme EM dans le cas des chaines de
Markov cachées a bruit indépendant.

Soit uy.y = (M, ..., u™N)) la réalisation observée et x1.5 = (21, ..., 2y) la réalisation cachée,
11, K; les parametres de la loi de Von Mises-Fisher p(u™ |z, = w;) et 6, le vecteur parametre
obtenu a I'étape ¢ de EM. Alors les parametres pi,41 ; et k441,; obtenus a I'étape ¢ + 1 sont :

N
> up (= wilurv: b)
n=1

I

Hag+1,5 N
I up (e = wilus:6y) |
n=1

N
1D ul™p (@, = wjlurn; 6,) ||
Ia(Rgrrg) ; ’ !
La_y(Fgt1;) al

Zp (l’n = u)j|U1;N§ 9q)

n=1

Divers résultats concernant la segmentation et ’estimation des parametres dans les modeles
ou les observations suivent des lois de Von Mises-Fisher sont présentés au chapitre [0 sur des
données réelles issues de radar bande HF.

4.1.3 Lois elliptiques

Une variable aléatoire prenant ses valeurs dans R? suit une loi elliptique si les isodensités
sont des ellipsoides de R?. En d’autres termes, la densité d’une loi elliptique est définie par :

Définition 4.1.2. Soit m € R?, ¥ une matrice réelle symétrique définie positive de dimension
d x d et h une fonction de Rt dans RY. Une variable aléatoire Y a valeurs dans R? suit une
loi elliptique de paramétres euclidiens m € RY et X et de paramétre fonctionnel h si sa densité
s’écrit :

1
det X

Wy € RY, ply) = xh (]| =7y —m) [1?).
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La proposition suivante donne le lien entre lois elliptiques et lois uniformes sur la sphere :

Proposition 4.1.1. Une variable aléatoire Y suit une loi elliptique de parametres euclidiens
m et X si et seulement s1Y s’écrit :

Y = RX2U +m,

ou U et R sont indépendantes, U suit une loi uniforme sur la sphére S4=' et R est une variable
aléatoire a valeurs dans RY.
Dans ce cas, le parametre fonctionnel de la loi de Y est donné par :
I(4+1
Vr e R, h(r) = %f(\/?),

T2r 2
ou f est la densité de la variable aléatoire R et I est la fonction eulérienne rappelée en annexe

4l

Par ailleurs, il est possible de calculer les moments d’une loi elliptique. En effet, nous
avons :

Proposition 4.1.2. Soit Y une variable aléatoire elliptique de paramétres euclidiens m et 3
et de parameétre fonctionnel h. Sous la condition :

“+oo
/ h(r*)r®ttdr < +oo,
0

Y est de carré intégrable, sa moyenne et sa matrice de covariance sont alors données par :
E(Y) = m,

Cou(Y) = #:1) ( /0 - h(r2)rd+1dr) 5.

Dans la section suivante, nous présentons des lois elliptiques particulieres : les vecteurs
aléatoires sphériquement invariants (SIRV). Ces vecteurs aléatoires sont le produit d’une
variable aléatoire positive et d'un vecteur gaussien. Un vecteur gaussien est elliptique; il est
le produit de la loi uniforme sur la spheére et de la racine carrée d’une loi du y?; il s’ensuit
que la loi d’un SIRV est elliptique.

4.2 Vecteurs aléatoires sphériquement invariants

Dans cette section, nous étudions un cas particulier de distributions elliptiques, celui des
vecteurs aléatoires sphériquement invariants (SIRV). Un SIRV de dimension d est le produit
de deux variables aléatoires : la “texture” qui est une variable aléatoire a valeurs positives, et
le “speckle” qui est un vecteur aléatoire gaussien de R? ou C%, selon que le SIRV soit réel ou
complexe. La terminologie est empruntée a celle des spécialistes du signal radar [55, (105 [118,
[119]. En traitement du signal radar, & une distance et un angle de visée donnés, le signal réfléchi
est un vecteur complexe appelé “données In Phase-Quadrature (IQ)”. Ce vecteur complexe est
souvent considéré comme un SIRV, le “speckle” pouvant s’interpréter physiquement comme
le chatoiement optique du a l'excitation des électrons et la texture comme les fluctuations
spatiales macroscopiques du signal réfléchi. Nous détaillerons ’acquisition des données IQ au
chapitre
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4.2.1 Lois SIRV a valeurs dans R? : définition et exemples

Définition 4.2.1 (Vecteurs aléatoires sphériquement invariants réels). Une variable aléatoire
Y a valeurs dans R est un vecteur sphériquement invariant s’il s’écrit :

Y=RxZ+m,

ou R est une variable aléatoire réelle positive appelée texture, Z est un vecteur aléatoire
gaussien centré a valeurs dans R appelé “speckle”, et m est un vecteur réel appelé paramétre
de position.

A partir de maintenant, on notera Y la matrice de covariance du “speckle”. Lorsque le pa-
rametre de position m = 0 et X est la matrice identité, on dira que le SIRV est centré réduit.
Les deux principaux exemples de SIRV réels sont :

Lois de Student sur R?

La texture est l'inverse de la racine carré d’une variable aléatoire de loi I' de parametre
de forme v, sa densité est définie sur Rt par :

o) = ooy e ()

La loi de Student de dimension d de parametres v, m et ¥ est notée Sga (v, m, 3) et sa densité
est :

d
JERY 1 Xr@+2)x 1

erf Vs T g e ()]

d
2

[Nl

Lois K sur R
La texture est la racine carrée d’une loi I' de parametre de forme v, sa densité est définie
sur Rt par :

p(r) = 1"(21/) r~Lexp (—7“2) )

La densité d'une loi K de parametres v, m et ¥, notée Kpa (v, m,X), est :
2 ((y—mﬁz-l@—m))%‘%[( 2\/<y—m>Tz—1<y—m>
(2m)2 \/det (D) (v) 2 - 2 ’

ou K, désigne la fonction de Bessel de deuxieme espece modifiée a v degrés de liberté (voir

Annexe [A]).

ye R —

ol

4.2.2 Lois gaussiennes complexes circulaires et lois SIRV complexes

Nous introduisons ci-apres, les lois gaussiennes complexes circulaires, importantes pour la
suite, notamment dans les algorithmes de détection sur les données radar. A partir de ces lois
gaussiennes complexes, nous définirons les lois SIRV a valeurs dans un C-espace vectoriel.
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Lois gaussiennes complexes circulaires

Définition 4.2.2 (Variable aléatoire gaussienne complexe circulaire). Une variable aléatoire
Z a valeurs dans C est gaussienne si le vecteur (Re(Z),Im(Z)) est un vecteur gaussien de
R2. Elle est dite :

— centrée si E(Z) =0;

— circulaire si Re(Z) et Im(Z) sont indépendantes et de méme variance.
On note o2 la variance E (|Z — IE(Z)|2) et m =E(Z) = E(Re(Z)) + iE(Im(Z)) la moyenne
de Z.

La densité d’une variable aléatoire gaussienne complexe circulaire Z de moyenne m et de
variance o est :

1 |z —m|?
2€C— ——sexp|——5—|.
Tog oé

On définit également :

Définition 4.2.3 (Vecteurs aléatoires gaussiens complexes circulaires). Un vecteur aléatoire
complere 7 = (Z1,...,74) est gaussien si pour tout (\y,...,\q) € C%, la variable aléatoire
M2+ ...+ NgZg est une variable aléatoire gaussienne complexe.

Le vecteur aléatoire Z est circulaire siE ((Z —E(2))(Z —E(Z))") = 0. On définit sa matrice
de covariance complexe par :

Yc=E(Z-E(2)(Z-E(2))").

La densité d'un vecteur aléatoire gaussien complexe circulaire de moyenne m et de covariance
complexe ¢ est donnée par :

1 — T
zeCl— mexp (—(z —m) N'(z— m)) :

Les SIRV réels sont étendus aux SIRV complexes pour lesquels le “speckle” est une variable
aléatoire gaussienne complexe circulaire. Nous donnons ci-dessous les densités des lois de
Student et K complexes.

Lois de Student sur C¢

La densité d’une loi de Student complexe est donnée par :
['(v+d) " 1
d —T
W dete) - =) e - m)|

d
yeC*— pl

Lois K sur C?
La densité d'une loi K complexe est donnée par :

2 — =R
m(v) det(X¢) ((y —m)e (Y - m))

yeCd—

K,y (2\/m2<51<y - m)) .
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4.3 Copules et lois multivariées non gaussiennes

Nous allons présenter dans cette section des lois multivariées qui peuvent se définir expli-
citement a partir des lois marginales et d’'un terme d’agrégation appelé “copule”.
L’introduction des copules est historiquement issue des travaux de M. Fréchet et de ceux de
A. Sklar. Les travaux de M. Fréchet [45] concernaient les familles de vecteurs aléatoires ayant
meémes lois marginales. Il a ainsi donné le nom de “classes de Fréchet” aux classes de la relation
d’équivalence [Y = (Y1,...,Yy) ~ Y = (Yi,... ,}~/d)] < [Yoet Y ont mémes lois marginales].
Cependant, M. Fréchet n’a pas établi la forme générale des fonctions de répartition jointes. Il a
fallu attendre le théoreme établi par A. Sklar [I10], 112], qui porte actuellement son nom, pour
pouvoir exprimer la fonction de répartition jointe en fonction des fonctions de répartition mar-
ginales. Nous présenterons dans la sous-section [£.3.] ci-apres, la problématique qui a conduit
A. Sklar a son théoreme.

4.3.1 Copules et théoreme de Sklar

Les travaux de A. Sklar ne concernaient pas directement I’écriture de la loi jointe fonction
des lois marginales. Il travaillait avec B. Schweizer sur la généralisation de la conjonction
“et” en logique floue [43, 50, 63, B8] et sur les espaces métriques probabilisés [80, 110]. En
logique floue, la valeur de vérité d’une formule est étendue en une fonction a valeurs dans
[0, 1] mesurant la croyance que 1'on a d’une proposition. Cette fonction de croyance peut étre
une probabilité, auquel cas on parle de logique floue probabilisée. La valeur de vérité de la
conjonction a été étendue par A. Sklar et B. Schweizer a ’aide des normes triangulaires :

Définition 4.3.1 (Normes triangulaires). Une application T : [0,1]* — [0,1] est une norme
triangulaire bivariée si elle satisfait :

- T(u,v) = T(v,u) (commutativité) ;

- T(T(u,v),w) =T(u,T(v,w)) (associativité);

- T(u,1)=wu;

= Siup < wuy et vy < vy alors T'(uy,vy) < T'(ug,v).
Une norme triangulaire de dimension d est une application Ty de |0, 1]d dans [0,1] définie
récursivement a partir d’une norme triangulaire bivariée T par :

1. Ts(u,v,w) =T(T(u,v),w);

2. Tn+1(u1, ce ,un+1) = T(Tn(ul, ce ,un), un+1).

La croyance de l'expression “A et B”, notée A A B, est alors donnée par Bel(A A B) =
T (Bel(A),Bel(B)), ou Bel(A) (resp. Bel(B)) désigne le degré de croyance de A (resp. B).
Les espaces métriques probabilisés sur lesquels travaillerent A. Sklar et B. Schweizer sont des
ensembles de variables aléatoires (W ) )ex2 a valeurs dans R™ et indexées sur un espace
métrique X, tels que W, , a les propriétés d'une distance :

- Y(x,y,t), PW,, <t)=P(W,, <t) (symétrie);

~ P(W,, =0) =1 si et seulement si x = y;

- V(z,y,2,t,s), P(W,, <t;W,, <s) <P(W,, <t+s) (inégalité triangulaire).
La distance entre deux points x et y de X est ainsi généralisée en utilisant la fonction de
répartition ¢t — F,,(t) = P(W,, < t). La problématique qui a conduit A. Sklar a son
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théoreme est la suivante. Dans un espace métrique classique, si on connait les distances
d(z,z) et d(z,y), on sait majorer la distance d(x,y). Dans un espace métrique probabi-
lisé, on voudrait également minorer la fonction de répartition F} , lorsque 'on connait les
fonctions de répartitions F, , et F,,. L'idée est alors d’exprimer P (W, . <t;W,, <s) en
fonction de F}, . et F.,. Le théoréme formulé par A. Sklar affirme qu’il est possible d’écrire
P(W,. <t;W,, <s) en fonction de F,, et F,, grace a un terme d’agrégation appelée co-
pule.

Nous donnons ci-dessous la définition d’une copule telle qu’elle est énoncée par R. B. Nelsen
[85]. On définit pour cela Popérateur Atk qui a une fonction C' de [0, 1]* dans [0,1], pour
d' < d, associe la fonction de [0,1]% " dans [0, 1] définie par :

vV € |0, l]d/_l, AFC () = C'wy, .. Oy ) — Oy, U, ).

Définition 4.3.2 (Copule de dimension d). Une fonction C' : [0,1]* — [0,1] est une copule
si elle vérifie :

1. pour tout i et pour tout (uq,...,Ui_1,Uit1,-..,Uq) € [0, 1]d_1,
C(ulv'"7ui—1707ui+17"'7ud) :0;

2. pour tout i et tout u; € [0,1], C(1,..., 1, u;, 1,...,1) = u;;
3. pour tout u,v € |0, l]d tel que pour tout i, u; < v;, on a C = AZZAZ‘Z: LLARC > 0.

Remarque : Une copule de dimension d peut s’interpréter comme la fonction de répartition
dune loi & valeurs dans [0, 1] dont les lois marginales sont uniformes sur [0, 1].

Enoncgons maintenant le théoreme de Sklar :

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de Sklar). Soit F' une fonction de répartition sur R? de fonctions

de répartitions marginales Fy, ..., Fy. Alors il existe une copule C sur |0, 1]d telle que :
Yy € R, Flyr, ... ya) = C(Fi(wr), - -, Fa(ya))- (4.2)
De plus, si les marges Fi, ..., Fy sont continues, alors la copule est unique.

La réciproque de ce théoreme est donnée par le théoreme de Deheuvels :

Théoréme 4.3.2 (Théoreme de Deheuvels). Si Fy, ..., Fy sont d fonctions de répartition a
support réel et si C est une copule de dimension d, alors il existe un vecteur aléatoire Y de
dimension d de marginales I et de copule C' tels que la fonction de répartition F' de Y soit
donnée par :

Yy €RY F(ys,...,ya) = C(Fi(y1), ..., Fa(ya)).
Preuve. Voir [37]. O

Remarque : En plus de répondre aux attentes de A. Sklar, les copules répondent aux
attentes de M. Fréchet. Elles permettent d’exprimer la loi jointe de vecteurs aléatoires a
partir des lois marginales. Sous I'hypothese de continuité des marginales, I'unique copule est
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la fonction de répartition de U = (Fy(Y1),..., F4(Yy)). Si de plus, la fonction de répartition
I est dérivable, nous avons :

Vy € RY f(yr, .- ya) = fily) - - - fa(ya)c(Fi(y), - - -, Fa(ya)) (4.3)

ou f est la densité jointe, fi,..., fq sont les densités marginales et ¢ est la densité de la copule,
soit la densité du vecteur U = (Fy (Y1), ..., Fu(Yy)).

Apres avoir formulé son théoreme, A. Sklar voulait trouver des conditions pour que
P(W,. < t,W,, < s) représente la croyance sur (W, ., < t,W,, < s). Il voulait ainsi
trouver des conditions pour que la copule C' soit une norme triangulaire. Dans ce cas, ’espace
métrique probabilisé est appelé espace métrique flou ou espace de Menger [80]. Les condi-
tions pour qu'une copule soit une norme triangulaire sont données par la proposition [£3.1]
Rappelons d’abord la définition d’application lipschitzienne.

Définition 4.3.3 (Application lipschitzienne). Une application T : I C R — R est lipschit-

zienne St :

d
Pour tout w € I et tout v € I, |T(u) —T(v)] < Z | — v
k=1

Nous avons :

Proposition 4.3.1.
— Une copule bivariée est une norme triangulaire si et seulement si elle satisfait C'(C'(u,v),w) =

C(u,C(v,w)) ;

— Une norme triangulaire est une copule si et seulement si elle est lipschitzienne.

Nous donnons dans la sous-section suivante les différents exemples de copules que nous utili-
serons par la suite.

4.3.2 Exemples de copules
Copule produit

La copule produit est la copule d’un vecteur aléatoire a composantes indépendantes. Cette
copule est donnée par :

d
C(Ul,. .. ,ud) = HUj.
j=1

Bornes de Fréchet

L’expression de la borne supérieure de Fréchet est :

C(ug,ug, . .., ug) = min(uy, Us, . .., Ug).
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La borne inférieure de Fréchet est une copule uniquement dans le cas bivarié et est donnée
par :

C(uy,ug, ..., uq) = max(uy + ... +ug—d+1,0).
La terminologie “supérieure” et “inférieure” provient de l'inégalité suivante :
max(u; + ... +ug—d+1,0) < C(u,...,ug) < min(uq, ..., uq),

ou C est une copule de dimension d.

Copule gaussienne

La copule gaussienne est I'unique copule telle que si chaque marginale Y, dun vecteur
aléatoire (Yy,...,Yy) suit une loi normale N (my,0?), alors le vecteur joint suit une loi
normale Nga ((mq,...,my),%).

Elle est donnée par :

c(ul,...,ud) =

mlﬁ b (‘ % (¢~ (w), -, ¢ (wa))" (R = 1d) (¢~ (wa), .-, ¢—1<ud>>),

ou ¢ est la fonction de répartition d’une loi normale réelle centrée et réduite et R est la
matrice de corrélation de Pearson donnée par :

i o ... ... 0 i o ... ... 0
o1 01
1 1
O — 0 ... 0 O — 0 ... 0
R = 09 by 09
0 0 i 0o ... 0 i
(oF} (oF}

Copule de Student

La copule de Student est I'unique copule telle que si pour tout k& € {1,...,d}, Y suit une
loi de Student de parametre de forme v alors le vecteur aléatoire (Yi,...,Yy) suit une loi de
Student de méme parametre de forme.

La densité de la copule de Student de parametre de forme v et de matrice de corrélation R
est donnée par :

B 1 I(v+4HT )"
C(Uh...,Ud) - mx F(V—}—%)d

(1 ) (1 )] »

q

14367 ), 7 )T R (G (), 6 ()]

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi de Student monovariée de parametre de forme v,
centrée et réduite.

X

X
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Copule K

La copule K est I'unique copule telle que si les lois marginales sont des lois K de parametre
de forme v, alors le vecteur joint suit encore une loi K de méme parametre de forme.
La densité de la copule K s’écrit :

F(y)d—l 9% (d—1) . [fTR_lf]%_% KV_%(\/W)

c(ug,...,ug) = T X — X : (4.5)
2d—1 Vdet R [¢,... ¢, 2 ﬁK 3
v-1(V2)
=1
ot & = (¢, (u1),...,0, (ug)) avec ¢, fonction de répartition d’une loi K monovariée de

parametre de forme v, centrée et réduite et K, est la fonction de Bessel modifiée de seconde
espece de parametre de forme v.

Parmi les autres exemples de copules, on peut citer également les copules archimédiennes
[40, [76, [117], qui présentent surtout un intérét dans le cas bivarié.

4.3.3 Mesures de dépendance

Dans cette sous-section, nous abordons les différentes mesures de dépendance, appelées
aussi mesures d’association entre variables aléatoires. Une mesure de dépendance est un moyen
de quantifier la dépendance entre variables aléatoires, ou encore la maniere dont les deux
variables aléatoires sont liées. La mesure de dépendance la plus classique entre deux variables
aléatoires réelles Y] et Ys est le coefficient de corrélation de Pearson donné par :

0Y1,Y,

P = T, 5
UYngQ

ou a%/i est la variance de la variable aléatoire Y; et oy, y, est la covariance entre Y; et Y5.

Cependant, le coefficient de corrélation de Pearson a ses limites. Premierement, il n’existe que
si les variables aléatoires sont de carré intégrable. Deuxiemement, il s’avere inefficace pour
modéliser certaines situations de dépendance. Par exemple, on aimerait que si Y5 = f(Y7),
alors la corrélation vaut 1 si f est croissante ou —1 si f est décroissante, mais ce n’est

1
pas le cas. En effet, a titre d’exemple, si Y; suit une loi uniforme sur [1,2] et si Y; = v
1

2 — 3log(2
alors p = V12 X 08(2) ~ —(0.98. La corrélation de Pearson s’avere étre une bonne
V2 — 4 (log(2))?
mesure de corrélation si f est linéaire.

Corrélation ps de Spearman

Définition 4.3.4 (Corrélation de Spearman). Soit (Y7, Ys) un vecteur aléatoire a valeurs dans
R2, de copule C' et de fonctions de répartition marginales continues Fy et Fy. La corrélation de

Spearman entre Yy et Yy est la corrélation de Pearson entre les variables aléatoires Uy = Fy(Y))
et Uy = Fy(Ys) définie par :

ps = 1200, v,,

ot oy, y, est la covariance entre Uy et Us.
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Remarque : Lorsque la copule C' d'un vecteur aléatoire (Y7,Y3) admet une densité ¢, la
corrélation de Spearman est également donnée par :

ps =pU, V)= 12/ uve(u, v)dudv — 3.

[0,1)?

La proposition suivante nous montre qu'une dépendance du type Yo = f(Y71), ou f est un
C!-difféomorphisme de R dans R, est équivalente & pg = 1 ou —1.

Proposition 4.3.2. Soit pg la corrélation de Spearman entre deux variables aléatoires réelles
Y: et Y, de fonctions de répartition respectives Fy et Iy, qui sont des Ct-difféomorphismes de
R dans [0, 1]. Nous avons :
— ps = 1 si et seulement si Yo = f(Y1) ou f est un Cr-difféomorphisme de R dans R
strictement croissant;
— ps = —1 si et seulement si Yo = g(Y1) ou g est un C*-difféomorphisme de R dans R
strictement décroissant.

Preuve. Notons Uy = F1(Y7) et Uy = F5(Y3). Si ps = 1, ps étant la corrélation de Pearson du
couple (Uy, Us), alors Uy = AUy + b, avec A > 0. Comme U; et U, suivent toutes les deux la
méme loi, alors A = 1 et b = 0. On en déduit que Y5 = (F, ' o F})(Y}). Si pg = —1, alors par
le méme raisonnement, Uy = 1 — Uy, d’'ott Yy = Fy, *(1 — F1(Y1)).

Pour la réciproque, on se sert du lemme :

Lemme 4.3.1. Soient U et V' deux variables aléatoires suivant une loi uniforme sur [0, 1]. Si
V =g(U) ot g est un C'-difféomorphisme de [0,1] dans [0,1], alors nécessairement g(u) = u
pour tout u € [0,1] ou g(u) =1 — u pour tout u € [0, 1].

Preuve du lemme. 11 suffit d’écrire la densité de U fonction de celle de V. Si V suit la loi
uniforme, pour que U suive la loi uniforme, il est nécessaire que |¢'(u)| = 1 pour tout u et
que g ([0,1]) = [0, 1]. On en déduit le résultat. O

Ainsi si Yy = f(Y7), ot f est un C'-difféomorphisme, alors Uy = (Fy o f o F; 1) (U;) d’on,
en utilisant le lemme, Uy = U; si f est croissante et Uy = 1 — U; si f est décroissante. Ainsi
ps = 1 si f est croissante et —1 si f est décroissante. O

Remarque : Par construction, la corrélation de Spearman ne dépend que de la copule.
Ainsi, la corrélation de Spearman de (f(Y;),g(Y2)) ol f et g sont deux C*-difféomorphismes
croissants est égale a la corrélation de Spearman de (Y7, Y), les deux vecteurs aléatoires ayant
meéme copule.

Mesure de concordance-discordance de Kendall et corrélation = de Kendall

La corrélation de Kendall dérive de la notion de concordance-discordance définie ci-apres
et est tres utilisée en finance et économétrie.
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Définition 4.3.5 (Corrélation de Kendall). Soient deuz vecteurs aléatoires (Y1, Ys) et (Y1, Ys)
de R? indépendants suivant la méme loi bivariée. On appelle “coefficient de corrélation de
Kendall” de (Y1,Y5), la quantité :

T =P((Y1 = V1)(Ya — Y2) > 0) — P((Y; — 1) (Ya — Ya) < 0).

Remarque : Si deux variables aléatoires Y] et Y5 sont liées par une relation du type Yy =
f(Y1) ou f est une fonction monotone de R dans R, alors 7 = 1 si f est croissante et 7 = —1
si f est décroissante.

Si la copule d'un vecteur aléatoire bivarié (Y7, Y3) admet une densité, alors sa corrélation de
Kendall est donnée par :

T=4 C(u,v)c(u, v)dudv — 1.
[0,1]2

La corrélation de Spearman et celle de Kendall sont des cas particuliers d’'une mesure de
dépendance appelée mesure de concordance-discordance et définie par :

Définition 4.3.6. Soient (Y,Y3) et (Y1,Ys) deux vecteurs aléatoires bivariés indépendants de
memes lois marginales et de copules respectives C' et C. La mesure de concordance-discordance

Q(C,C) est définie par
Q(C,C) =P((Yi = Y1)(Ya = Y2) > 0) = P((Y1 = ¥1)(Yz — Y2) < 0).

Remarque : Si les copules respectives C' et C' de deux vecteurs aléatoires bivariés (Y1,Y5)
et (Y1,Y5) de mémes lois marginales admettent des densités, alors la mesure de concordance-
discordance est donnée par :

Q(C,C) =14 C(u,v)é(u, v)dudv — 1.

[0,1)2

On en déduit les propriétés suivantes :
— ps = 3Q(C,1I), ou II désigne la copule produit ;
- 7=Q(C,C).

Coefficients de mélangeance

Les coefficients de mélangeance sont des mesures de dépendance asymptotique. L’étude de
la mélangeance de processus stationnaires permet de déduire leurs propriétés asymptotiques
[58, [116]. Soient (£2,.A, P) un espace probabilisé, F et G deux sous-tribus de A. Notons P(A|G)
I'espérance sachant G de la variable aléatoire qui a w € €2 associe 1 si w € A et 0 sinon. Les
différents coefficients de mélangeance entre F et G sont définis par :

— a-mélangeance, ou mélangeance forte : a (F,G) = sup |P(ANB)—P(A)P(B)|;

AeF,Beg

— (-mélangeance : 3 (F,G) =E (sup |P(A) — IP’(A|Q)|) ;

AeF

— p-mélangeance : p(F,G) = sup{|p(X,Y)|: X F-mesurable, Y G-mesurable}, ou p est
la corrélation de Pearson;
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— ¢-mélangeance : ¢ (F,G) = sup |P(A) — P(A|B)|.
AeF,BEGP(B)>0
Nous avons les inégalités 2a (F,G) < B(F,G) < ¢ (F,G) et da (F,G) < p(F,G) < 2+/¢ (F,G).
Soit ¢ un des coefficients de mélangeance. On dit qu'un processus (Y;,),>0 est c-mélangeant,
si nETooC (0(Y0),0((Y)k>n)) =0, ot 0(Z) est la tribu engendrée par la variable aléatoire Z.

Soient f et g deux C!-difféomorphismes croissants. Comme Y et f(Y') engendrent la méme
tribu et (Y7,Y3) et (f(Y1),9(Ys)) ont la méme copule, ainsi les coefficients de mélangeance
entre deux tribus o(Y7) et o(Y2) ne dépendent que de la copule.

Par conséquent, la corrélation d'un processus Y = (Y,,),>1 aura le méme comportement
asymptotique que celle de tout processus Z = (f,(Y5))n>1, ot chaque f,, est une fonction crois-
sante. Nous reviendrons sur cette remarque au chapitre [l lorsque 'on définira la dépendance
longue dans les processus non gaussiens.

4.4 Chalnes de Markov cachées M-stationnaires a bruit
corrélé non gaussien

Nous proposons dans cette section un modele original et montrons son intérét en segmen-
tation non supervisée des données non stationnaires, corrélées et non gaussiennes.

4.4.1 Copules dans les chaines de Markov cachées )M -stationnaires

Considérons un processus triplet (X, U,Y) = (X,,, Uy, Ys)1<n<n tel que chaque X,, prend
ses valeurs dans I'ensemble fini X = {wy, ..., wg}, chaque U, prend ses valeurs dans I’ensemble
fini A ={\1,..., A}, et chaque Y,, prend ses valeurs dans R. Nous proposons de généraliser
dans cette sous-section le modele de chaines de Markov cachées M-stationnaires vu au chapitre
au cas d’observations corrélées et non gaussiennes. La loi du triplet (X,U,Y") sera de la
forme :

p(xl:NaulzNayl:N) = p(ul)p($1|ul)p(y1|9ﬁ1)
N-1

X HP(UN-H |un)p(xn+l |xn> un-i-l)p(yn-i-l |xn> Tnii, yn) (46)

n=1

On remarque que les processus U et (X, U) sont des chaines de Markov. On supposera que
la chaine de Markov (X,U) est stationnaire réversible, soit p(z, = w;, U, = A, Tpe1 =
Wi, Upt1 = N) = DTy = W), Uy = A\, Tpy1 = Wi, Upp1 = A) et ne dépend pas de n. Les
lois initiales p(u1) et p(z1|uy) et les transitions p(u,1|uy,) et p(x,11|Tn, uni1) sont définies a
partir de p(@,,, U, Tpt1, Unt1). On supposera également que p(Yn, Yn+1|Tn = Wi, Tpp1 = w;) =
P(Yn+1, Yn|Tn = wj, np1 = w;) et ne dépend pas de n, ainsi la chaine de Markov (X, U,Y’) est
également stationnaire et réversible. Plus exactement, la loi jointe p(yn, Yni1|Tn, Tni1) sera
donnée par :

p(ym yn+l|$n> zn—l-l) = p(yn|xn)p(yn+l|xn+1)cxn,xn+1 (Fxn (yn)> Fxn+1 (yn—l-l)) ) (4-7)

ol ¢z, 4, €st la copule de la loi jointe p(yn, Yn+1|Tn, Tni1) et Fy, (resp. F, ., ) est la fonction
de répartition de la loi marginale p(yy,|z,) (resp. p(Yn+1|Tni1))-
Afin d’avoir l,égahté p(ym yn+l|$n = Wi, Tpnt1 = wj) = p(yn—i-la yn|zn = Wj, Tp+1 = wi)a
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on supposera Cu, w; (Fu,(Yn), Fioy(Uns1)) = Cujw (Fuo;(Ynt1), F,(yn)). La loi conditionnelle
P(Yna1|Tn, Tni1, Yn) €st exprimée par :

p(yn+1|$n> Tn+1, yn) = p(yN+1|xn+1)an7xn+1 (Fxn (yn)’ Fxn+1 (yn-i-l)) : (48)

4.4.2 Estimation des parametres

Nous proposons dans cette sous-section de détailler I'algorithme ICE dans le cas du modele
de chaines de Markov cachées M-stationnaires a bruit corrélé non gaussien. Les parametres a
estimer sont les lois p(zp, U, Tpni1, Uns1), les lois marginales p(y,|z,) et la copule de chaque
loi jointe p(Yn, Ynt1|Tn, Tni1). Lestimation de p(x,, Un, Tpit, Unse1) a déja été étudiée dans
la sous-section du chapitre [, ainsi nous nous consacrons uniquement a ’estimation de
la loi jointe p(Yn, Yni1|Tn, Tni1). Celle-ci se déroule en deux temps. Notons 6, le parametre
estimé a 'étape ¢ de 'algorithme ICE. Nous commencons par ré-estimer les lois marginales,
puis avec les nouvelles valeurs courantes des lois marginales, nous ré-estimons la copule.
Considérons le cas ou les marginales p(y,|r, = w;) sont des lois normales Ny (m;,c?). Soit
yi.v = (Y1, ..., yn) la réalisation observée. Les estimateurs de m; et o7 & partir des donnees
completes (z1.n, U1.n, Y1.5) sont :

Z Ynl (T, = w;)

A n—=
mi(iflzN, yl:N) = N )

Zl(xn:

N
Z mz T1:N, Y1: N))Zf(f’fn = w,-)

&?(QELN, yl:N) = =l N

L’espérance sachant y;.y sous le parametre 6, n’est pas calculable explicitement. Ainsi, on

simule L échantillons indépendants (x&"}@,ug"}@) pour 1 < m < L selon la loi a posteriori

p(z1.3, u1.n|y1.5;6,). Les ré-estimation de m; et o7 sont alors données par :

L
q+1 (m)
m; = E 951 N’u1N>yl N
L
g+1\2 (m)
(i) = § $1N>U1N’91N)~
m

Dans les expérimentations présentées dans la sous-section suivante, nous prendrons L = 1.

Notons maintenant F2"" la fonction de répartition de la loi normale N ( q+1, (Uf+1)2). La
deuxieme étape de ICE consiste a estimer la copule. Dans le cas des copules gaussiennes
(resp. de Student), notons ¢ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (resp.
loi de Student centrée réduite). Le parametre de corrélation p,, ..., de la copule ¢, 4., de
P(Yns Ynt1| Ty Tnyp1) est estimé & partir de 'échantillon 2.y = (21,...,2x) Ol 2, = ¢ *

Fat ' (y,). En effet, p(2n, 2p41|@n, ng1) suit une loi normale (resp. de Student) de corrélation
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Pnanys- UN estimateur de p,, ., a partir des données completes (1.5, U1.N, 21.n) €st donné
par :

A(172)

~ Wi ,Wy
Pwi,wj(l'l:N,Zl:N): 1) ~2)
wiyw; Ow;\w;

ou
N-1
(Zn — mi}lgw])zl(l’n = Wi, LTptr1 = u)j)
A =1
Z[(I‘n = Wi, Lptr1 = wj)
n=1
N-—1
(Zn-i-l - mii),w])2[(xn = Wi, Tpnt+1 = wj)
~(2 2 =1
(O-Ll?wJ) - = N—1 )
Z[(.ﬁl]n = Wi, Tpt1 = u)j)
n=1
N-—1
(20 = 00) ) Gnor = 8, ) (@00 = wi g1 = wy)
A =1
Uv(dli:i)j = - N-1 ’
Z[(I‘n = Wi, LTpr1 = wj)
n=1
avec
N-—1

(]

2l (T, = Wi, Ty = wj)

Meiw; = “N-1 )
(2, = Wi, Tny1 = wj)
n=1
N-1
Znp1 L (T = Wi, Ty = wj)
50— =L
Meiw; = N-1
I(z), = wi, Tpy1 = wj)
n=1

Comme pour l'estimation des lois marginales, ’espérance sachant y;.y (resp. z1.n) de Py o
n’est pas calculable explicitement. Ainsi on simule L échantillons indépendants (:cgn}\;, uﬁ”}\),)
pour 1 <m < L selon la loi a posteriori p(x1.x, u1.n|y1:3; 0y) et la ré-estimation de py, ., est :

L
1 ~ m m m
pg—:i}] = Ezpwmwj (l’gzl\)f’ ugzl\)f’ Z%Z\Z)
m=1
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4.4.3 Expérimentations

Nous présentons dans cette sous-section deux expériences, dans lesquelles nous considérons
une chaine de Markov M-stationnaire (X, U,Y’) dont la distribution est donnée par (L.6]) et
(#D). La réalisation de processus mono-dimensionnels sera transformée en image bi-dimensionnelle
grace au parcours d’Hilbert-Peano figurant en annexe[Bl En reprenant les notations de la sous-
section .41l on prendra pour ces deux expériences, K = 2 et M = 2. Les parametres de
(X, U) seront donnés par :

P(un = A, Ups1 = A1) = p(uy = Ao, Uupi1 = A2) = 0.49995,

P(Un = A1, Ups1 = A2) = pluy, = Ao, upi1 = A1) = 0.00005,

P(Tn = wi, T = Wiltpyr = A1) = p(x, = W, Ty = waltyrr = A) = 0.495,
p(Tn = wo, Tpy1 = wiltprr = A1) =p(x, = wo, Tpiy = wiltpyer = A1) = 0.005,
P(Tn = w1, Tpyr = wWiltprr = A2) = p(xy = wo, Ty = wWaltpr = Ay) = 045,
P(Tn = wa, Tpi1 = WilUpgr = A2) = p(x, = we, Ty = Wity = Ag) = 0.05.

Dans les deux expériences, les lois marginales p(y,|x,) seront respectivement la loi normale
Nk (0,1) lorsque x, = w; et la loi normale Ny (2,1) lorsque x, = ws. Dans la premiére
expérience, nous simulons les données avec une copule gaussienne et dans la seconde, les nous
simulons avec une copule de Student. Les données seront ensuite segmentées, dans chacune
de ces expériences, en utilisant le modele avec copule gaussienne et le modele avec copule de
Student. Le but de ces expériences est de savoir si le choix de la copule a de I'importance
lorsque I'on ne connait pas la maniere dont les données sont corrélées, et si le choix d’une
copule différente de celle du vrai modele dégrade considérablement les résultats.

Segmentation de données simulées avec une copule gaussienne

Dans cette premiere expérience, les données sont simulées a I'aide d’une copule gaussienne
de parametres P, v = Pusws = 0.9 €t P wy = Puswr = 0. Ainsi, p(yn, Ynt1|Tn, Tny1) est une
distribution normale de corrélation p,, ... Les données sont ensuite segmentées par trois
méthodes. La premiere méthode utilise les vrais parametres du modele et les états cachés
sont estimés par MPM. La seconde méthode utilise le vrai modele, celui dont la copule est
gaussienne, les parametres sont estimés par ICE et les états cachés estimés par MPM. Quant
a la derniere méthode, elle utilise le modele dont la copule est de Student de parametre de
forme v = 10, les autres parametres étant estimés par ICE, et les états cachés par MPM.
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(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Réalisation de (d) Estimation de (e) Estimation de
X. U. Y. z1.8 ¢ 5.49% ui.n ¢ 0.45%
d’erreur. d’erreur.

F1G. 4.2 — Segmentation avec les vrais parametres de données simulées avec la copule gaus-
sienne.

(a) Estimation de (b) Estimation de (c) Estimation de (d) Estimation de
T1:N (CG) : 943% UL N (CG) : 0.51% T1:N (CS) : 3844% UL N (CS) . 066%

d’erreur. d’erreur. d’erreur. d’erreur.

Fi1c. 4.3 — Segmentation non supervisée de données simulées avec la copule gaussienne en
utilisant le vrai modele avec copule gaussienne (CG) et le modele avec copule de Student
(CS).

CG CS Vraies valeurs
w1 %) w1 [0%) w1 [0%)
My, —0.05 | 2.04 | 041 1.75
o2 091 | 096 |1.63|1.04| 1 1
w1 0.89 | —0.0510.93]0.18 | 0.9 0
p Wo —0.05 | 0.92 | 0.18 ] 0.78 0 0.9
Taux d’erreur pour X 9.43% 38.44% 5.49%
Taux d’erreur pour U 0.51% 0.66% 0.45%

TaAB. 4.1 — Estimation de la loi d’observation en utilisant le vrai modele avec copule gaussienne
(CG) et le modele avec copule de Student (CS).
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CG CS
)\1 )\2 )\1 )\2
(= At = A A | 0.4999 0.0001 0.4999 0.0001
PRln = Ak Unt1 = Al Ao | 0.0001 0.4999 0.0001 0.4999

w1 W2 w1 ) w1 ) w1 W2
wy | 0491 0.01|0.45]0.05{0.49|0.01 | 0.48 | 0.02
wy [ 0.011]0.49]0.05]0.45|0.01|0.49|0.02|0.48

P(Ty = Wi, Tpi1 = Wj|Ups1 = N))

TAB. 4.2 — Estimation de la loi de (X, U) en utilisant le vrai modele avec copule gaussienne
(CG) et le modele avec copule de Student (CS).

De ces résultats, nous constatons que le choix d’une copule différente de celle qui a permis
de simuler les données peut dégrader fortement les résultats. La moyenne et la variance sont
mal estimées par le modele utilisant une copule de Student, ce qui a pour conséquence une
mauvaise estimation des états cachés. Cependant, on peut remarquer que la loi de U ainsi
que sa réalisation demeurent bien estimées.

Segmentation de données simulées avec une copule de Student

Dans cette expérience, les données sont simulées a 'aide d’une copule de Student de
parametre de forme v = 10 et de parametres de corrélation py, v, = Pusws = 0.9 €t P wo =
Puwswn = 0. Les données sont ensuite segmentées par trois méthodes : la premiere utilise les
vrais parametres, la seconde utilise le modele avec copule gaussienne et les parametres sont
estimés avec ICE et la derniere méthode utilise le vrai modele avec copule de Student et
les parametres également estimés par ICE. Dans tous les cas, la segmentation est faite par
I’estimateur du MPM.

(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Réalisation de (d) Estimation de (e) Estimation de
X. U. Y. 1.8 : 15.39% ui.n ¢ 0.73%

d’erreur. d’erreur.

Fi1G. 4.4 — Segmentation avec les vrais parametres de données simulées avec la copule de
Student.
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(a) Estimation de (b) Estimation de (c¢) Estimation de (d) Estimation de
z1.n (CG) : ur.y (CG) : z1.n (CS) : 21.91% wy.y (CS) : 0.79%
26.04% d’erreur.  54.10% d’erreur. d’erreur. d’erreur.

Fia. 4.5 — Segmentation de données simulées avec la copule de Student en utilisant le modele

avec copule gaussienne (CG) et le vrai modele avec copule de Student (CS).

CG CS Vraies valeurs
w1 W2 w1 W2 w1 W2
My, 0.36 1.61 | —0.13 | 1.94 2
= 266 | 2.88 | 091 |L18| 1 1
w1 092 | —-0.01| 0.89 |0.01] 0.9 0
p Wo —0.01 | 0.94 0.01 |0.91 0 0.9
Taux d’erreur pour X 26.4% 21.91% 15.39%
Taux d’erreur pour U 54.10% 0.79% 0.73%

TAB. 4.3 — Estimation de la loi d’observation en utilisant le modele avec copule gaussienne

(CG) et le vrai modele avec copule de Student (CS).

CG CsS
A1 A2 A1 A2
N | ~05 ~ 0 0.4999 0.0001
P(tn = Ak, Uns1 = M) Ay ~ 0 ~05 | 0.0001 0.4999
w1 () W1 | W2 w1 (%) w1 Wa
D — oty — oty = Ay | 1| 046 [ 004 = =049 [0.01 [0.45 | 0.05
n = Wi In et = A o10.04 1046 | — | — | 0.01]049 | 0.05 | 0.45

TAB. 4.4 — Estimation de la loi de (X, U) en utilisant le modele avec copule gaussienne (CG)

et le vrai modele avec copule de Student (CS).

On constate que remplacer la copule de Student par la copule gaussienne peut, en mode
non supervisé, dégrader notablement les résultats. La nature dont les marginales sont corrélées
doit etre considérée avec précaution. Dans les deux expériences que nous avons présentées, les

marginales étaient des lois normales, seule la copule était différente.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés, afin de mieux modéliser les différentes
variétés des bruits, aux diverses extensions des lois normales. Nous avons tout d’abord rap-
pelé différentes généralisations de la loi normale telles que les modeles exponentiels,; les lois
elliptiques ou sphériquement invariantes (SIRV). En guise d’exemple de loi de type exponen-
tiel, nous avons cité la loi de Von Mises-Fisher qui sera utilisée dans les applications radar
au chapitre [0l Un autre moyen de considérer des lois multivariées non gaussiennes est d’uti-
liser des copules, qui permettent de modéliser un grand nombre de lois multivariées a lois
marginales données. Nous avons ensuite utilisé les copules pour modéliser des observations
dépendantes dans le cadre du modele de Markov caché non stationnaire. Nous avons présenté
des simulations, au sein desquelles nous avons utilisé une méthode d’estimation des parametres
de type ICE originale, montrant qu’il est important, dans le cadre de ce modele et en non
supervisé, d’utiliser la vraie copule. Nous verrons au chapitre suivant, comment utiliser les
copules pour générer des observations a dépendance longue.
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