
Compléments `

eme gaz-liquide

Ce chapitre est un complément au chapitre 6 qui concerne l’analyse de la complexité de la
méthode de relaxation pour le système diphasique isotherme non compositionnel (système gaz-
liquide).

Nous présentons une série d’encadrés qui détaillent le coût des opérations de base du schéma.
Nous donnons également le détail des expériences qui ont servi à décomposer le temps CPU des
schémas numériques.

1. Calcul de (a, b) de base : 12 opérations

Aα = −(Pτ )α + (Pv)
2
α, Bα = (σY )2α, α = L,R (A.1)

ã =
√

max (AL, AR), b̃ =
√

max (BL, BR) (A.2)

2. Calcul du a assurant τ ?
L > 0, τ?

R > 0 : 22 opérations

τα = 1/ρα, vα = qα/ρα, α = L,R (A.3)

α = min(τL, τR), β = −vL − vR

2
, γ = −

∣∣∣∣
PL − PR

2

∣∣∣∣ (A.4)

∆ = β2 − 4αγ, a = max

(
−β +

√
∆

2α
, 1.

)
(A.5)

3. Calcul du b assurant Y ? ∈ [0, 1] : 10 opérations

(ρΦ)α = ραΦα, α = L,R (A.6)

b = max (|(ρΦ)L + (ρΦ)R|/2 + |(ρΦ)L − (ρΦ)R|/2, 1) (A.7)

4. Calcul de (a, b) final : 2 opérations

a = max(ã, a), b = max(b̃, b) (A.8)

Fig. A.1 – Détail du calcul des coefficients de relaxation

183

a l’analyse du temps

CPU pour le syst`



ANNEXE A. COMPLÉMENTS À L’ANALYSE DU TEMPS CPU POUR LE SYSTÈME GAZ-LIQUIDE

1. Calcul de (a, b) : 46 opérations, voir figure (A.1).

2. Calculs intermédiaires : 6 opérations

τα = 1/ρα, Yα = χα/ρα, vα = qα/ρα, α = L,R (A.9)

3. Calcul des états intermédiaires dans le problème de Riemann : 32 opérations

τ?
L = τL + (ΠL − Π?)/a2, τ?

R = τR + (ΠR − Π?)/a2

Π? = Π + a 〈v〉 , v? = ṽ + 〈Π〉 /a

Y ? = Y − 〈Σ〉 /b, Σ? = Σ − b 〈Y 〉

(A.10)

4. Calcul des valeurs propres : 8 opérations

λ = (vL − aτL, v? − bτ?
L, v?, v? + bτ?

R, vR + aτR) (A.11)

5. Solution du problème de Riemann : 5 opérations

ρ = 1/τs, χ = ρYs, q = ρvs, (ρΠ) = ρΠs, (ρΣ) = ρΣs (A.12)

avec (τ, Y, v, Π, Σ)s la solution du problème de Riemann.

6. Évaluation du flux numérique : 17 opérations

(a) Calculs intermédiaires : 3 opérations

v = q/ρ, Π = (ρΠ)/ρ, Σ = (ρΣ)/ρ (A.13)

(b) évaluation finale : 14 opérations

Hrelaxation = f(u) (A.14)

avec f =
(
q, χv − Σ, ρv2 + Π, qΠ + a2v, qΣ − b2χ/ρ

)T
(A.15)

Fig. A.2 – Détail du calcul du flux du schéma de relaxation
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1. Calculs intermédiaires : 4 opérations

Yα = χ/ρα, vα = qα/ρα, α = L,R (A.16)

2. Calcul des Jacobiennes à gauche et à droite : 20 opérations

Aα = A(uα), α = L,R (A.17)

avec A(u) =




0 1 0

−v2 + Pρ 2v + Pq Pχ

−Y v − σρ Y − σq v − σχ


 (A.18)

3. Calcul des éléments propres : 1476 opérations

(a) Calcul des valeurs propres, des vecteurs propres à droite, à gauche et à droite : 1422
opérations

Aα ⇒ Λα, Rα, α = L,R (A.19)

(b) Calcul des vecteurs propres à gauche, à gauche et à droite : 54 opérations

Lα = R−1
α , α = L,R (A.20)

4. Calcul des flux physiques à gauche et à droite : 12 opérations

fα = f(uα), α = L,R (A.21)

avec f(u) =
(
q, χq/ρ − σ, q2/ρ + P

)T
(A.22)

5. Calcul de la matrice de diffusion : 246 opérations

|AL| = RLK|ΛL|LL, |AR| = RRK|ΛR|LR (A.23)

D =
1

2
(|AL| + |AR|) , K = (k1, k2, k3)

T (A.24)

6. Évaluation du flux numérique : 33 opérations

HTacite =
1

2
(fL + fR) +

1

2
D(uL − uR) (A.25)

Fig. A.3 – Détail du calcul du flux du schéma Tacite
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Étape physique : 129 I opérations et 10 I évaluations

1. Calcul des flux numériques : 114 I opérations

Hi+1/2 = H(un
i , un

i+1), i = 0, I (A.26)

2. Mise à jour de u?
i : 15 I opérations

θ =
∆t

∆x
, u?

i = un
i − θ

(
Hi+1/2 − Hi−1/2

)
, i = 1, I (A.27)

Étape mathématique : 404 I opérations et 3 I évaluations

1. Calculs préliminaires : 2 opérations

θ = ∆t/(2∆x), (I)ij = δij (A.28)

où δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j.

2. Construction du premier membre : 399 I opérations et 3 I évaluations

(a) Calcul des matrices Jacobiennes modifiées : 106 I opérations

Ãα = Ãα(uα), α = L,R (A.29)

(b) Calcul de la matrice de diffusion : 143 I opérations

|ÃRoe| = |ÃRoe|(uL, uR) (A.30)

(c) Calcul des dérivées de la fonction I = (ρP )(u) : 3 I évaluations

(∂I/∂ρ)i , (∂I/∂χ)i , (∂I/∂q)i (A.31)

(d) Calcul des matrices αi, βi, γi+1 : 150 I opérations

αi = θ
(
ÃL + |ÃRoe|

)
, γi+1 = θ

(
ÃR − |ÃRoe|

)
, βi = I + αi − γi

3. Construction du second membre : 5 I opérations

bi = u?
i − un

i (A.32)

Résolution du système linéaire : 384 I opérations

Fig. A.4 – Détail du schéma de relaxation semi-implicite linéaire (blocs de taille 5, demi-largeur de
bande 9)
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Nous montrons dans ce paragraphe comment calculer la matrice Jacobienne du système de re-
laxation modifiée par annulation des valeurs propres associées aux ondes lentes. Il s’agit de
la matrice Ã(v) définie de la façon suivante. Notons v = (ρ, ρY, ρv, ρΠ, ρΣ)T l’inconnue

du système de relaxation et G(v) =
(
ρv, ρY v − Σ, ρv2 + Π, ρvΠ + a2v, ρvΣ − b2Y

)T
le flux

numérique. Notons A(v) = ∇G(v) la Jacobienne du flux physique. Ses valeurs propres sont
Λ(v) = Diag (v − aτ, v − bτ, v, v + bτ, v + aτ) et vérifient A(v) = R(v)Λ(v)L(v) avec R(v) la
matrice des vecteurs propres et L(v) = R−1(v). On note Λ̃(v) = Diag (v − aτ, 0, 0, 0, v + aτ) et
Ã(v) = R(v)Λ̃(v)L(v). Notons

I = Π + a2 τ, d =
1

a2τ
(A.33)

Les colonnes de la matrice Ã(v) = RΛ̃L = {Ãj}j=1,5 sont les suivantes. La deuxième et la cinquième
colonne sont nulles Ã2 = Ã5 = 0 tandis que les autres valent

Ã1 = d




−I v
−Y I v

−2v2a2τ − Π(v2 + a2τ2)
−I2 v
−ΣI v




, Ã3 =




1
Y
2v
I
Σ




, Ã4 = d




v
Y v

v2 + a2τ2

I v
Σ v




.

Le calcul de la matrice Ã(v) requiert 53 opérations.

Fig. A.5 – Détail de la matrice Ã(v)
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Nous montrons dans ce paragraphe comment calculer la matrice de Roe de la méthode
de relaxation modifiée par annulation des valeurs propres associées aux ondes lentes. Il

s’agit de la matrice |ÃRoe|(vL, vR) définie par |ÃRoe| =
(
R|Λ̃|L

)
(vL, vR) avec |Λ̃| =

Diag (|vL − aτL|, 0, 0, 0, |vR + aτR|) et L = R−1. La matrice R(vL, vR) est définit dans le rap-
port et nous ne rappellerons pas sa définition ici. Nous notons

vL = vL − aτL, vR = vR + aτL,
IL = ΠL + a2τL, IR = ΠR + a2τR,

(A.34)

ainsi que

d = 1/ [−v?(IR − IL) − vL(Π? − IR) − vR(IL − Π?)] . (A.35)

Soient

pL = d |vL|




1
YL

vL

IL

ΣL




, pR = d |vR|




1
YR

vR

IR

ΣR




. (A.36)

Les colonnes de la matrice |ÃRoe| =
{
|ÃRoe

j |
}

j=1,5
sont les suivantes.

1. La colonne 1 est donnée par |ÃRoe
1 | = αpL+β pR avec α = Π? vR−v? IR et β = v? IL−Π? vL.

2. La colonne 2 est nulle, i.e., |ÃRoe
2 | = 0.

3. La colonne 3 est donnée par |ÃRoe
3 | = αpL + β pR avec α = IR − Π? et β = Π? − IL.

4. La colonne 4 est donnée par |ÃRoe
4 | = αpL + β pR avec α = v? − vR et β = vL − v?.

5. La colonne 5 est nulle, i.e., |ÃRoe
5 | = 0.

Le calcul de la matrice |ÃRoe| requiert 89 opérations.

Fig. A.6 – Détail de la matrice |ÃRoe|
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Étape physique : 129 I opérations et 10 I évaluations

Étape mathématique : 458 I opérations et 3 I évaluations

1. étape mathématique 1 : 404 I opérations et 3 I évaluations

2. étape mathématique 2 : 54 I opérations

(a) Réduction du premier membre : 54 I opérations

α̃i = R(αi), β̃i = R(βi), γ̃i = R(γi) (A.37)

R(A) =




A11 + A14
∂I
∂ρ A12 + A14

∂I
∂χ A13 + A14

∂I
∂q A15

A21 + A24
∂I
∂ρ A22 + A24

∂I
∂χ A23 + A24

∂I
∂q A25

A31 + A34
∂I
∂ρ A32 + A34

∂I
∂χ A33 + A34

∂I
∂q A35

A51 + A54
∂I
∂ρ A52 + A54

∂I
∂χ A53 + A54

∂I
∂q A55




(A.38)

(b) Réduction du second membre : 0 opérations

b̃i =
(
b1
i , b2

i , b3
i , b5

i

)
(A.39)

Résolution du système linéaire : 244 I opérations

Fig. A.7 – Détail du schéma de relaxation semi-implicite linéaire réduit (blocs de taille 4, demi-
largeur de bande 7)
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Étape physique : 1800 I opérations et 16 I évaluations

1. Calcul des flux numériques : 1791 I opérations

Hi+1/2 = H(un
i , un

i+1), i = 0, I (A.40)

2. Mise à jour de u?
i : 9 I opérations

θ = ∆t/∆x, u?
i = un

i − θ
(
Hi+1/2 − Hi−1/2

)
, i = 1, I (A.41)

Il faut noter que le schéma de relaxation utilise un flux numérique à 3 composantes.

Étape mathématique : 513 I opérations

1. Calculs préliminaires : 2 opérations

θ = ∆t/(2∆x), (I)ij = δij (A.42)

où δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j.

2. Construction du premier membre : 510 I opérations

(a) Calcul de la matrice de diffusion : 240 I opérations

Λ̃ = diag(λ1, 0, λ3) (A.43)

|Ãα| = RαK|Λ̃α|Lα, α = L,R (A.44)

D̃ =
1

2

(
|ÃL| + |ÃR|

)
(A.45)

(b) Calcul des matrices Jacobiennes : 216 I opérations

Ãα = RαΛ̃αLα, α = L,R (A.46)

(c) Calcul des matrices αi, βi et γi+1 : 54 I opérations

α̃i = θ
(
ÃL + D̃

)
, γ̃i+1 = θ

(
ÃR − D̃

)
, βi = I + αi − γi (A.47)

3. Construction du second membre : 3 I opérations

bi = u?
i − un

i (A.48)

Résolution du système linéaire : 136 I opérations

Fig. A.8 – Détail du schéma Tacite semi-implicite linéaire (blocs de taille 3, demi-largeur de bande
5)
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Publié dans : [10], [4]

Fermetures :
- Thermodynamique : liquide incompressible, gaz parfait, aG = 100 m/s
- Hydrodynamique : glissement nul

Solution : Détente en λ−. Date finale : T = 0.8 s.

Vitesses de propagation : λ−
L = −40.12 m/s et λ−

R = −15.77 m/s.

États gauche et droit :




ρ
Y
v




L

=




500
0.2

34.4233


 et




ρ
Y
v




R

=




400
0.2
50




Fig. A.9 – Détail du cas 1, glissement nul

Publié dans : [26], [10], [4]

Fermetures :
- Thermodynamique : liquide incompressible, gaz parfait, aG = 300 m/s
- Hydrodynamique : Zuber-Findlay, c0 = 1.07, c1 = 0.2162 m/s.

Solution : . Choc-Discontinuité de Contact-Choc Date finale : T = 0.5 s.

Vitesses de propagation : σ− = −40.03 m/s, σ0 = 10 m/s et σ+ = 67.24 m/s.

États gauche et droit :




ρ
Y
v




L

=




453.197
0.00705
24.8074


 et




ρ
Y
v




R

=




454.915
0.0108
1.7461




Fig. A.10 – Détail du cas 2, Zuber-Findlay
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ANNEXE A. COMPLÉMENTS À L’ANALYSE DU TEMPS CPU POUR LE SYSTÈME GAZ-LIQUIDE

Publié dans : [53], [26]

Géométrie de la conduite et discrétisation :
- Longueur : 10000 m, horizontal
- Diamètre : 0.146 m
- Pas d’espace : 200 m

Modèles thermodynamiques et hydrodynamique :
- Modèle thermodynamique : liquide compressible, gaz parfait
- Modèle hydrodynamique : glissement nul

Conditions opératoires :
- Durée de stabilisation : 3000 s
- Durée de la rampe : 10 s
- Condition limite amont sur le débit de gaz : 0.2 à 0.4 kg/s
- Condition limite amont sur le débit de liquide : 20 kg/s
- Condition limite aval sur la pression : 10 bars

Fig. A.11 – Détail de l’expérience 1 avec Conditions Limites

Publié dans : [26]

Géométrie de la conduite et discrétisation :
- Longueur : 80 m, vertical
- Diamètre : 0.146 m
- Pas d’espace : 1.6 m

Modèles thermodynamiques et hydrodynamique :
- Modèle thermodynamique : liquide compressible, gaz parfait
- Modèle hydrodynamique : glissement Zuber-Findlay IFP

Conditions opératoires :
- Durée de stabilisation : 10 s
- Durée de la rampe : 100 s
- Condition limite amont sur le débit de gaz : 0.114 à 0. kg/s
- Condition limite amont sur le débit de liquide : 1.628 kg/s
- Condition limite aval sur la pression : 10 bars

Fig. A.12 – Détail de l’expérience 2 avec Conditions Limites
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Nous montrons dans ce paragraphe le coût des évaluations des lois de fermeture.
Le calcul le plus élémentaire est celui de la pression : dans le tableau suivant, on indique le coût
d’évaluation de la fonction ϕ en supposant que l’on connâıt déjà la pression p. La même remarque
vaut pour les dérivées partielles pX et ϕX (X = τ, v, Y, ρ, χ ou q). Notons que le calcul du glissement
est plus ou moins complexe selon le type de loi : nous considérons ici le glissement de Zuber-Findlay
(historique).

Incompressible Compressible

p 7 21
pX 12 29
ϕ 16 20
ϕX 35 62

Une fois calculée p et ϕ, on calcule les fonctions P et σ et leurs dérivées. Le coût dépend alors des
dérivées que l’on souhaite obtenir, puisque de nombreuses opérations sont éliminées si on calcule les
dérivées de façon groupée.
Dans le cas du schéma de relaxation explicite, on a besoin de P, σ, Pτ,v et σY . Le bilan total est
donné ci-après.

Incompressible Compressible

p 7 21
pτ 12 29
ϕ 16 20
ϕτ,v,Y 3 × 35 3 × 62
σ 4 5
στ,v,Y 24 24
P 2 2
Pτ,v 7 7

Total 177 294

Dans le cas du schéma tacite explicite, on a besoin de P, σ, Pρ,q,χ et σρ,q,χ. Le bilan total est donné
ci-après.

Incompressible Compressible

p 7 21
pρ,q,χ 3 × 12 3 × 29
ϕ 16 20
ϕρ,q,χ 3 × 35 3 × 62
σ 4 5
σρ,q,χ 24 24
P 2 2
Pρ,q,χ 3 × 7 3 × 7

Total 215 366

Fig. A.13 – Détail des coûts des évaluations de base dans le cas de la loi de glissement Zuber-Findlay
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Méthodes de relaxation 194 Michaël Baudin



Annexe B

Thermodynamique des fluides

polyphasiques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats relatifs aux caractéristiques thermodyna-
miques des fluides polyphasiques. En particulier, nous calculons les densités et pressions maximales
pour ces fluides. Puis, nous montrons de quelles équations la pression est solution dans le cas d’un
mélange gaz-liquide et dans le cas d’un mélange compositionnel à 2 constituants. Dans tous les cas,
nous supposons que le gaz est parfait et nous distinguons le cas du liquide compressible de celui du
liquide incompressible.

B.1 Caractéristiques thermodynamiques des fluides compressibles

Nous évaluons dans ce paragraphe la pression maximale d’un fluide diphasique compressible.

Nous supposons que le liquide faiblement compressible et le gaz (parfait) sont soumis aux lois

ρL(p) = ρ0
L +

p − p0

a2
L

, ρG(p) =
p

a2
G

(B.1)

où ρ0
L, p0, aL et aG sont des constantes données. Nous supposerons que aG < aL. Par ailleurs, nous

appellerons liquide incompressible le liquide qui suit la loi ρL(p) = ρ0
L.

Considérons les paramètres ρ0
L = 1000. (kg/m3), aL = 500. (m/s), aG = 300. (m/s), p0 = 105

(Pa) et une température fixée à T = 20 (◦C). Les figures (B.1–B.2) donnent une illustration de la
fonction densité définie par ρ(p, Y ) = 1

Y
ρG(p)

+ 1−Y
ρL(p)

pour Y = 0.1 et Y = 0.5 dans le cas d’un liquide

incompressible, puis dans le cas d’un liquide compressible.

On constate que, pour des pressions faibles, on a bien ρG(p) ≤ ρ ≤ ρL(p). Puis les courbes se
croisent et même s’inversent au delà d’une pression limite. On peut considérer que cette pression
limite est maximale car il est bien évident que nos modèles sont faux au-delà : il est bien connu qu’il
faut alors utiliser des modèles plus fins, type Van Der Waals, car les interactions entre molécules
sont plus grandes. On vérifie également qu’un fluide compressible permet d’atteindre des densités
maximales d’autant plus importantes que le liquide est compressible, c’est à dire d’autant plus que
aL est petit.

– Dans le cas d’un liquide incompressible, la pression et la densité maximale sont

p = a2
Gρ0

L, ρ = ρ0
L. (B.2)
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– Dans le cas d’un liquide compressible, on introduit

q = 1 − a2
G

a2
L

(B.3)

et la pression et la densité maximale sont

p =
a2

G

(
ρ0
L − p0

a2
L

)

q
, ρ =

ρ0
L − p0

a2
L

q
. (B.4)

On vérifie facilement que q > 0 puisque par hypothèse 0 < aG < aL.
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Fig. B.1 – Densité avec un liquide incompressible
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Fig. B.2 – Densité avec un liquide compressible

B.2 Calcul de la pression

Nous détaillons ici le calcul de la pression dans le cas d’un mélange gaz-liquide et dans le cas d’un
mélange compositionnel à 2 constituants. Dans tous les cas, la pression est solution d’un polynôme
dont le degré varie avec la complexité du modèle : le polynôme est de degré 1 dans le cas simple
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du liquide incompressible dans un mélange gaz-liquide et il est de degré 3 dans le cas du liquide
compressible d’un mélange de 2 constituants.

Nous constaterons que, dans le cas du modèle gaz-liquide, il est possible de démontrer l’existence
de la pression. Par contre, dans le cas du modèle à 2 constituants, nous ne pourrons conclure.

B.2.1 Modèle gaz-liquide

Dans ce paragraphe, nous considérons un mélange diphasique isotherme non compositionnel pour
lequel la fraction massique de gaz est calculée en fonction de la pression est la densité par

Y (ρ, p) =
ρG(p)

ρ

ρL(p) − ρ

ρL(p) − ρG(p)
. (B.5)

Nous allons vérifier que dans le cas d’un liquide incompressible, la pression est solution d’un polynôme
de degré 1 tandis que dans le cas d’un liquide compressible, la pression est solution d’un polynôme
de degré 2. Dans les deux cas, nous saurons démontrer l’existence de la pression.

B.2.1.1 Cas du liquide incompressible

Ici, nous calculons la pression dans le cas particulier où ρL(p) = ρ0
L. Rappelons que les égalités

(B.2) définissent les pression et densités maximales p et ρ. On introduit la notation

θ(ρ) =
ρ0

L

ρ
− 1, ρ ∈]0, ρ]. (B.6)

La quantité θ est sans dimension. Il est facile de vérifier que θ(ρ) ≥ 0 pour ρ ∈]0, ρ]. On écrit alors
la fraction massique de gaz sous la forme

Y =
θ(ρ) p

p − p
. (B.7)

On voit alors facilement que la pression est solution de l’équation linéaire

α1p + α0 = 0 (B.8)

avec

α1 =−θ(ρ) − Y,
α0 = Y p,

(B.9)

dont la solution est

p(ρ, Y ) =
Y

θ(ρ) + Y
p, ρ ∈]0, ρ], Y ∈]0, 1]. (B.10)

On vérifie facilement que la pression est physiquement admissible c’est à dire à la fois positive et
bien définie (dénominateur non nul) si ρ ∈]0, ρ] et Y ∈]0, 1]. Notons que le nombre Y

θ(ρ)+Y est sans

dimension. Pour Y = 0 (monophasique liquide), la pression est indéterminée et il est nécessaire
d’utiliser un modèle de liquide compressible.
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B.2.1.2 Cas du liquide compressible

Dans ce paragraphe, nous considérons un mélange diphasique isotherme non-compositionnel et

nous calculons la pression dans le cas général où ρL(p) = ρ0
L + p−p0

a2
L

. Rappelons que les égalités (B.4)

définissent les pression et densités maximales p et ρ à l’aide du nombre sans dimension q définit par
(B.3). On note désormais

θ(ρ) =
ρ0
L − p0

a2
L

ρ
− 1, ρ ∈]0, ρ]. (B.11)

Il est facile de vérifier que θ(ρ) ≥ q−1 pour ρ ∈]0, ρ]. On écrit alors la fraction massique de gaz sous
la forme

Y =
θ(ρ) p + p2

ρa2
L

q(p − p)
. (B.12)

Quelques manipulations algébriques permettent de constater que la pression est solution d’un po-
lynôme de degré 2. Plus précisément, p est solution de

α2p
2 + α1p + α0 = 0 (B.13)

avec

α2 =− 1
ρa2

L
,

α1 =−θ(ρ) − qY,
α0 = qY p.

(B.14)

Il est facile de constater que, comme il a déjà été vu dans [4], le discriminant ∆(ρ, Y ) = (θ(ρ) +
qY )2+4 p

ρa2
L
qY est positif. Le polynôme possède donc 2 racines réelles. Comme par ailleurs le produit

des racines, qui vaut − p
ρa2

L
qY est négatif, il y a une racine négative et une positive : c’est la dernière

qui nous intéresse. La pression vaut

p(ρ, Y ) =
ρa2

L

2

[
θ(ρ) + qY +

√
∆
]

ρ ∈]0, ρ], si Y ∈ [0, 1]. (B.15)

B.2.2 Mélange à 2 constituants

Ce paragraphe est un complément du chapitre 9 qui traite du modèle diphasique isotherme à
2 constituants. Dans ce modèle, la fraction massique du premier constituant de gaz est calculée en
fonction de la pression est la densité par

c1(ρ, p) = Y (ρ, p)Y1(p) + X(ρ, p)X1(p), (B.16)

avec Y1 et X1 des fonctions données de la pression et X et Y les fractions massiques de chaque phase
définies par

Y (ρ, p) =
ρG(p)

ρ

ρL(p) − ρ

ρL(p) − ρG(p)
, X(ρ, p) = 1 − Y (ρ, p). (B.17)

Nous notons

ω = 1 − p0
2

p0
1

, (B.18)
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avec p0
1 et p0

2 des pressions constantes. Sous l’hypothèse p0
2 < p0

1, on constate que pour toute
température positive, on a ω ∈]0, 1[. Il est alors facile d’écrire les fractions massiques du premier
constituant sous la forme

X1(p, T ) =
p − p0

2

ωp0
1

, Y1(p, T ) =
p − p0

2

ωp
. (B.19)

Nous allons voir que, dans le cas d’un liquide incompressible, la pression est solution d’un po-
lynôme de degré 2 et que dans le cas d’un liquide compressible, la pression est solution d’un polynôme
de degré 3. Dans les deux cas, nous ne saurons conclure à l’existence de la pression.

B.2.2.1 Cas du liquide incompressible

Dans ce paragraphe, nous calculons la pression dans le cas particulier où ρL(p) = ρ0
L. On considère

ici la définition de θ(ρ) (B.6) et on écrit la fraction massique de gaz sous la forme (B.7). Il vient
alors aisément, par la définition de la fraction massique du premier constituant (9.25), que

c1 =
p − p0

2

ωp0
1

p − (θ(ρ) + 1)p

p − p
+

p − p0
2

ω

θ(ρ)

p − p
. (B.20)

Quelques simples manipulations algébriques sur l’égalité précédentes permettent de voir que la pres-
sion est racine d’un polynôme de degré 2. Plus précisément, p est solution de

α2p
2 + α1p + α0 = 0 (B.21)

avec

α2 = θ(ρ)+1
p0
1

,

α1 =−θ(ρ) − p
p0
1
− ωc1 − (θ(ρ) + 1)(1 − ω),

α0 = ωc1p + θ(ρ)p0
2 + (1 − ω)p.

(B.22)

Remarque B.2.1 Cette définition de la pression est satisfaisante car elle dégénère bien vers le cas
où p0

1 → ∞ et p0
2 = 0, qui correspond au modèle gaz-liquide (non compositionnel). Dans ce cas, il

est facile de voir que ω = 1 et c1 = Y . Par ailleurs, le polynôme de degré 2 se simplifie en polynôme
de degré 1 (α2 = 0) avec α1 = − (θ(ρ) + Y ) et α0 = Y p. On vérifie donc bien que p = Y

θ(ρ)+Y p.

Le discriminant est ∆(ρ, c1) = α2
1 − 4α2α0 c’est à dire trouve l’expression

∆(ρ, c1) =

[
θ(ρ) +

p

p0
1

+ ωc1 + (θ(ρ) + 1)(1 − ω)

]2

−4(θ(ρ) + 1)

[
ωc1

p

p0
1

+

(
θ(ρ) +

p

p0
1

)
(1 − ω)

]
(B.23)

qu’on peut mettre sous la forme

∆(ρ, c1) =

[
θ(ρ) +

p

p0
1

− ωc1 − (θ(ρ) + 1)(1 − ω)

]2

+ 4ωc1θ(ρ)

(
1 − p

p0
1

)
. (B.24)

Il est clair que pour c1 = 0, ce discriminant est positif. Dans les autres cas, on ne peut pas conclure

car, dans la pratique,
(
1 − p

p0
1

)
< 0.
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B.2.2.2 Cas du liquide compressible

Dans ce paragraphe, nous tentons de trouver de quelle équation la fonction pression est solution

dans le cas général où ρL(p) = ρ0
L + p−p0

a2
L

. Nous allons voir qu’à (ρ, ρc1) fixé, la pression est solution

d’un polynôme de degré 3. Nous conservons la même notation pour ω. On considère les notations
(B.11) et (B.3). On écrit alors les fractions massiques de gaz sous la forme (B.12). Il vient alors, par
la définition de la fraction massique du premier constituant (9.25), que

c1 =
p − p0

2

ωp0
1

qp − (θ(ρ) + q)p − p2

ρa2
L

q(p − p)
+

p − p0
2

ω

θ(ρ) + p
ρa2

L

q(p − p)
. (B.25)

Quelques simples manipulations algébriques sur l’égalité précédentes permettent de voir que la pres-
sion est racine d’un polynôme de degré 3. Plus précisément, p est solution de

α3p
3 + α2p

2 + α1p + α0 = 0 (B.26)

avec

α3 = 1
p0
1ρa2

L
,

α2 = θ(ρ)+q
p0
1

− ω
ρa2

L
,

α1 =−θ(ρ) − q p
p0
1
− ωqc1 − (θ(ρ) + q)(1 − ω) +

p0
2

ρa2
L
,

α0 = ωc1qp + θ(ρ)p0
2 + (1 − ω)qp.

(B.27)

Remarque B.2.2 Cette définition de la pression est satisfaisante car elle dégénère bien vers le cas
précédent si aL → ∞, c’est à dire si on tend vers un liquide incompressible.
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Annexe C

Relaxation par Born-Infeld

Les deux chapitres qui suivent sont consacrés à la méthode de relaxation par le système de
Born-Infeld. L’idée de base est de considérer des lois dévolution sur des paramètres représentant les
expressions que prennent, en coordonnées Lagrangiennes, les vitesse du liquide et du gaz (notées ici
W et Z).

Ces travaux sont nés de l’impossibilité de traiter le système compositionnel par une méthode de
splitting chimique. Pour ce système, il apparâıt que les enthalpies spécifiques de chaque phase se
transportent, en coordonnées Lagrangiennes, aux vitesses W = − Σ

Y et Z = Σ
1−Y avec Y la fraction

massique de gaz et Σ la variable relaxant la fonction non-linéaire σ. Or la solution d’un problème de
Riemann dont les états gauches et droits sont donnés peut ne pas permettre de calculer ces grandeurs
(si Y ? = 0 ou Y ? = 1).

L’idée est alors d’introduire des équations d’évolution supplémentaires sur W et Z de telle sorte
qu’ils soient désormais déterminés. Les lois d’évolution ainsi construites font apparâıtre un système
de deux équations aux dérivées partielles, issues des travaux de deux physiciens, M. Born et L. Infeld,
parus en 1934 dans [12]. Ce système de lois de conservation est

{
Wt + ZWx = 0,
Zt + WZx = 0.

(C.1)

Il a été étudié dans [59], pp. 109–113 et dans [64], pp. 617–620. A notre connaissance, c’est la
première fois qu’il sert à mettre en évidence une méthode de relaxation. La propriété fondamentale
de ce système est qu’il possède des champs linéairement dégénérés. Du point de vue du schéma de
relaxation, cette propriété est centrale car elle conduit à un solveur de Godunov de coût réduit. Le
système de Born-Infeld est, du point de vue de la relaxation, un système important car il est dit
dans [59] que tout système 2× 2 dont les champs sont linéairement dégénérés et dont les vitesses de
propagation sont sans points critiques peut s’écrire, à un changement de variable près, sous la forme
du système de Born-Infeld.

Le plan de l’exposé est le suivant. L’annexe (D) est un article soumis à Numerische Mathematik
et traite de la méthode dans le cas d’une équation scalaire. Nous verrons dans l’annexe (E) des
compléments généralisant des théorèmes de stabilité présentés dans l’article ainsi que des résultats
relatifs au système gaz-liquide.
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	Table des figures
	Nomenclature
	Introduction
	Enjeu industriel, technique et scientifique
	A la recherche d'un schéma idéal
	Revue de divers travaux connexes
	Méthodologie adoptée
	Méthode proposée
	Apport et originalité de la thèse
	Éléments du projet
	Contenu de ce document

	I Modèle diphasique isotherme non compositionnel
	1 Introduction
	2 Modèle continu
	2.1 Géométrie
	2.2 Variables
	2.3 Thermodynamique
	2.4 Hydrodynamique
	2.4.1 Ecoulements co-vitesse
	2.4.2 Écoulements dispersés
	2.4.3 Écoulements intermittents
	2.4.3.0.1 Zuber-Findlay
	2.4.3.0.2 Zuber-Findlay-IFP



	2.5 Lois de conservation
	2.5.1 Variables naturelles
	2.5.2 Variables conservatives

	2.6 Cadre mathématique
	2.7 Conditions aux limites et donnée initiale
	2.8 Discrétisation
	2.9 Outils numériques de base
	2.9.1 Intégration des termes sources
	2.9.2 Montée en ordre du schéma


	3 A relaxation method for two-phase flow models with hydrodynamic closure law
	3.1 A relaxation model
	3.1.1 Design of the relaxation system
	3.1.2 Chapman-Enskog expansion

	3.2 An approximate Riemann solver
	3.2.1 Relaxation scheme
	3.2.2 Relaxation coefficients
	3.2.3 A maximum principle on mass fractions
	3.2.4 On the optimal choice of the pair (a,b)

	3.3 Numerical results
	3.3.1 No-slip law
	3.3.1.1 Experiment 1
	3.3.1.2 Experiment 2

	3.3.2 Zuber-Findlay law
	3.3.3 Dispersed law
	3.3.4 Synthetic law


	4 Compléments pour le schéma explicite
	4.1 Un autre calcul des coefficients de relaxation
	4.1.1 Système relaxé en coordonnées Lagrangiennes
	4.1.2 Calcul des coefficients de relaxation
	4.1.2.1 Ancienne technique de calcul des coefficients de relaxation
	4.1.2.2 Nouvelle technique de calcul des coefficients de relaxation
	4.1.2.2.1 Sous-système relaxé 1 en Lagrangien
	4.1.2.2.2 Sous-système relaxé 2 en Lagrangien


	4.1.3 Nouveau calcul pratique des coefficients de relaxation
	4.1.4 Expérience numérique

	4.2 Traitement aux limites
	4.2.1 Amont
	4.2.2 Aval


	5 A semi-implicit relaxation scheme for modeling two-phase flow in a pipeline
	5.1 Two-phase flow model
	5.1.1 Equations
	5.1.2 Boundary and initial conditions
	5.1.3 Characteristics of the model

	5.2 Explicit relaxation scheme
	5.2.1 The relaxation model
	5.2.2 First order explicit scheme
	5.2.3 Relaxation coefficients
	5.2.3.1 Two stability theorems
	5.2.3.2 Practical computation of the relaxation coefficients

	5.2.4 Second order in space
	5.2.5 Second order in time
	5.2.6 Time step
	5.2.7 Treatment of boundary conditions
	5.2.7.1 Inlet (x= 0)
	5.2.7.2 Outlet (x= L)


	5.3 Semi-implicit relaxation scheme
	5.3.1 First order linearly implicit scheme
	5.3.1.1 The linear system
	5.3.1.2 Roe's form of the explicit relaxation scheme
	5.3.1.3 The first-order linearly implicit relaxation scheme

	5.3.2 First order semi-implicit relaxation scheme
	5.3.2.1 Time step of the semi-implicit relaxation scheme
	5.3.2.2 Implicit projection

	5.3.3 Second order semi-implicit scheme

	5.4 Numerical results
	5.4.1 Experiment 1: no-slip law
	5.4.2 Experiment 2: Zuber-Findlay law
	5.4.3 Experiment 3: no-slip law
	5.4.4 Experiment 4: Zuber-Findlay-like law


	6 Analyse des temps CPU
	6.1 Introduction
	6.1.1 Contexte
	6.1.2 D'autres tentatives
	6.1.3 Méthode proposée

	6.2 Eléments de base
	6.3 Analyse algorithmique des schémas explicites
	6.3.1 Analyse du schéma de relaxation
	6.3.2 Analyse du schéma Tacite
	6.3.3 Analyse comparée
	6.3.4 Variante couplée des coefficients de relaxation

	6.4 Analyse algorithmique des schémas semi-implicite linéaires
	6.4.1 Analyse comparée

	6.5 Temps CPU des tubes à choc
	6.5.1 Temps CPU
	6.5.2 Décomposition du temps calcul
	6.5.3 Gain en temps CPU

	6.6 Temps CPU des Problèmes avec conditions limites
	6.6.1 Temps CPU
	6.6.2 Décomposition du temps calcul

	6.7 Conclusions

	7 Conclusion de la première partie

	II Modèle diphasique isotherme compositionnel
	8 Introduction
	9 Modèle continu
	9.1 Modèle et notations
	9.1.1 Système de variables
	9.1.2 Équations de conservation
	9.1.3 Hydrodynamique
	9.1.4 Thermodynamique

	9.2 Une thermodynamique à deux constituants par phase
	9.2.1 Pression dans le cas général
	9.2.2 Pression liquide, gaz
	9.2.3 Pression de bulle, de rosée
	9.2.4 Pression dans le domaine diphasique
	9.2.5 Courbes isobares
	9.2.6 Une propriété remarquable
	9.2.7 Exemples de mélanges compositionnels
	9.2.8 Continuité de la pression


	10 Méthodes de relaxation
	10.1 Relaxation avec découplage
	10.1.1 Une extension de la méthode de Larrouturou
	10.1.1.1 Construction
	10.1.1.2 Positivité des fractions massiques des constituants
	10.1.1.3 Conclusion

	10.1.2 Relaxation découplée par Born-Infeld
	10.1.2.1 Conclusion

	10.1.3 Conclusions

	10.2 Méthode préservant la positivité
	10.2.1 Relaxation du système
	10.2.2 Coefficients de relaxation
	10.2.3 Solution du problème de Riemann
	10.2.4 Positivité de la densité, des fractions massiques
	10.2.5 Implicitation de la méthode de relaxation

	10.3 Conclusions

	11 Complexité des algorithmes
	11.1 Algorithmes explicites
	11.2 Algorithmes semi-implicite linéaires
	11.3 Conclusion

	12 Résultats numériques
	12.1 Introduction
	12.2 Expérience 1
	12.3 Expérience 2
	12.4 Expérience 3
	12.5 Expérience 4
	12.6 Expérience 5
	12.7 Conclusion

	13 Conclusion de la seconde partie

	Bilan
	Annexes
	A Compléments à l'analyse du temps CPU pour le système gaz-liquide
	B Thermodynamique des fluides polyphasiques
	B.1 Caractéristiques thermodynamiques des fluides compressibles
	B.2 Calcul de la pression
	B.2.1 Modèle gaz-liquide
	B.2.1.1 Cas du liquide incompressible
	B.2.1.2 Cas du liquide compressible

	B.2.2 Mélange à 2 constituants
	B.2.2.1 Cas du liquide incompressible
	B.2.2.2 Cas du liquide compressible



	C Relaxation par Born-Infeld
	D Relaxation of two-phase flows via the Born-Infeld system
	D.1 Introduction
	D.2 Relaxation scheme for the scalar conservation law
	D.2.1 Basic ideas
	D.2.1.1 Non-conservative form
	D.2.1.2 Range of variables
	D.2.1.3 Riemann problem
	D.2.1.4 Numerical flux

	D.2.2 Further properties
	D.2.2.1 Various forms with RHS
	D.2.2.2 Chapman-Enskog analysis
	D.2.2.3 Eligible flux functions
	D.2.2.4 Flux monotonicity


	D.3 Numerical results
	D.3.1 Constant g
	D.3.2 Partial Whitham

	D.4 Relaxation scheme for the drift-flux model
	D.4.1 The drift-flux model
	D.4.2 Basic ideas
	D.4.3 Whitham condition
	D.4.4 Relaxation scheme
	D.4.5 Relaxation coefficient

	D.5 More numerical results
	D.5.1 Experiment 1
	D.5.2 Experiment 2
	D.5.3 Experiment 3

	D.6 Conclusion

	E Compléments à l'article
	E.1 Introduction
	E.2 Généralisation des résultats théoriques
	E.2.1 Généralisation de la condition de Whitham
	E.2.2 Généralisation de l'équivalence Whitham-monotonie

	E.3 Application aux écoulements diphasiques
	E.3.1 Autre forme de la condition de Whitham
	E.3.2 Condition de Whitham

	E.4 Conclusion

	F Modèle triphasique isotherme non compositionnel
	F.1 Introduction
	F.2 Lois de conservation
	F.3 relaxation du système
	F.4 Analyse du système
	F.5 Solution du problème de Riemann
	F.6 Coefficients de relaxation de base
	F.7 Principe du maximum
	F.8 Interprétation du schéma comme une méthode de Roe
	F.9 Conclusion
	F.10 Perspectives

	G Modèle diphasique non isotherme non compositionnel
	G.1 Introduction
	G.1.1 D'autres tentatives
	G.1.2 Méthode proposée

	G.2 Modèle continu
	G.2.1 Variables
	G.2.2 Thermodynamique
	G.2.3 Hydrodynamique
	G.2.4 Écriture d'une équation d'énergie exacte
	G.2.5 Cadre mathématique

	G.3 Méthode de relaxation
	G.3.1 Relaxation
	G.3.2 Développement de Chapman-Enskog
	G.3.2.1 Le développement
	G.3.2.2 Un polynôme ``simple''
	G.3.2.3 Le polynôme en question
	G.3.2.4 Calcul pratique des coefficients de relaxation

	G.3.3 Éléments propres
	G.3.4 Calcul des invariants forts
	G.3.5 Solution du problème de Riemann
	G.3.5.0.1 Détail des calculs

	G.3.6 Interprétation du schéma comme une méthode de Roe

	G.4 Conclusion

	Bibliographie
	Index


