Méthode des éléments finis mixtes
multi-échelles pour la simulation
d’écoulements en milieux poreux
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Ce chapitre introduit la méthode des éléments finis mixtes multi-échelles proposée dans [CH02]. Cette
méthode est utilisée pour calculer les champs de pression et de vitesse que nous associons & une des méthodes
de résolution du probléme de transport présentées au chapitre 2. Nous détaillons le principe de cette méthode
multi-échelle en deux temps. Nous présentons, tout d’abord, la méthode lorsqu’elle est appliquée & un modéle
monophasique. Nous expliquons ensuite son extension au cas diphasique. Finalement, nous présentons les
résultats obtenus en les comparant notamment avec les résultats de référence du chapitre 2. Des résultats
de performance sont également présentés au chapitre 6.

5.1 Notations et définitions

Considérons un maillage donné K, du domaine . En appliquant des techniques d’agglomération de
mailles k € Kp, il est toujours possible de construire un maillage Ky ot H > h et tel que Ky forme une
partition du domaine Q2 plus grossiére que K. Ainsi, dans notre description géométrique multi-échelle, tout
élément K € Ky (respectivement ¥ € Fp) est composé d’éléments k € K, (respectivement o € Fp,). De
plus, on a Ng C Nj.

Dans le cadre des méthodes multi-échelles, nous qualifions de grossiers les éléments de Ky et Fp et de
fins les éléments de K, et Fp,. Par exemple, Ky est appelé maillage grossier et I, est le maillage fin.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

(a) Maillage fin initial (b) Agglomération  (c) Maillage grossier fi-
nal

FIGURE 5.1 — Principe de I'agglomération

Dés lors, on note Kg .,k I'ensemble des mailles fines k£ € K, incluses dans la maille grossiére K € Kp :

Kosnk ={ke Ky |k C K}

et Kp_ ok la maille grossiére K € Ky incluant la maille fine k € Ky, :
Knowor={K €Ky |k CK}.

De méme, on note Fg_,p 5 I'ensemble des faces fines composant la face grossiére ¥ € Fp :
Frisny ={0c € Fp|o C X}

et Fr—m,- la face grossiére incluant la face fine o € Fy, :
Frome ={X € Fu|o C X}

De plus, on note Fp_,, x l'ensemble des faces fines composant les mailles fines incluses dans la maille
grossiére K € Ky :
Fraosnk =410 € Frp,Vk € Kuon i}

L’ensemble des faces fines composant les faces de bord de la maille grossiere K € Ky est noté Fpy_,, f
]:Il;l—m,K ={0 € Fusns, VX € ’FJIEI,K}
et 'ensemble des faces internes incluses dans la maille grossiére K € Ky est :
fliﬁlah,K = }—Hﬁh,K \ }—Ibiﬁh,K'

Remarque 5.1 : On se restreint ici aux cas de maillages agglomérés Ky cartésiens. Cependant, nos travaux
s’appliquent également a des agglomérations non structurées.

Par souci de simplicité, nous introduisons la méthode multi-échelle en considérant un probléme d’écou-
lement monophasique. L’extension au cas diphasique est présentée dans la partie suivante.
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5.2. Application au probléme monophasique

5.2 Application au probléme monophasique

Le systéme considéré est le suivant :

v+AVP = 0
dans (5.1)

diviv) = 0
ol v est la vitesse et A s’écrit en fonction de la perméabilité k et la viscosité p :

k

A= —.

1
On suppose ici que la viscosité p est constante. On ferme le probléme (5.1) en imposant les conditions aux

limites suivantes :
P = Pz sur I'p,
{ (z) D (5.2)
v-n =

0 sur 00\ I'p,

ou la pression Py(z) est donnée.

On suppose que 'on dispose d’un maillage fin ;, sur lequel la perméabilité k est donnée, typiquement
issue d’un modele géologique. Comme expliqué précédemment, un maillage grossier Ky est construit en
agglomérant les mailles de Kj,.

Dans la suite, on résout le probléme (5.1) par une méthode de type éléments finis mixtes multi-échelles. Le
but est d’effectuer une résolution sur 1’échelle grossiére tout en tenant compte des variations des paramétres
a D’échelle fine. De maniére classique, une méthode aux éléments finis consiste a approcher la solution du
probléme (5.1) en la décomposant suivant un nombre fini de fonctions de base a partir du maillage grossier
K. Les éléments finis considérés ici sont mixtes, c’est-a-dire que ’on définit des fonctions de base pour la
pression sur les mailles K € Ky et des fonctions de base pour la vitesse sur les faces ¥ € Fp. Toutefois,
la différence fondamentale avec les méthodes éléments finis classiques réside dans le fait que les fonctions
de base sont construites a partir des paramétres définis & 1’échelle fine. Ainsi, ces fonctions sont calculées
numériquement et sont solutions de problémes discrétisés sur le maillage fin. On désigne respectivement par
1Psy et ¢y les vitesses et pressions de base associées a une face ¥ € Fpy. Dans la suite, nous détaillons le
calcul des fonctions de base multi-échelles ainsi que ’assemblage du systéme grossier.

5.2.1 Calcul des fonctions de base
Fonctions de base pour les faces internes

Soient X € ]—'}; et Ki,Ky € Kg». On note K; o = K7 U K3. On rappelle qu’'on a défini au paragraphe
2.2, pour chaque couple (K,X) € Ky X Fu i,

€y, Kk =Ny K ' Nx.

Les fonctions de base ¢y et ¥y associées & une face grossiére interne ¥ € }“}I sont définies sur K o comme
étant les solutions du systéme :

s = —AV¢s dans K,
diV(wg) = E&x K, W1 dans Kl, (5 3)
diV(?/}E) = Ex K,W2 dans Kg, ’
Py -n = 0 sur 0K 2,

oil la normale n est supposée sortante au domaine K 2. Les fonctions w sont des fonctions poids de la forme
suivante :

G
Jx, 0(y) dy

Dans les tests numériques présentés dans la suite on prend

w;(x)

0= ()\nz) - Nny.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

Les fonctions de base ¢y, associées a la pression sont définies dans (5.3) & une constante prés. En pratique,
on impose que ces fonctions de base soient & moyenne nulle et on pondére cette moyenne par A. La fonction
1y est telle que son flux & travers X est unitaire et orienté suivant ny.

Fonctions de base pour les faces de bord

Soient ¥ € FL et K € Ky 5. La fonction de base associée & la face ¥ a un support uniquement défini
sur la maille K. Cette fonction vérifie :

P = —MAV¢y dans K,
div(ys) = w dans K, (5.4)
Ys-n = 0 sur 0K \ 3, '
Yson = wy sur X.
Ici, la fonction w est définie par :
0(x)
w\r) =
( ) fK G(y) dy
et
f(x)

Nous rappelons que, pour les faces de bord ¥ € .7-'}}, nous avons défini la normale ny de fagon a ce qu’elle
soit orientée vers l'extérieur de K.

Dans le cas particulier ou ¥ € .7-'}’{ \ F 57 c’est-a-dire pour les faces grossiéres appartenant au bord du
domaine sur lequel une condition de type Neumann homogéne a été imposée, la fonction de base 1y est
nulle.

Bilan

Les systémes (5.3) et (5.4) sont typiquement résolus en utilisant une discrétisation basée sur le maillage
fin ICj,. Les figures 5.2 et 5.3 montrent comment ces maillages sont définis.

FIGURE 5.2 — Discrétisation locale pour une face interne X

s s
.
e
e

FI1GURE 5.3 — Discrétisation locale pour une face de bord ¥

Finalement, on construit, par résolution d’un probléme (5.3) ou (5.4), une fonction de base par face
grossiére interne ou incluse sur le bord I'p. Ensuite, pour chacune de ces faces ¥ € f}}D , les flux 15 » sont
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5.2. Application au probléme monophasique

calculés pour toute face o € Fy_,p 5 et représentent les valeurs des flux 5, sur les faces fines. Les flux 95,
vérifient, par construction,
> tso=1 (5.5)

oc€FH sh,E

De plus, considérons une maille grossiére K € Fpg,x. Par construction, les flux sont nuls sur les faces
grossiéres du bord de K différentes de ¥. Autrement dit, on a :

Uso=0 Vo& Fgops ol e Fux \{Z}. (5.6)

5.2.2 Passage des variables grossiéres aux variables fines

La pression (pk)rex, et les flux (vo),ez;vo a I'échelle fine sont calculés de la maniére suivante :

Vg = Z VZ wz,aa

TeFiP (57)
Pk = Z Pre Tikek s n i}

KeKy

ou Vx et Pk sont respectivement les flux et la pression sur le maillage grossier K.
Nous détaillons au paragraphe suivant comment ces valeurs grossiéres sont calculées.

5.2.3 Construction du systéme grossier

On considére une maille grossiére K € Ky et une face grossiére ¥ € ‘F}'{Y%. On multiplie la premiére

équation du systéme (5.1) par la restriction a K de la fonction de base associée a ¥ : 95 |- On integre
ensuite cette équation sur la maille K. Alors

/K (A1) s = —/KVP-z/Jz. (5.8)

On utilise alors le fait que la fonction s est nulle sur les faces de la maille K différentes de ¥. On a donc,
par intégration par parties

/I;vp.wz:—/EPwE-H/KPdiv(wz)-

Or, par construction des fonctions de base ¥y, on a

/Zzﬁg-n:l et /Kdiv(d@)=1.

On fait alors les approximations

/sz'nﬁnz et /Ple(wz)EPK
P K

ou on a noté Iy, la pression sur la face grossiére ¥ € Fp. On pose :

Pk = PK Vk € ICH—)h,K (5 9)
et 7w, =I1Ix Vo € -FH—>h,,Z- .
On définit pour une maille K € Ky et une face ¥ € Fy/%
Vs k = Veny - nyg g = Vxes k.

On décompose ensuite v sur la base des (Y5 )y rivo, les flux étant nuls sur les autres faces.
H

v — Z Vsithsy = Z Z Vyv k ¥sr |k -

S eFiyP KeKu s/ eFiy®.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

On a donc

/K()‘_lv)'wE: > VE',K/ (A s ) - s,

eFyP K

On note pour toute face ¥’ € f}}/f?{

A;{,lz,z' = /K (A sy ) - s,

L’équation (5.8), s’écrit alors
> AR e Ve = Pr — Ty, (5.10)

ek
On peut ensuite inverser ce systéme linéaire et on obtient
Ve x = E Ay s (Px —Iyx).

SreFyR

Pour toute maille K € Ky, le fluide étant incompressible, nous pouvons écrire la conservation du volume
de fluide a 1’échelle grossiere :

Z Vo k= Z Ag s s (Px —IIs/) = 0.

YeFu, K SeFRR

Cette équation peut étre utilisée pour exprimer les pressions des mailles grossiéres en fonction des pressions
des faces grossiéres :

Z Ak s s sy

X eFY
P = . = E RK,ZHE~ (511)
> Mksy 5w
XY EFH K

Finalement, pour obtenir les équations du systéme linéaire, on écrit la continuité des flux sur chaque face
interne grossiére ¥ € Fj;, sous la forme :

Vexk =—Vsr, ouK,LecKgs.

En utilisant les équations (5.10) et (5.11), cette équation peut se réécrire, pour toute face ¥ € Fi, avec
K,L € Kg 5, sous la forme :

Z Ry s Z Ag s s | sr — Z Ag s so1lsy

SreFRE S eFRR, SreFE

+ Z Ry r Z Apsr | Hpr — Z Aps Il =0. (5.12)

I eFRR eFHR eFy?

De plus, en intégrant le fait que la condition de Dirichlet impose la pression sur les faces ¥ € F5, nous
aboutissons, au niveau algébrique, & un systéme de la forme :

ATl = B. (5.13)

Une fois le systéme (5.13) résolu, les pressions des mailles grossiéres se déduisent des pressions sur les faces
grossiéres Iy, ¥ € F}; en reprenant I’équation (5.11).
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5.3. Extension au cas diphasique

Pour calculer le flux sur une face grossiére ¥ € Fi ou K,L € Ky yx deux expressions peuvent étre
utilisées :

Ve =esk E Ak, E Ry s Iy — Ilsy

SeFyY X"E€FH,K (5 14)
=ex,L Z AL s Z Ry ro Iy — Il
F’E]—"}}{% I'"eFu,r
Pour une face ¥ € F g avec K € Ky, le flux Vx est donné par :
Ve=eskx », Axszy > Rgslgy —Ty | (5.15)

Zle}—;{v,?( YX'eFH K

Une fois les flux grossiers calculés, les flux fins se déduisent de la formule (5.7).

5.2.4 Estimation a priori

Z. Chen et T.Y. Hou ont présenté la méthode aux éléments finis mixtes multi-échelles dans [CHO2|. Dans
cet article, ils détaillent également comment ils peuvent obtenir une estimation de ’erreur entre la solution
exacte et la solution obtenue avec cette méthode multi-échelle. Pour écrire cette erreur, nous introduisons
I’espace

Hy (div; Q) = {u € L*(Q)" | div(u) € L*(Q),u-n = 0 sur 00} .

On lui associe la norme |||y,  telle que
. 2 2 . 2
Vu € Hy (div; Q) ||u||div,sz = ||UHL2(Q)N + Hle(U)HLZ(Q) :

L’estimation a priori montrée dans larticle [CHO2] est la suivante.

Théoréme 5.1. On suppose que la mobilité est une fonction localement périodique de période € > 0. On peut
alors écrire la mobilité sous la forme A (x, %), cette fonction étant Y -périodique par rapport & sa deuxieme
variable. On note (P:,v.) la pression et le flur obtenus en résolvant le probléme (5.1) de maniére exacte.
On suppose que les probléemes (5.3) et (5.4) permettant de définir les fonctions de base multi-échelles sont
résolus de maniére exacte. Ainsi, au lieuw de définir les pressions et les flux par maille ou face fines comme
dans (5.7), on construit des fonctions de x € §)

vy = Z Vs b (),

SeFLP (5.16)
Keky

Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de € et H telle que

g
o = vl + 1P = Palloay < € (H + /). (5.17)

5.3 Extension au cas diphasique

5.3.1 Mise a jour des fonctions de base

Afin de résoudre le probléme diphasique (2.6) sur le maillage fin K}, on a présenté dans le chapitre 2
des schémas de discrétisation en temps dont le principe est de découpler le calcul de la pression (2.8) de
celui des saturations (voir équations (2.9) ou (2.14)). Dans ce chapitre, nous avons vu comment la solution
du probléme (2.8) pouvait &tre obtenue par application d’un schéma volumes finis classique.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

Dés lors, I'extension au cas diphasique de la méthode présentée dans la partie précédente consiste a
appliquer I'un de ces schémas de résolution IMPES ou IMPIMS en substituant le schéma de résolution du
probléme en pression (2.8) par la méthode multi-échelle. En effet, la différence entre le probléeme (5.1) et
les deux premiéres équations du probléme (2.6) est simplement la dépendance de la mobilité totale a la
saturation du fluide. Ainsi, il convient de considérer A = k Ay pour appliquer strictement la méme stratégie
de résolution multi-échelle au probléme en pression du cas diphasique. Les flux sont calculés sur le maillage
grossier g puis mis & D'échelle sur le maillage KCp,. L’évolution de la saturation au cours du temps est
obtenue en utilisant les flux fins issus du calcul multi-échelle. Ce calcul peut étre fait de maniére explicite
par Papplication de (2.11) ou de maniére implicite en résolvant 1’équation (2.15)

Toutefois, la dépendance en saturation de la mobilité implique également une dépendance en saturation
des fonctions de base. Ainsi, les fonctions de base doivent étre recalculées dés que la saturation varie, c’est-
a~dire & chaque pas de temps. Ce calcul de mise & jour peut s’avérer trés cotiteux. Or, les variations de la
saturation sont souvent localisées dans une partie du domaine. Ainsi, pour éviter de mettre a jour toutes
les fonctions de base a chaque itération en temps, on propose d’introduire la variable :

( D ) _ Ar (S,’: )
Al T A7 (Sll@aSt)’
ol pour une maille £ € Ky, on note S,li““ les saturations fines calculées lors de la derniére mise a jour des
fonctions de base. On se fixe un seuil &4, et pour chaque maille K € Ky, on recalcule toutes les fonctions
de bases 1y, ¢x pour ¥ € Fi si

1

max (DY), > 1+e on | min (DY) <

kEXH sh K keEKu—n kx
Dans ce cas, on remet a jour les saturations dans le calcul des fonctions de base ¢y et ¥y uniquement
dans les mailles vérifiant une de ces conditions. En pratique, on constate un réel gain de temps de calcul a
bénéficier de cette mise & jour localisée des fonctions de base par rapport aux variations de saturation.

5.3.2 Utilisation d’une information globale

La méthode multi-échelle présentée jusqu’a présent fait intervenir uniquement des informations locales
pour le calcul des fonctions de base. Cependant, cela peut ne pas étre suffisant pour bien décrire ’écoulement.
En particulier, si les propriétés varient également a une échelle de l'ordre de la résolution du maillage
grossier une erreur de résonance va affecter la solution obtenue avec notre méthode (voir inégalité (5.17) et
remarques 4.3). On cherche donc & incorporer une information fine globale au calcul des fonctions de base
multi-échelles. La méthode que 1'on va appliquer est présentée au paragaphe 4.2.1 de ouvrage [EH09].

Cette méthode consiste en fait & résoudre sur le maillage fin le probléme monophasique (5.1). La résolu-
tion numeérique de ce probléme nous permet d’obtenir la vitesse de Darcy dans le cas monophasique : v™°™°.
On définit alors les fonctions de base sur des couples face/maille en utilisant cette vitesse pour pondérer la
vitesse de base sur la face grossiére a laquelle elle est associée. Ainsi, pour une face ¥ € Fi'P et une maille
K ayant X pour face, on définit la fonction de base ¢ i . par

VK » = —kArVog s dans K,
diV(?ﬁK’g) = Ex KW dans K,
Yrx-on = 0 sur 0K \ X, (5.18)
Ygy-n = % sur 2.
b

On rappelle que €5 x = ng i - ng. Comme pour le systéme (5.3), w est la fonction poids :

f(x)
w(z) = ;
)= o) dy
comme pour le cas monophasique, on choisit
0= ()\Tnz) Ny,
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5.4. Présentation des résultats

La fonction ¥k 5, est telle que son flux & travers X est unitaire et orienté suivant ny. Pour une face interne,
la fonction 1k 5 peut étre assimilée & la restriction de la fonction de base ¢5; définie par (5.3) a la maille
K. La différence importante entre les systémes (5.3) et (5.18) vient de la condition imposée sur . Le flux
total & travers X est unitaire dans les deux cas mais la répartition de ce flux sur chaque face fine dépend
dans (5.18) de I’écoulement monophasique global dans le milieu poreux.

5.4 Présentation des résultats

On présente dans cette partie les résultats obtenus avec le schéma IMPIMS intégrant la méthode multi-
échelle présentée dans ce chapitre. Ces résultats sont présentés pour différentes tailles de maillage grossier
et comparés a ceux obtenus au paragraphe 2.5.2.

5.4.1 Couche 85 du cas SPE10

Dans ce paragraphe, on observe la solution obtenue lorsque le volume poreux d’eau injecté est égal a
25% du volume poreux total.

La figure 5.4 montre le champ de pression obtenu dans le cas fin ainsi que celui obtenu avec une simulation
multi-échelle comprenant 12 mailles grossiéres en x et 44 mailles grossiéres en y.

Pressure

04606 Pressure

93645

~6e+06 6e+06

5e+06 5e+06

L B O B B B B o e

Ae+06 4e+06

3447622 3462109

FIGURE 5.4 — Comparaison des pressions obtenues avec les solveurs fin et multi-échelle en utilisant un
maillage grossier 12 x 44

Sur la figure 5.5 les champs de saturation obtenus avec deux maillages grossiers sont comparés avec
le champ de saturation obtenu avec un solveur fin et présenté dans le paragraphe 2.5.2. Les différents
champs de saturation obtenus avec la méthode multi-échelle sont également comparées numériquement & la
solution fine en utilisant la norme L? dans le tableau 5.1. Dans ce tableau, nous désignons par LocalAlways
la solution calculée en mettant a jour toutes les fonctions de base aprés chaque pas de temps. Local70
représente la solution obtenue si on choisit comme critére de mise & jour des fonctions de base €;,; = 0,7
(voir paragraphe 5.3.1). GlobalAlways et Global70 sont les solutions obtenues en utilisant une information
globale pour calculer les fonctions de base multi-échelles (voir paragraphe 5.3.2). Les résultats obtenus
avec la méthode multi-échelle sont assez proches de ceux obtenus avec une résolution fine. On remarque
également que 'augmentation du nombre de mailles grossiéres améliore la précision de la solution multi-
échelle par rapport a la solution fine. Ce résultat logique traduit ’augmentation de la précision de la méthode
considérant un maillage grossier Ky lorsque H décroit. La figure 5.6 présente les saturations obtenues avec
les différentes méthodes pour un maillage grossier 4 x 4.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

On vérifie également que la prise en compte d’une information globale améliore la qualité de la solution.
De plus, on constate que la mise & jour partielle des fonctions de base n’augmente que faiblement I'erreur.

WaterSaturation WaterSaturation WaterSaturation
9794 9794 9794

I
o
o

!
o
o

!
o
o

pm

N L B e B
I
~

(a) Fin : 60 x 220 (b) 12 x 44 (c) 4x4

FI1GURE 5.5 — Comparaison des saturations obtenues avec les solveurs fin et multi-échelle Global70 pour
plusieurs maillages grossiers

WaterSaturation weterstsoton wetzsatyoton
9794 l
—0.6
(b) Global70 (c) GlobalAlways
——04
02 02
(a) Fin (d) Local70 (e) LocalAlways

FIGURE 5.6 — Comparaison des saturations obtenues avec les différents solveurs multi-échelles pour un
maillage grossier 4 x 4

Ces résultats permettent de vérifier que la méthode mise en place dans ce chapitre permet d’obtenir une
bonne approximation de la solution de notre probléme d’écoulement.
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5.4. Présentation des résultats

Résolution 4x4 112x20 | 12x44 | 6x20 | 6x10
LocalAlways | 10,47% | 8,05% 7,52% | 7,02% | 8,79%
Local70 10,66% | 8,13% 7,37% | 7,08% | 8,68%
GlobalAlways | 6,07% | 4,14% 3,16% | 4,53% | 5,09%
Global70 6,21% | 4,39% 3,711% | 4,77% | 5,24%

TABLE 5.1 — Ecarts relatifs en norme L? entre le champ de saturation obtenu avec

celui obtenu pour différents cas multi-échelles

5.4.2 Cas fracturé

une résolution fine et

Le cas fracturé présenté au paragraphe 2.5.2 est beaucoup plus hétérogéne que la couche 85 du cas
SPE 10. Les hétérogénéités présentes dans le champ de perméabilité sont de tailles trés variées. La prise en
compte d’une information globale lors du calcul des fonctions de base a une influence trés importante dans

ce cas comme nous pouvons le constater sur la figure 5.7.

Le tableau 5.2 confirme cette observation.

Résolution 10x10 | 20 x 10 | 10 x5 | 10 x 20 | 20 x 20
LocalAlways | 18,70% | 8,06% | 7,52% | 7,02% 8,79%
Local70 18,08% | 8,13% | 7,37% | 7,08% 8,68%
GlobalAlways | 5,13% 4,14% | 3,16% | 4,53% 5,09%
Global70 5,69% 4,39% | 3,711% | 4,77% 5,24%

TABLE 5.2 — Ecarts relatifs en norme L? entre le champ de saturation obtenu avec

celui obtenu pour différents cas multi-échelles

une résolution fine et

D’autres résultats s’intéressant plus particuliérement & la performance de cette méthode en temps de

calcul sont présentés au chapitre 6.
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Chapitre 5. Méthode des éléments finis mixtes multi-échelles pour la simulation d’écoulements

WaterSaturation
4 0

0. .6
I\‘I\\I\\\\\‘\\

0.200000003 0.7986338735

(a) Fin
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(b) Global70 (c) GlobalAlways
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(d) Local70 (e) LocalAlways

FIGURE 5.7 — Comparaison des saturations obtenues les différents solveurs multi-échelles pour un maillage
grossier 10 x 10
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