Chaines de Markov triplets avec bruit
a dépendance longue

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de dépendance longue dans les modeles de

Markov triplets. La dépendance longue, appelée également mémoire longue, se traduit par
une corrélation persistante entre les marginales d’un processus. Cette persistance peut étre
due a des phénomenes fractals, comme dans les bruits gaussiens fractionnaires [78]. Elle peut
étre également due a des phénomenes saisonniers, comme dans les processus de Gegenbauer
[30, 53]. Les phénomenes fractals et saisonniers se retrouvent notamment dans les données
financieres [56, 114], ou dans les images naturelles [66] [69, [02]. Parmi les autres applications
de la dépendance longue, on peut citer le traitement des protocoles TCP/IP [87, [61], [120], ou
encore la modélisation des précipitations et intempéries [82].
Nous commencons par définir la notion de processus a dépendance longue et donnons les prin-
cipaux exemples. Ensuite, nous verrons comment modéliser des observations a dépendance
longue a l'aide du modele des “chaines couples (resp. triplets) partiellement de Markov” intro-
duit dans [98]. En particulier, nous proposons un nouveau modele de chaine semi-markovienne
cachée par du bruit a mémoire longue. Nous proposons un algorithme ICE original, demandant
des aménagements importants de son principe général, permettant d’estimer les parametres de
notre modele a observations a dépendance longue. Pour finir, nous proposerons la modélisation
de la dépendance longue dans des processus non gaussiens a I’aide des copules. Diverses simu-
lations informatiques valident I'intérét des nouveaux modeles et traitements non supervisés
associés.

5.1 Processus a dépendance longue

5.1.1 Définition

Soit Y = (Y, )nez un processus réel. On dira qu’il est du second ordre si pour tout n € Z, Y,,
est de carré intégrable, et qu’il est stationnaire du second ordre si sa covariance E(Y,,Y,,_1) —
E(Y,)E(Y,,—x) ne dépend pas de n. On la note alors (k) et on a y(k) = y(—k). La famille
(7(k))kez sera appelée famille de covariances.

Définition 5.1.1 (Dépendance longue). Soit Y = (Y},)nez un processus réel stationnaire du
second ordre et de famille de covariances (y(k))kez-

87
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Le processus Y est a dépendance longue s’il existe a €]0,1] et C € R tels que :

lim k“y(k) = C.

k—+o00

On notera alors (k) ~1o0 Ck™.

Remarque : La covariance d’un processus a mémoire longue satisfait Z*y(k:) = +o00.
keN
Lorsque v(k) ~1o Ck™ pour o > 1, on dit que Y est a dépendance intermédiaire.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous donnons les principaux exemples de processus
a dépendance longue et leurs propriétés.

5.1.2 Processus auto-similaires et bruits gaussiens fractionnaires

Un bruit gaussien fractionnaire est défini comme le processus d’accroissements d’un mou-
vement brownien fractionnaire, ce dernier étant défini comme un processus a temps continu
possédant des propriétés d’auto-similarité. Nous préciserons ces notions ci-apres.

Mouvements browniens fractionnaires et auto-similarité

On donne tout d’abord les définitions de processus auto-similaires et a accroissements
stationnaires dont les mouvements browniens fractionnaires sont des cas particuliers.

Définition 5.1.2 (Processus auto-similaire). Un processus réel a temps continu Z = (Z;)ier
est auto-similaire d’indice H > 0 si pour tout a > 0, le processus (Zg)ier suit la méme loi
que (CLHZt)teR-

L’indice H est appelé indice ou paramétre de Hurst.

Définition 5.1.3 (Processus a accroissements stationnaires). Un processus réel a temps
continu Z = (Z;)er €St a accroissements stationnaires si pour tout h € R les variables
aléatoires Zy p — Zy et Zy — Zy ont meémes lois.

Définition 5.1.4 (Mouvement brownien fractionnaire). Un processus réel a temps continu
B = (By)ier est un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst H > 0 s’il est
gaussien, auto-similaire de parametre H et a accroissements stationnaires.

Un processus stationnaire du second ordre Z = (Z;);cr auto-similaire d’indice H et a accrois-
sements stationnaires satisfait les propriétés suivantes :

1. Zy=0;

2. Si H # 1, alors E(Z;) = 0 pour tout t € R;

3. Z_; et —Z; suivent la méme loi;

4. Soit Ty (s,t) =E(Z,Z,) et 0> =E(Z2). Si H # 1, alors :

2
Da(s,t) = S + 1P = |t = 5]
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5. H <1;

6. Si H=1, Z, =tZ; pour tout t € R;

7. Si Z est un mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst H, alors la di-
mension de Hausdorff de la trajectoire (t, Z;)cr est égale a 2 — H (pour la définition de
la dimension de Hausdorff, se reporter a I’annexe [B)).

Bruits gaussiens fractionnaires

Un bruit fractionnaire est le processus d’accroissements d’un processus auto-similaire a
accroissements stationnaires, soit :

Définition 5.1.5 (Bruit fractionnaire). Un processus stationnaire du second ordre Y =
(Y )nez est un bruit fractionnaire de moyenne m s’il existe un processus auto-similaire a
accroissements stationnaires Z = (Z;)er tel que :

Vn €Z, Yy = Zni1 — Zpn +m.

Lorsque le processus Z est un mouvement brownien fractionnaire, Y est appelé “bruit gaussien
fractionnaire”.

Soit Y = (Y},)nez un bruit fractionnaire et Z = (Z;);cr le processus auto-similaire de pa-
rametre H & accroissements stationnaires associé & Y. Le bruit fractionnaire Y vérifie les
propriétés suivantes :

1. Pour tout n € Z, E(Y,,) = m;

2. Soit 0% = E(Z2). La famille de covariances de Y est donnée par :
2
Vk € Z, y(k) :%Hk+1|2H—2|k|2H+|k;—1\2H]; (5.1)

3. On a:
1
(a) Si H = 3 alors v(k) = 0 pour k # 0;

b SiH<l, alors y(k) < 0 pour k # 0;
2
1
(c) Si H > ot alors v(k) > 0 pour k # 0;
1
4. Si H # 27 alors
Y(k)~yoe0? H(2H — 1)E*72 (5.2)

5. Ona:
1
(a) Si H = o1 alors Y est un bruit blanc;

1
(b) Si H < o1 alors 2H — 2 < —1 et Y est a dépendance intermédiaire ;

1
(c) Si H > 3 alors 2H — 2 > —1 et Y est a dépendance longue.
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5.1.3 Processus FARIMA

Les “Fractional Autoregressive Integrated Moving Average” (FARIMA) sont, sous cer-
taines conditions, a mémoire longue. Avant d’étudier plus précisement les FARIMA, rappelons
quelques notions sur les processus stationnaires du second ordre.

Théoréme 5.1.1 (Théoreme d’Herglotz). Soit Y = (Y,)nez un processus stationnaire du
second ordre, a valeurs réelles, de famille de covariances (Y(k))kez-
Si (v(k))kez est de type positif (toutes les matrices

A0) A1) e e y()
W) A0 (1) . An—1)
W) yn-1) P i A(0)

ont leurs valeurs propres strictement positives), alors il existe une unique mesure ji sur |—m, 7|,
appelée “mesure spectrale” du processus 'Y telle que :

~v(k) = / e~ A du(N\) pour tout k € Z. (5.3)
}_7‘—77"[

De plus, si la famille de covariances est sommable, i possede une densité f par rapport a la
mesure de Lebesque appelée “densité spectrale” de 'Y et donnée par :

f(A) = % év(k‘)ei)‘k pour tout A €] — 7, m|. (5.4)

On remarque que la mesure spectrale est la transformée de Fourier de la famille de covariances.
Notons que la sommabilité de la famille de covariances est une condition suffisante et non
nécessaire d’existence de la densité spectrale. En effet, pour les processus FARIMA, la densité
spectrale existe, mais ils peuvent étre a dépendance longue, auquel cas la famille de covariances
n’est pas sommable.

Exemple 5.1.1 (Bruit blanc). Si Y est un bruit blanc de variance o2, alors sa densité spectrale
est :

2

f(\) = ;_w’ pour tout A €] — 7, 7.

Nous introduisons maintenant la définition d’un filtre linéaire. On notera L? 'ensemble des

variables aléatoires de carré intégrable. On dira qu'une suite (Z,,),en d’éléments de L? converge

au sens L? vers la variable aléatoire Z si lim E ((Z — Zn)z) = 0, on rappelle que la limite
n—-+o0o

7 est dans L2.

Définition 5.1.6.

1. Un filtre linéaire est une famille de réels a = (ay)kez ;
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2. Lorsque Z lax " converge pour p > 1, on dit que le filtre est dans [P et on note a € IP.
ke
Lorsque le filtre est dans ', on dit que le filtre est stable;

3. St pour tout k < 0, ap = 0, le filtre est dit causal;

4. On dit que le filtre a admet une transformée en z si la série Zakzk converge dans un
ke
voisinage du cercle unité {z € C: |z| = 1}. On notera alors a(z) = Zakzk la trans-
ke
formée en z de a;
5. Soient a = (ag)kez et b = (by)kez deuz familles de réels tels que a € IP et b € 19 avec

—+ — > 1. Le produit de convolution de a et b noté a b est défini par :
P q

(a * b)n = Zakbn_k )

kEZ

6. Soit YO = (Y9),.cz un processus stationnaire du second ordre et a un filtre.

- Si a est un filtre stable, alors pour tout n, la série ZakYT?_k converge presque

keZ
strement vers une variable aléatoire de carré intégrable et converge au sens L? vers

la méme variable aléatoire. La sortie Y du filtre a est définie comme la limite de la
série Z arY? ., que lon notera Y = a Y ;
keZ
— sia € 1% et si la famille de covariances de Y est sommable, alors pour tout n, la
série Z a,Y . converge au sens L?. La sortie du filtre a est définie comme la limite
keZ
dans L* de la série Z apY? ., on la note également Y = a * Y°.
kEZ

Remarque : Si le filtre a est stable, alors la série Zakzk converge pour |z| = 1. Mais ceci

keZ
S . , .
n’implique pas que a posséde une transformée en z. Lorsque a est stable, on notera de méme

a(z) la somme Zakzk pour |z| = 1.

keZ
La mesure spectrale de la sortie d’un filtre linéaire est donnée par la proposition suivante :

Proposition 5.1.1. Soit Y° = (Y.9),.cz un processus stationnaire du second ordre de famille
de covariances vyo = (yyo(k))kez sommable et de mesure spectrale pyo et soit a un filtre
linéaire dans [*.
SoitY = axY"+m, ot m est un réel, alors on a :

1. Yy :a*a*”yyo, o ELk = Q_f ,

2. Si de plus a est stable, la mesure spectrale iy de'Y a une densité par rapport a la mesure
yo donnée par :

dpy (A) = |a(e™)*dpyo(N).
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Remarque : La stabilité du filtre a est une condition suffisante et non nécessaire pour que
iy admette une densité par rapport a la mesure pyo. Si le filtre a n’est pas stable et si les
singularités de a(z) sur le disque unité sont des poles, il suffit en fait que A — |a(e™)|? soit
une fonction intégrable par rapport a la mesure pyo pour que py admette une densité par
rapport a la mesure fiyo.

On remarque de plus que si le filtre a est dans (2, alors la famille de covariances 7y est bornée
mais n’est pas obligatoirement sommable. Par contre, lorsque le filtre a est stable, la famille
de covariances 7y est sommable. Ainsi si Y est un processus a dépendance longue, le filtre a
ne peut pas étre stable.

L’exemple le plus connu des processus s’exprimant comme la sortie d’un filtre linéaire est
celui des processus “Auto-Regressive Moving Average” (ARMA) :

Définition 5.1.7 (ARMA(p,q)). Soient p > 0 et ¢ > 0 deux entiers. Un processus Y =
(Yo )nez est un ARMA(p,q) de moyenne nulle s’il existe un bruit blanc B = (B,)nez de

p q
moyenne nulle, deuzx polynomes P(X) =1+ Zaka et Q(X)=1+ Zﬁka tels que :
k=1 k=1
1. P et QQ n'ont pas de racines en commun ;

2. P et QQ n'ont pas de racines sur le cercle unité ni a l'intérieur du disque unité ;

p q
3. Y, + ZakYn_k =B, + Zﬂan_k, que l’on note PxY = Q x B.
k=1 k=1
Un processus Y est un ARMA de moyenne m € R s’il existe Y° un ARMA de moyenne nulle
tel que Y =Y° +m.

Remarque : Un ARMA(p,q) est bien la sortie d'un filtre linéaire. En effet, comme P et
@ n'ont pas de racines a l'intérieur du disque unité ni sur le cercle unité, alors la fonction
Q(2)
P(z)
cercle unité. Cette fonction admet un développement de Laurent au voisinage du cercle unité

% = Zakzk qui est la transformée en z du filtre causal et stable a = (a)ken.
Pl) i

On montre que Y = a* B ainsi Y est la sortie du filtre linéaire a. Le filtre a est appelé “filtre
constructeur”.

La proposition suivante montre que les processus ARMA ne sont pas a dépendance longue :

z —

est holomorphe dans un voisinage du disque unité et donc dans un voisinage du

donné par

Proposition 5.1.2. Soit Y un processus ARMA(p,q) de filtre constructeur a et de famille de
covariances (Y(k))rez. 1l existe p € [0, 1] et K > 0 tels que :

(k)| < Kp* pour tout k > 0.
Les processus FARIMA que nous introduisons ci-dessous généralisent les processus ARMA et

peuvent étre a dépendance longue.
Soit d un réel non nul, considérons a la fonction de C dans C définie par a(z) = (1 — 2)7%
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Cette fonction est holomorphe a I'intérieur du disque unité et admet donc un développement
de Laurent pour |z| < 1 donné par :

“+oo
a(z) = Zakzk,
k=0

T(d+ k)
Tk +1)

1
a = (ay)ren est stable si d < 0 et dans [% si d < 5

ol ap = (voir Annexe [Al pour la définition de la fonction I'). Le filtre causal

Définition 5.1.8. Soient p > 0 et ¢ > 0 deux entiers et soit d € [—%, %[— {0}. Un processus
stationnaire du second ordre Y = (Y, )nez est un FARIMA(p,d,q) de moyenne m € R s’il

existe un ARMA (p,q) de moyenne nulle Y° tel que :

I'(d+k
Y =axY"+m, ou pour tout k >0, akZ%'

On supposera dans la suite que p = ¢ = 0; le processus Y est donc un bruit blanc de moyenne
nulle. On notera o2 la variance de ce bruit blanc.

Le filtre a n’est pas stable si d > 0; cependant, conformément a la remarque de la proposition
BT la fonction a(z) = (1 — 2)~¢ admet 1 pour seule singularité sur le disque unité et cette

a(ei)\)}2 —

singularité est un pole. De plus, - définit une fonction intégrable sur

1
[4sin* (3)]
|—m, m[. On en déduit qu'un FARIMA possede une densité spectrale par rapport a la mesure
de Lebesgue donnée par :

O = 2 — (5.5)

= o X T o :
2m - [4sin® (3)]

La proposition suivante donne la famille de covariances d’'un FARIMA.

Proposition 5.1.3. Soit Y un processus FARIMA(0,d,0) avec d € [—3, 5[—{0}, sa covariance

est donnée par :

T'(k + d)T(1 — 2d) T(1 - d)T(k + d)

W) = o T R aT A —d) ~ FT@Th —d 1) (56)
B o (1 — 2d)
e T
Preuve. Voir [19] pages 522-523. O

On déduit de cette proposition que :

, T(1—2d) ,T(1—d)

2d-1 & _
Y(k) ~ioo Ck OuC_UF(d)F(l—d) o o

On peut alors donner les conditions de dépendance longue d'un FARIMA(0,d,0) :
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— si d =0, le FARIMA(0,0,0) est un bruit blanc;

— sid <0, le FARIMA(0,d,0) est a dépendance intermédiaire ;

— sid >0, le FARIMA(0,d,0) est a dépendance longue.
Concernant le comportement asymptotique de la famille de covariances lorsque k tend vers
I'infini, que ce soit pour les bruits gaussiens fractionnaires ou pour les processus FARIMA,
elle décroit en puissance lorsque k — +00, soit y(k) ~4o CEk™%, ou :

— « =2 — 2H pour les bruits gaussiens fractionnaires;

— a =1 — 2d pour les processus FARIMA.
Ainsi la covariance d’un processus FARIMA de parametre de dépendance d a le méme com-
portement asymptotique que celle d’un bruit gaussien fractionnaire de parametre de Hurst

1
On peut faire les mémes remarques concernant la densité spectrale. La densité spectrale d'un
bruit gaussien fractionnaire est donnée par la proposition suivante :

Proposition 5.1.4. Soit Y = (Y;,)nez un bruit gaussien fractionnaire de variance o* et de
parameétre de Hurst H € |0, 1[. Sa densité spectrale existe et est donnée par :

2HT'(2H ) sin(mH
) = o2 2 ;Sm(” ) (1= cos(\) % 3 J2km + AT, (5.8)
keZ
Preuve. Voir [113] pages 28 a 34. O

De la formule (5.5]), au voisinage de 0, la densité spectrale d'un FARIMA se comporte comme

o
2—|)\\_2d. De la formule (5.8), la densité spectrale d’un bruit gaussien fractionnaire se com-
T

HT'(2H) sin(mH
porte comme (2H) sin( )02|)\|1_2H . Ainsi, dans les deux cas, la densité spectrale se

comporte comme C|A|7%, ont f = 2H — 1 pour les bruits gaussiens fractionnaires et 3 = 2d
pour les processus FARIMA.

5.1.4 Estimation des processus a dépendance longue

Nous étudions dans cette sous-section l'estimation des parametres pour trois types de
processus. Le premier est un processus stationnaire du second ordre de moyenne m et dont
la famille de covariances est donnée par :

Vk € Z, v(k) = o*(|k| +1)7*, ot € RT,

Nous étudierons ensuite 'estimation des FARIMA et des bruits gaussiens fractionnaires.
L’estimation que nous proposerons sera semi-paramétrique. Nous estimerons la densité spec-
trale par une méthode non-paramétrique, puis nous estimerons les parametres a partir d'un
échantillon de ce spectre par une méthode paramétrique. Nous choisirons d’étudier d’abord
I’estimation des FARIMA, car comme nous le verrons, I'estimation des bruits gaussiens frac-
tionnaires utilise celle des FARIMA.
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1. Cas de la covariance (k) = o?(|k| + 1)@

Les parametres du modele sont la moyenne m, la variance o2 et le parametre de dépendance
a. Soit y1.x = (Y1, ..., yy) une réalisation du processus a dépendance longue. Les estimateurs
sont donnés par :

S (5.9)

m - Nn:1yn> .

IR T (5.10)
Nn:1 n b -

) 1 7(1)
a = “Tog(®@) log( 2 ), (5.11)

ol
R 1 N-1
(1) = mZ(yn = 1101) (Y1 — 1a),
n=1

1 N—1

my; = m;ym
1 N—1

me = m;ynﬂ-

2. Cas des processus FARIMA

On pourrait estimer @ = 1 — 2d (resp. @ = 2 — 2H) par la méthode précédente, cepen-
dant, I'estimateur proposé précédemment donne de mauvais résultats dans des modeles plus
spécifiques comme les FARIMA ou les bruits gaussiens fractionnaire. Nous proposons alors
une estimation semi-paramétrique inspirée de celle de E. Moulines et P. Soulier [84]. Les pa-
rametres du modele sont la moyenne m, la variance du bruit blanc filtré o2 (resp. la variance
du processus FARIMA ¢%) et le parametre de dépendance d.

Etape non paramétrique : estimation du spectre
Soit y1.xy = (y1,...,yy) une réalisation d'un processus FARIMA. La densité spectrale est
alors estimée pour A € [—7, 7] par :

2

FON) = g [ — ) exp(in)| (512)

|
ouy=—>y Yn.
N

Etape paramétrique : estimation de d et de o R R
Une fois la densité spectrale estimée, nous disposons d’un échantillon (f(\1),..., f(Ax)), ou
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9
Aj=-—m+ % D’apres (B.3), la densité spectrale d’'un FARIMA vérifie :

ot 1o () o (150 (1))

_ X 2
Ainsi, posant w; = log <4 sin? (%)), z; = log(f();)) et B =log <;—), nous devons cher-
m

cher B et d minimisant :

Z (B —dw;)]”.

J=1

Les estimateurs au sens des moindres carrés de B et d sont alors :

' = _0'(;»5’ (5.13)
B = z+dw,
M LM |
Zw], zZ = MZ s = MZ(%- — o) et b, = MZ(%. —@)(z — 2).
L’ estlmatlon de o est donr_lee par : a i=1
6% = 2w exp(B), (514

et donc la variance du FARIMA est estimée par :
(1 — 2d)

07 = 2mexp(B) X [F(l B d)]z

Estimation de la moyenne m
La moyenne m ne peut étre estimée a partir du spectre. Nous utilisons I’estimateur empirique

proposé en (5.9)).

3. Cas des bruits gaussiens fractionnaires

Comme la densité spectrale (B.8) d'un bruit gaussien fractionnaire est difficile a exploiter
directement, on utilise le fait qu’elle a le méme comportement asymptotique lorsque A tend
vers 0 que celle d’un processus FARIMA. Les parametres a estimer sont la moyenne m, la va-
riance du bruit gaussien fractionnaire o2 et le parametre de Hurst H. Soit y1.xv = (y1, ..., yn)
la réalisation d'un bruit gaussien fractionnaire.

Estimation de la moyenne m
De la méme facon que précédemment, l'estimateur de la moyenne est celui proposé en (B.9).

Estimation de la variance et du parameétre de Hurst
Soit (f(A1), ..., f(Ay)) un échantillon du spectre estimé par (512) tel que les A, soient les
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251072
plus proches possibles de 0, on prendra dans les expérimentations, \; = —107% + 37 et

M = 100. On commence par estimer d et B en utilisant la méthode des moindres carrés
décrite précédemment. On pose :

N |
H=d+ 5 (5.15)
Pour I'estimation de la variance, on remarque qu’au voisinage de 0, la densité spectrale d'un

2
FARIMA est équivalente a ;—0 x |\ 7% lorsque o2 est la variance du bruit blanc filtré et celle
T
HTI'(2H)sin(rH) o2 A[1-2H
T

d’un bruit gaussien fractionnaire est équivalente a on pose ainsi :
)

~9 ™ A~
0= — - — exp(B). 5.16
AT @) o) PP (5.16)

L’estimateur du parametre o dans le cas ot la covariance est donnée par (k) = o2(|k| +
1)~ sera utilisé dans les deux sections suivantes. Nous utiliserons ’estimation semi-paramétrique
de bruit gaussien fractionnaire dans la section [5.4]

5.2 Chaines couples partiellement de Markov

Nous définissons ici le modele de chaines couples partiellement de Markov. Nous propo-
serons ensuite un modele de chaines couples partiellement de Markov particulier permettant
des traitements bayésiens non supervisés dans le cadre des observations a dépendance longue.

5.2.1 Chaines couples partiellement de Markov : modele général

Soient X = (X, )1<n<ny €t Y = (Y},)1<n<n deux processus aléatoires tels que chaque X,
prend ses valeurs dans l’ensemble fini X = {wy,...,wk} et chaque Y, prend ses valeurs dans
R.

Définition 5.2.1 (Chaines couples partiellement de Markov). Le processus Z = (X, Yo )1<n<n
est une chaine couple partiellement de Markov (CCPM) si sa distribution p(z1.x) vérifie :

p(z1n) = p(21) Hp(2n+1 T, Y1:n), (5.17)

=1

3

ot Yin = (yla v 7yn)

Remarque : A ce stade, nous disposons des modeles suivants :

— chaines de Markov cachées a bruit indépendant (CMC-BI);

— chaines de Markov couples (CMCouple) ;

— chaines couples partiellement de Markov (CCPM).
Nous avions vu au chapitre [3 que le modele CMCouple était plus général que le modele
CMC-BI. Dans le modele CMCouple, le processus X n’est plus obligatoirement markovien et
les variables aléatoires Y,, ne sont plus obligatoirement indépendantes conditionnellement a
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X. Quant au modele CCPM, il généralise le modele CMCouple. Dans le modele CCPM, le
processus Z n’est plus obligatoirement une chaine de Markov, ce qui accorde au modele une
plus grande richesse.

En utilisant ’équivalence entre markovianité et factorisation d’une loi vue au chapitre 2] on
montre que si p(x1.n,y1.y) est la distribution d’une couple partiellement de Markov, alors
p(z1.8|y1.n) est la distribution d’une chaine de Markov. La proposition ci-dessous détaille
I’algorithme de Baum-Welsh conditionnel dans le cas du modele CCPM. Celui-ci permet
de calculer les lois a posteriori p(x,|yi.n) et p(xnr1|Tn, y1.n), & condition toutefois que la
distribution p(z,41|%n, y1.n) soit calculable.

Proposition 5.2.1 (Algorithme de Baum-Welsh). Soit Z = (X,,, Y,,)1<n<n une chaine couple
partiellement de Markov. Les probabilités a posteriori p(z,|y1.n) et p(Tpi1|Tn, y1.8) sSont données
par :

ﬂn-tl (Tny1) (

p(xn+1|xmy1:N) p Zn—l—l‘xmyl:n)v (519>
B ()

ot (1) =plarlyn) et Qg (@ar1) <Y Gn(20)P(Znsa|Tn, Y1) pourn > 1,

Tn

Z/Bn—l—l(xn-l—l)p(zn—i-l |Zl§'n, yl:n)
Onlan) =1 et Pu(z,) = == pourn < N — 1.

Z Z&n(l’n)p(2n+1 [T, Y1:m)

Tn+4+1 ITn

5.2.2 Observations gaussiennes a dépendance longue

Nous proposons dans cette sous-section un modele de chaines couples partiellement de
Markov pour lequel la quantité p(z,.1|2,, y1.,) est calculable. Nous verrons par la suite com-
ment ce modele permet de considérer des observations a dépendance longue.

Le modele particulier est défini par les trois hypotheses suivantes :

L p(@ng1|®n, Yi:n) = P(Tny1|Tn) 3
2. p<yn+1|xnv Tnii, yl:ﬂ) = p(yn+1|xn+17 yl:n) ;

3. Les distributions p(y,+1|Tni1, y1.n) sont des lois normales définies par :
— p(y1]x1) est une distribution gaussienne de moyenne m,, et de variance ., (0);
— P(Yn+1|Tnt1, Y1) est une distribution gaussienne de moyenne m,, , et de variance
Van., données par :
~ _ 2,1 n —1 n
menJrl - menJrl + Fxn+1 (Fl‘n+1> (yl:n - mxn+1>7

:j/ﬂvn+1 = Vept (0) - F:2c’nl+1 (anﬂ)_lrﬂlcfﬂ’
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owmy = (Mg, ,mxnﬂl),
n‘fgis
Vant1 (0) ,}/xnﬁ»l(l) s Vg (n - 2) Vent1 (n - 1)
n - ’}/xn+1(1) Vania (0) cor Vang (n - 3) Vanit (n - 2)
Tpy1 : : : : :
f)/;anrl (n - 1) fywnJrl (n - 2) st fymn+1(1> fymn+1(0>

2,1

est une matrice symétrique définie positive et I% = (Yonss (M), oo o Yana (1) =

(Th2, )" est un vecteur de taille n x 1;

La premiere hypothese implique que X est une chaine de Markov. Selon le point 3., les
distributions p(z,11|%n, y1.n) sont calculables, il en résulte que les probabilités a posteriori
p(znlyr.n) et p(zni1|Tn, y1.8) sont calculables par la proposition [5.2.1] Lorsque I'une au moins
des familles de covariance 7, est a mémoire longue, ce modele sera appelé “chaine de Markov
cachée a mémoire longue” (CMC-ML).

La proposition suivante résume les propriétés classiques des vecteurs gaussiens.

Proposition 5.2.2.

— Soient W1 et W? deux vecteurs réels gaussiens de dimensions respectives d* et d?, de
moyennes respectives M et M?, de matrices de covariance respectives I' et I'? et tels
que le vecteur joint W = (W1, W?), de densité p(w*,w?), soit un vecteur gaussien de
covariance :

()

Alors la densité p(w*|w?) est celle d’une loi normale de moyenne :
MU= M2 4 T2 (! — MY,

et de matrice de covariance :
P2 = 72 - p2i(pl)-ipt2,

Réciproquement, soient Wt et (W?2|[W! = w') deuz vecteurs réels gaussiens de dimen-
sions respectives d* et d* et de densités p(w') et p(w?|w'). Si W' a pour moyenne M!
et covariance T’ et si (W?2|W! = w') a pour moyenne M*' = Aw' + B et pour cova-
riance T2 alors le vecteur joint W = (W', W?) de densité p(w',w?) est gaussien de
moyenne :

Ml
MZ(AM1+B)’

et de matrice de covariance :

I T AT
b= ( AT T2 4 AT AT ) '
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La proposition B.2.2 nous permettra également de calculer les lois gaussiennes p(y1.,|71.,), qui
seront utiles dans I'estimation des parametres. Plus précisément :

Proposition 5.2.3. Si p(yi|z1) suit la loi normale Ng (myy,72,(0)) et si p(Yns1|Tnit, Y1n)
suit la loi normale :

~ de moyenne my,,, + Fg%i(l“gnﬂ)—l(lyl:h_ me )

— de variance 7, ., (0) =I5 (T5 )7 T0%
Alors p(Y1.n|T1:m) suit la loi normale de R™, Ngn (M T%1m) o1, M*1m et Tt sont calculés

par les récursions suivantes :
1. Initialisation :

M?™ =my, et I =~,,(0) ;

2. Itération :

i1 Mﬂcl:n
MEint1 — ( Mo, ) +F2’1 (Im )—1 [Mxl:” —mn } ) )

Tn41 Tn+41 Tn+1
X7 T1. n —1711,2
ot = ( 2,1 L 1 2,1 L "(len+11)2 o 11,2 )
) n - x1: _ y n - ; _ x1: n - ; :
1_‘-'En+1 (FwnJrl) F " fyw”lJrl (0) 1_‘-'En+1 (F-'En+1) [FwnJrl F " (F-'En+1) F$7L+1j|
Preuve. Voir [66]. O

Notons que le modele est relativement complexe car p(y,|z1.,) dépend de tous les z; pour
k < n. Nous reviendrons sur cette remarque lors de I'estimation des parametres.

5.2.3 Estimation des parametres

Nous détaillons dans cette sous-section l'algorithme ICE dans le cas d'un modele CMC-
ML gaussien. Lorsque chaque X, prend ses valeurs dans l’ensemble fini X = {wy,...,wk},
les parametres a estimer sont les K moyennes m,,, les K variances af,j = 7,,(0) et les K
parametres de dépendance qui selon le modele sont :

~ ay, lorsque v, (k) = o2 (k+1)""7;

— H,,; lorsque (7., (k))ren est la famille de covariances d’un bruit gaussien fractionnaire;

— d,, lorsque (7, (k))ren est la famille de covariances d'un processus FARIMA ;
et les K? parametres p(z, = w;, ,41 = wj). On suppose que la chaine X est une chaine de
Markov stationnaire et réversible.

Afin d’utiliser I'algorithme ICE, nous devons nous donner un estimateur a partir des données
completes. Concernant les parametres p; j, nous considérerons l'estimateur classique :

N-1
R 1

pi,j(l'lzNa yl:N) = m; [I(l"n = Wi, Tpt1 = Wj) + I(l"n =W, Tpt1 = wz)] . (5-20)
L’espérance conditionnelle E (p; ;(X, y1.5)|y1.n;0,) est calculable et la re-estimation pgjl de
pi,; donne :

q+1 __

Pij = 2(N —1) [p(2n = wi, T = Wj|Y1.n; 0) + p(Tn = W), Tn1 = wilyrn; 0,)] - (5.21)

n=1
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et des parametres de dépendance est plus délicate car

. . ; , N n+1
Sl Tp11 # Ty, la covariance de p(Y1.n41|T1.me1) Nest pas égale a el

Pour voir les difficultés liées a I'estimation de ces parametres, considérons 1’exemple suivant :

L’estimation des parametres m,, , 02
J wj

Exemple 5.2.1. Supposons K = 2 et N = 10 et considérons le modele ou la covariance
est donnée par (k) = 0% (k+1)"“. On observe un échantillon (x1.19,%1.10) et on cherche &
estimer les moyennes m,,, et my,, les variances o2 et o2 et les parametres de dépendance
Qb Q.

Supposons que l'on ait z1.19 = (w1, wy, we, Wa, W1, W1, W, W2, wa, ws). S'il s’agissait du modele
classique de chaines de Markov cachées a bruit corrélé, nous aurions p(y,|z1.10) = p(Yn|n)-
Sous une telle hypothese, les estimateurs des moyennes et des covariances seraient donnés
par :

. N1+t Y2t Ys + s
mwl(l'l:lo, y1:10) = )

4
. Y3t Yat Y7+ Ys + Yo+ Yo
me(l”l:lo,ylzlo) = 6 )
o . Y1 — My . o Ys — M,
(Y1 — My, Y2 — 1y ( 4 — ) + (Y5 — My, Y6 — Mey) ( o — T )

’A7w1(1) - 9
et une formule similaire pour 4,,,(1). L’utilisation de la derniere formule est possible dans le cas
du modele classique de chaines de Markov cachées car p(yn, Yn+1|T1.:n41) = P(Uns Ynt1|Tn, Tns1)-
Cependant, cette égalité n’est plus vraie dans le cas des chaines de Markov cachées dont les
observations sont a dépendance longue. Considérons les échantillons x4 = (w1, w, we, ws) et
Y1.4 extraits de x1.19 et de yq.10. La matrice

2 %}1(0> %}1(1)
Pw—<%l<l> %l<o>) (5.22)

est bien la matrice de covariance de p(y1, yo|71, x2) tandis que la matrice

2 _ %Jz(o) sz(l)
= (10 o) o2

n’est plus la matrice de covariance de p(ys, yu4|21.4)-

Il en est de méme si le modele considéré est un modele FARIMA ou bruit gaussien fraction-
naire. La densité spectrale de p(y1, y2|x1, 2) est bien la transformée de Fourier de la famille
de covariances définie par (5.22) mais celle de p(ys, y4|71.4) n’est pas la transformée de Fourier
de la famille de covariances définie par (5.23)).

Revenons au probleme général. Notons (mﬁ?j))lgjg i, (I Z;(q))lgjg & les moyennes et les ma-
trices de covariance correspondant aux parametres estimés lors de 1’'étape g de ICE. D’apres

ce qui précede, si T, = ... = Ty, 4n,, sous le parametre ,, la distribution p(Yn,ny+ns|T1:m,+ns)
n2+1,(q) _ (m(q)

-Tnl

.,m? ) et de covariance

Tng 0" ny
v

n’est pas la distribution normale de moyenne m

~
ng + 1 fois
Fn2+17(q)

(Enl

. En fait, la distribution p(Yn,.m,-4ns|%1:my4n,) €st la distribution marginale de la loi
normale p(Yim, 4ns|T1m;4n,) de moyenne M¥imi+n2:(@) et de covariance ['*1mi+n2:(9) calculées

Y
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()

J

par la procédure décrite dans la proposition B.2.3] avec m,,, = mffj) et I, = |

. Notons

M=nam+n2:(@) e, [Zn1im+n2:(@) ] moyenne et la covariance de la distribution p(Yp,m, +ns | T 1 40y )

sous 0,. Afin de pouvoir re-estimer les parametres par ’algorithme ICE, nous devons ef-

fectuer une transformation de I’échantillon, soit Un,ni4ny = AYnim+n, de fagon a ce que
. . . +1, . +1,

P(Fnyiny+ns [ T1iny+n,) suive une loi normale de moyenne mg.,, @ et de covariance e @,
1, , . .

Notons [#rimi+n2:(@) = COCT et ngj @ — DDT les transformées de Choleski des matrices

[&nimg+na:(9) ot Fﬁijl’(q). Alors la transformation qui convient est :
gnlzm—l-nz = DC_I (yn1:n1+n2 - anl:nlJrnz’(q)) (CT>_1DT + m:ij—L(q)‘ (524>

Finalement, I'algorithme ICE proposé fonctionne de la maniere suivante :

1. Sous 6,, calculer les distributions p(yy.,|%1.,) en utilisant la proposition 5.2.3 avec m,,, =
mi? et Iy = FZ;(q) pour tout 1 <7 < K ;

7

2. considérer J(i) = {ny,...,n,} sous-ensemble de {1,..., N}, tel que pour tout
1<j<r oy #+ Tp, et il existe m; > 0 tel que x,, = Tp, 41 = ... = Tpjpm, = Wi
et T, # Tp,4m,+1. Considérer les r échantillons correspondants (Yn,, ..., Yni+m,)s- - -

(ynrv s 7ynr+mr) 3
3. soient, pour tout 1 < j < r, M®mitm (@ of DPnmi+mi2@ Jeg moyennes et variances
de p(Yn,, - - Ynj+m, | T1m,;+m,) calculés a I'étape 1. Calculer les transformées de Choleski

[&njmj+m;+(a) — CJC)T et FZZ_J’“’(‘]) = DjD;fF et poser :

ynj ynj
Ynj+1 1 Ynj+1 T ins4+m,(Q) T\—1nT m;+1,q
/ — D,C; : — Mm@ | (OT)LDT 4 it
J J J wj
Ynj+m; Ynj+m;

4. estimer m;, 7;(0) et le parametre de dépendance correspondant a la classe i a partir des
échantillons (9n,, - .-, Un,4m,) Par les estimateurs de la sous-section B.1.41

Remarque : Lorsque la covariance est de la forme (k) = o2 (k + 1), 'estimation de «
utilise seulement les estimations de v(0) et (1), on peut donc se contenter d’échantillons
(Un;» Un;+1) de taille m; + 1 = 2. L’algorithme ICE s’écrit alors :
1. Sous 6,, calculer les distributions p(yy.,|%1.,) en utilisant la proposition 523 avec m,,, =
m et ry = %9 pour tout 1 <i < K ;
2. considérer J(i) = {ny,...,n,} sous-ensemble de {1,..., N}, tel que pour tout
1 <j <7, o, = 2,41 = w;. Considérer les r échantillons correspondants (Yn,, Yny+1),- - -
(Ynrs Ynot1) 5
3. soient, pour tout 1 < j < 7, M®umi+1@ o [Tnm41@ Jog moyennes et variances de
P(Ynj» Yn;+1]T1m,+1) calculées a étape 1. Calculer les transformées de Choleski '+ +1(0) =
C;CT et 3 — D;D7 et poser :

7

( ~ynj ) _ DjCj—l (( Yn; ) _ Mrnj:nj+1,(q)) (C]T)_IDJT +m3fiq :

ynj—i-l ynj-i-l
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4. estimer les parametres m,,, 02 et a, par :
1
mit = L (4 mt)
[ .
(5 = 5 (1(0) +32(0))
e (29))
w1 N\l
v log(2)  °
ol
(mff,i):}i( n, )
Z)—:Q szl ynj-i-l
et
2+ — 1 - Yn; — g;ﬂ ~ g+l ~ g+l
w; - Q+ (y"j mwzwl’ y”j+1 mwu?)
7’ yn]+1 my, 2

(%(0) A(1) )
(1) A2(0) )
5.2.4 Expérimentations

Nous proposons trois séries d’expériences. Pour les trois séries, la chaine de Markov X est
stationnaire et réversible a valeurs dans X = {wy,ws} avec p(r1 = wy, 12 = wy) = p(a; =
Wo, Ty = wo) = 0.495 et p(r1 = wi, Te = wy) = p(r1 = wy, T2 = wy) = 0.005. La covariance est
de la forme (k) = 0% (k + 1)~ %, la taille des échantillons est N = 1000. Les simulations sont
présentées dans la figure 5.1l Dans la premieére expérience, on considere une chaine de Markov
cachée a bruit indépendant dont les moyennes sont égales respectivement a 1 et 2 et dont les
variances sont égales a 1. La réalisation observée y,.y est ensuite segmentée en utilisant trois
méthodes. La premiere utilise les vrais parametres du modele. La seconde méthode utilise ICE
pour estimer les parametres et nous supposons que les données observées sont issues du vrai
modele de chaines de Markov cachées a bruit indépendant (CMC-BI). Quant a la derniere
méthode, on suppose que les données sont issues du modele de chaines de Markov cachées a
mémoire longue (CMC-ML), les parametres étant estimés par ICE proposé ci-dessus. Pour
les trois méthodes, les états cachés sont estimés par MPM.



104 CHAINES DE MARKOV TRIPLETS AVEC BRUIT A DEPENDANCE LONGUE

|

100 200 300 400 500 600 700 800 90

(a)

"0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 "0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 "0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b) () (d)

F1G. 5.1 — (a) Chaine de Markov a deux états, (b) Version bruitée avec bruit indépendant,
(¢) Bruit a dépendance longue, mémes moyennes, mémes variances, o, = 0.1 et o, = 1, (d)
Bruit a dépendance longue, m,, = 1 et m,, = 2, variance commune égale a 1, «,,, = 0.1 et
Q, = 0.9.

Parametres CMC-BI CMC-ML Vraies valeurs
w1 Wa w1 55) w1 W9
m 0921199 | 0.89 1.96 1
o? 1 1 0.98 1.05 1 1
Q - - > 100 | > 100 - -
‘ Taux d’erreur ‘ 5.2% ‘ 5.2% ‘ 4.1% ‘

TAB. 5.1 — Estimation de la loi d’observation en utilisant les modeles CMC-BI et CMC-ML.
La réalisation y;.y est issue du modele CMC-BI.
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1 1 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 %100 200 300 400 500 600 700 800 9GO 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) (b) (c)

F1G. 5.2 — Segmentation de y;. issue du modele CMC-BI : (a) Fondée sur les vrais parametres,
4.1% d’erreur, (b) Modele CMC-BI : 5.2% d’erreur, (c) Modele CMC-ML : 5.2% d’erreur.

D’apres les figures B.2L(b) et B2 (c), les résultats obtenus avec CMC-BI et CMC-ML sont
comparables, ce qui montre la bonne robustesse, dans le cadre de I'expérience, du modele a
dépendance longue. On peut remarquer également que les moyennes et variances sont bien
estimées et le parametre de dépendance a est supérieur a 100 (voir tableau[5.0]), ainsi le modele
CMC-ML est capable de reconnaitre des situations ou la covariance décroit rapidement.

1 1 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) (b) (c)

F1G. 5.3 — Segmentation de y;.y issue du modele CMC-ML (deuxiéme expérience) : (a) Fondée
sur les vrais parametres, 2.1% d’erreur, (b) Modele CMC-BI : 48% d’erreur, (¢) Modele CMC-
ML : 1.9% d’erreur.

La deuxieme expérience est complémentaire de la précédente. Les deux moyennes sont égales
a 0, les deux variances a 1 tandis que les parametres de dépendance valent respectivement 0.1
et 1 (figure 5], (c)). Les données simulées ne peuvent alors étre issues du modele CMC-BI. 11
est alors intéressant de savoir si le modele CMC-BI peut tout de méme bien estimer les états
cachés.
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Parametres CMC-BI CMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 0%) w1 )
m 0.61 | —0.41 | 0.24 | 0.22 0 0
o? 0.35| 0.26 | 0.37 | 0.81 1 1
« - - 0.28 | 1.1 0.1 1
‘ Taux d’erreur ‘ 48% ‘ 1.9% ‘ 2.1% ‘

TAB. 5.2 — Estimation de la loi d’observation en utilisant les modeles CMC-BI et CMC-ML.
La réalisation y;.y est issue du modele CMC-ML (deuxieme expérience).

On peut remarquer sur la figure que les résultats obtenus en utilisant le modele CMC-
ML sont tres bons tandis que les résultats obtenus en utilisant le modele CMC-BI sont tres
médiocres. Il en résulte qu’il existe des situations dans lesquelles une CMC-ML ne peut étre
approchée par une CMC-BI. Concernant ’estimation des parametres présentée dans le tableau
5.2] nous voyons que les parametres sont mal estimés lorsque 1’on utilise le modele CMC-BI.
Cependant, les parametres ne sont pas non plus tres bien estimés lorsque 'on utilise le modele
CMC-ML.

Dans le dernier exemple, les moyennes des deux classes sont respectivement égales a 1 et 2,
les parametres de corrélation sont égaux a 0.1 et 0.9, la variance est égale a 1.

1 1 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 % 160 200 300 400 500 600 700 800 9GO 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) (b) ()

F1G. 5.4 — Segmentation de ;. lorsque (X, Y') est une chaine de Markov cachée a dépendance
longue (troisieme expérience) : (a) Basée sur les vrais parametres, 4.9% d’erreur, (b) Modele
CMC-BI : 32.4% d’erreur, (c) Modele CMC-ML : 4.1% d’erreur.
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Parametres CMC-BI | CMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 )
m 1.06 | 2.25 | 1.33 | 1.73 1 2
o? 0.42 | 0.67 | 0.53 | 1.17 1 1
o - - 0.22 {0.66 | 0.1 0.9
‘ Taux d’erreur ‘ 32.4% ‘ 4.1% ‘ 4.9% ‘

TAB. 5.3 — Estimation de la loi d’observation en utilisant les modeles CMC-BI et CMC-ML.
La réalisation y;.y est issue du modele CMC-ML (troisieme expérience).

Selon les résultats de la figure [5.4] nous constatons que I'estimation des états cachés par
le modele CMC-ML est nettement meilleure que celle par le modele CMC-BI. Cependant, on
peut également constater que 'estimation des parametres du modele (Tableau [5.3]) n’est pas
tres bonne en utilisant le modele de chaines de Markov cachées a dépendance longue. De plus,
on peut remarquer que meme avec des parametres mal estimés, les états cachés restent bien
estimés par le modele CMC-ML. Ces différents résultats montrent que le modele CMC-ML est
tres différent du modele CMC-BI. Par ailleurs, la méthode ICE proposée semble bien adaptée
a la segmentation non supervisée.

5.3 Chaines semi-markoviennes cachées a dépendance
longue

Nous proposons dans cette section un autre modele partiellement de Markov permettant
de modéliser des observations a dépendance longue. Dans ce nouveau modele, chaque y,, ne
dépend plus de tous les y, tels que £ < n mais seulement des y,,,...,y, tels que z,, =

.= T, et T,,-1 # x,,. Ce nouveau modele nous permettra de traiter des processus de
taille plus grande. En effet, dans le modele précédent, le calcul de la transformée de Choleski
[@nintne = C'OT nécessite le stockage des matrices I'* | ce qui rend ’algorithme d’estimation
ICE inopérant lorsque le processus est de grande taille (N ~ 10%), en raison de débordement
de mémoire. En effet, avec un ordinateur disposant d’une mémoire de 3 giga-octets, le logiciel
MATLAB ne peut gérer des matrices de plus de 25 x 107 éléments réels. Cependant, le calcul
de la transformée de Choleski nécessite également le stockage de €', ainsi les matrices ne
peuvent avoir plus de 12.5 x 107 éléments réels et donc les processus ne peuvent étre de taille
plus grande que N = 11025. Par ailleurs, ce nouveau modele est étendu au cas ou la chaine
cachée est semi-markovienne.

5.3.1 Chaines triplets partiellement de Markov et dépendance longue

On considere un processus triplet Z = (X,,, Uy, Yy )1<n<n tel que chaque X,, prend ses
valeurs dans X = {ws,...,wk}, chaque U, prend ses valeurs dans un ensemble fini A =
{0,1,..., L} et chaque Y,, prend ses valeurs dans R.

Définition 5.3.1 (Chaines triplets partiellement de Markov).
Le processus Z = (X, Uy, Yy )1<n<n est une chaine triplet partiellement de Markov si le
processus couple (V,Y) ou V = (X,U) est une chaine couple partiellement de Markov.
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Afin de modéliser des observations a dépendance longue, nous proposons la distribution
p(T1:3, U1.N, Y1:v) Suivante :

N-1
p(Trn, urn, yin) = p(x1)do(wa)p(yi|21) Hp(%ﬂ\l’n)p(unﬂ\xm L1, Un)P(Ynt1|Tnt 15 Unt1, Y1)
n=1
(5.25)
ol
B Oupt1(Uny1) 81 Ty = 201 €6 u, < L
p(un+1|xnaxn+1>un) - { 50(un+1) si T, 7& Tpi1 OU Uy = L; (526)
p(yn+1|xn+1) si Un4+1 = 07
n LTn+1; Un+1, Y1:n - . 5.27
p(y +1| i 0 ) { p(yn+1|xn+1>yn—un+1+1:n) Sl Up+41 > 0; ( )

et P(Yn+1|Tnt1s Un—upsr+1:m) €St tel que p(Ypn—u, 1 +1:m+1|Tns1) suive une loi normale de moyenne
Un+1+1
mxz+1 - (ann+1? e amxn+L)>

~
Un+1 + 1 fois

et de matrice de covariance

Voni1 (0) Voni1 (1) s Vanga (un-i-l - 1) Vonia (un-i-l)
Fu”+1+1 o f)/;anrl (1) fymn+1(0> st fymn+1(u”+1 - 2) fymn+1(u”+1 - 1)
Tn41 - : . . . .
fnynJrl (un+1) fnynJrl (un+1 - 1) ttt f)/;anrl (1) f)/;anrl (0)

On remarque que X est une chaine de Markov, de plus u, représente le temps de séjour
minimal écoulé dans 'état x, depuis le changement d’état. Si L = N, u, est le temps de
séjour exact écoulé depuis le changement d’état. Ce modele ressemble a celui des chaines
semi-markoviennes, il en est cependant tres différent. Dans le modele des chaines semi-
markoviennes, le processus U permet de définir la loi de X, tandis que dans notre modele
triplet partiellement de Markov, la loi de X est déja définie comme celle d'une chaine de
Markov et le processus U est défini a partir de X.

Comme pour le modele couple partiellement de Markov décrit dans la section précédente, ’al-
gorithme de Baum-Welsh est utilisable si les quantités p(y,41|Tni1, Unt1, Y1.n) sont calculables.
En effet, lorsque w11 = 0, p(Ynt1|Tns1, Uns1, Y1:n) = P(Ynt1|Tni1) est une loi normale dans
R de moyenne m,,, et de variance v,,,,(0); et lorsque w,11 > 0, D(Ynt1|Tns1s Unt1, Y1) =
P(Un+1|Tnt1, YUn—upy1+1:n) €St une loi normale de moyenne

-1
My, ., =mg,, + (%cnﬂ (Unt1), - - >%cn+1(1)) (FgZE) (yn—un+1+1:n - ngE) )
et de variance

. Vnt1 (un-i-l)
f?xn+1 (0) = Yani1 (0) - (%L‘nﬂ (UN-H)’ <o >%Cn+1(1)) (FgZE)
fyxn+1 (1)
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Pour calculer les quantités p(Yp41|Tn41; Yn—unyi+1m), il D'est pas nécessaire de stocker les ma-
trices I';m+1, celles-ci pouvant etre de grande taille dans le cas des applications en segmentation
d'image. En effet, les matrices I';»*! sont de Toeplitz (la valeur de I'élément (i, j) de la matrice
ne dépend que de la différence |i — j|) et de plus le vecteur (va,,, (Uns1),- .-, Vo, (1)) est ex-
trait de la matrice F“”““ Ainsi nous pouvons utiliser 'algorithme de Durbin-Levinson décrit

dans la sous-section B30] du chapitre @ pour calculer (v, (tns1), -+ -, Yoy (1)) (Firtt) g

5.3.2 Le modele semi-markovien

Le modele précédent est enrichi en introduisant un autre processus auxiliaire modélisant la
semi-markovianité. Considérons le processus Z = (X,,, UL, U2 Y,,)1<n<n, ol chaque X,, prend
ses valeurs dans X = {w,...,wk}, chaque U} prend ses valeurs dans A' = {1,... L},
chaque U? prend ses valeurs dans A2 = {0, ..., Lo} et chaque Y, prend ses valeurs dans R.
Dans ce modele, on considere que X est une chailne semi-markovienne telle que la loi de
(X, U") soit définie par les formules (315, (3I6) et (3I7). La loi de (X, U, U%Y) est alors
définie par :

Py, Uy, Uy Yrv) = pa1)p(ug|n)do(ud)p(yla:)

X]ﬁp(a:nﬂlxmUi)p(UiHIJEnH,Ui)p( Up 1| T, Tt UD)D (Yt [Tt Uy, Y1), (5.28)
n=1
avec
pluilzy) = d(zy,up); (5.29)
pltpir|zn,ul) = { anff\tcln S;q“; >_11 (5.30)
kb ud) = { giotta)) T (5.31)
Pl b ) = “2“n;f;ﬁj;;ﬂ‘jjjjlﬁ e (5.3

ot pour tout wj, d(w;, .) est une densité de probabilité sur A! et r(.].) est un noyau de transition
sur X2 conformément aux notations de la sous-section du chapitre Bl

Dans la suite, nous appelerons ce modele “chaines semi-markoviennes cachées a mémoire
longue” (CSMC-ML). Lorsque le processus X est une chaine de Markov, on I'appelera “chaines
triplets partiellement de Markov a mémoire longue” (CTPM-ML) pour le différencier du
modele étudié dans la section B2

5.3.3 Estimation des parametres

Nous ne traiterons ici que de 'estimation de la loi d’observation, I'estimation de la loi
p(z1.n, ul.y, ul. ) ayant été traitée au chapitre Bl Si 6, désigne le vecteur parametre obtenu
a I’étape ¢ de ICE, on procede de la maniere suivante :

~ ; ~ 12 ~ - 1,2 0 -
1. simuler un échantillon (z1.n, .y, u7.y) selon laloi a posteriori p(x1.n, uy. n, Ul v |Y1:n; 04) ;
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s 12 ) 2 . wj N .
2. pour chaque wj, considérer I'échantillon (yn/ )i<m<n;, Ol pour tout m, r,, = w; et N;
est le nombre de z,, égaux a w; ;

. N N ’ N . Wi o7
3. estimer les parametres correspondant a I'état w; a partir de (yni )1<m<n, en utilisant les
estimateurs présentés a la sous-section B.1.41

5.3.4 Expérimentations

Le modele de chaines semi-markoviennes cachées a dépendance longue généralise a la fois
le modele de chaines semi-markoviennes cachées (CSMC) et le nouveau modele de chaines tri-
plets partiellement de Markov a dépendance longue (CTPM-ML). Le but de cette sous-section
est de regarder les améliorations apportées par ces deux généralisations. Les expérimentations
seront faites sur des processus de taille N = 128 x 128. Les réalisations de ces processus seront
représentées comme des images bi-dimensionnelles grace au parcours d’Hilbert-Peano.

Nous présentons trois séries d’expériences. Dans la premiere série, les données sont issues du
modele CSMC et la question est de savoir si le modele CSMC-ML, plus complexe, donne des
résultats similaires a ceux obtenus par le modele CSMC. Dans la seconde série, les données
sont issues du modele CSMC-ML et nous estimons les parametres et les états cachés en utili-
sant les modeles CSMC, CTPM-ML et CSMC-ML. Nous conclurons cette sous-section par la
segmentation d'une image réelle, les données n’étant alors probablement issues d’aucun des 3
modeles. Dans toutes les expériences proposées dans cette sous-section, la covariance est de
la forme (k) = o2 (k + 1)

Dans la premiere expérience, on considére une chaine semi-markovienne cachée (CSMC)
(X, ULY) = (X,,,U},Y,)1<n<n telle que chaque X, prend ses valeurs dans X = {w;,ws}
et chaque U} prend ses valeurs dans A' = {1,...,10}. La loi p(zy.n,uj.y) est définie par

BI8), BI6) et BI7) et la loi p(yi.n|T1n, ul.y) est donnée par :
N
pyrn|rn, uly) = [ [p(vnlwn)-

n=1

Lorsque x, = wy, p(yn|z,) est une loi normale de moyenne 1 et de variance 20 et lorsque
T, = wy, cest une loi normale de moyenne 2 et de variance 20. La distribution d(w;,.) est
celle d’une loi uniforme sur A! pour tout j € {1,2}. De plus, r(z,41|z,) = 0.999 si z,, = 41
et r(x,y1|z,) = 0.001 si z,, # x,41. La réalisation y;.y est ensuite segmentée en utilisant trois
méthodes. La premiere suppose que les données sont issues du modele CSMC et utilise les
vrais parametres. La seconde méthode suppose que les données sont issues du modele CSMC
et on estime les parametres par ICE. Quant a la troisieme méthode, on suppose que les
données sont issues du modele plus général CSMC-ML et on estime également les parametres
par ICE. Dans le modele CSMC-ML, on supposera que Ly = 50. Les résultats sont présentés
dans la figure et dans le tableau [5.4]
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HE
(a)

a (b) (c) (d) (e)

F1G. 5.5 — Segmentation de y;.x lorsque (X,Y’) est une chaine semi-markovienne cachée a
bruit indépendant : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (¢) Modele CSMC avec les
vrais parametres, 3.74% d’erreur, (d) Modéle CSMC en non supervisé : 4.55% d’erreur, (e)
Modele CSMC-ML en non supervisé : 4.57% d’erreur.

Parametres CSMC CSMC-ML | Vraies valeurs
w1 0%) w1 0%) w1 %)
m 1.06 | 2.04 | 098 | 1.97 1 2
o? 19.81 | 20.71 | 19.84 | 20.46 20 20
o - - 15.28 | 5.95 - -
‘ Taux d’erreur ‘ 4.55% ‘ 4.57% ‘ 3.74% ‘

TAB. 5.4 — Estimation des parametres a partir de données issues d'une chailne semi-
markovienne a bruit indépendant.

Nous constatons que les résultats sont similaires en utilisant les modeles CSMC et CSMC-
ML, ce qui montre la capacité du modele CSMC-ML a traiter des données issues du modele
CSMC. De plus I'estimation du parametre a prouve que le modele CSMC-ML est capable de
reconnaitre les situations ou la covariance décroit rapidement.
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Dans la seconde expérience, nous segmentons des données issues du modele CSMC-ML. Le
but de cette expérience est de savoir lequel des deux modeles CSMC ou CTPM-ML donne de
meilleurs résultats. La chaine semi-markovienne (X, U"') considérée suit la méme loi que dans
I'expérience précédente. Concernant le processus U?, on prendra Ly, = 50. Les lois p(y,|z,)
seront respectivement la loi normale de moyenne 1 et de variance 1 lorsque z,, = w; et la loi
normale de moyenne 2 et de variance 1 lorsque x,, = wy. Le parametre de dépendance est égal
pour les deux classes a 0.5.

F1G. 5.6 — Segmentation de yi.y lorsque (X,Y’) est une chaine semi-markovienne cachée a
mémoire longue : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (¢) Modele CSMC en non
supervisé : 31.15% d’erreur, (d) Modele CTPM-ML en non supervisé : 21.53% d’erreur, (e)
Modele CSMC-ML en non supervisé : 3.16% d’erreur.

Parametres CSMC CTPM-ML | CSMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 0%) w1 )
m 097244 ] 1.08 | 222 | 0.98 | 1.97 1
o? 0.59 | 0.56 | 0.83 | 0.78 | 0.96 | 0.93 1 1
« - - 0.69 | 0.72 | 0.62 | 0.61 0.5 0.5
| Taux d’erreur | 31.15% | 21.53% | 3.16% [ 2.8% |

TAB. 5.5 — Estimation des parametres a partir de données issues de chaines semi-markoviennes
cachées a dépendance longue.

Nous constatons d’apres la figure et le tableau 5.5, que négliger la dépendance longue
donne de plus mauvais résultats que négliger la semi-markovianité. Cependant, d’apres la
figure [0.01 (e), la considération de la semi-markovianité est importante et améliore nettement
les résultats comparés a ceux obtenus a la figure [5.0](d). Ces remarques sont encore justifiées
dans l'estimation des parametres présentée dans le tableau 5.5l Cependant les qualités d’es-
timation des parametres par CTPM-ML et CSMC-ML sont quasi similaires. Globalement,
Iexpérience montre que le modele CSMC-ML est plus riche, de maniere significative, que
chacun des deux modeles CTMP-ML et CSMC.

Dans la derniere expérience, on choisit de segmenter a I’aide des trois modeles CSMC, CTPM-
ML et CSMC-ML une image dessinée. De I'image réelle représentant des cercles concentriques,
on obtient la réalisation x1. par le parcours d’Hilbert-Peano. La réalisation x.x est ensuite
bruitée a 'aide du modele défini par les formules (5.26]) et (5.217). Dans cette expérience, on
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prendra Ly = 50, les moyennes des deux classes seront respectivement égales a 1 et 2, la
variance sera égale a 1, et le parametre de dépendance sera égal a 0.9.

F1G. 5.7 — Segmentation d’une image réelle bruitée avec de la dépendance longue : (a)
Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (c¢) Modele CSMC en non supervisé : 24.70% d’er-
reur, (d) Modele CTPM-ML en non supervisé : 18.27% d’erreur, (e) Modele CSMC-ML en

non supervisé : 6.31% d’erreur.

Parametres CSMC CTPM-ML | CSMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 0%) w1 )
m 0.7512.26 1091 ] 2.04 {1099 | 1.99 1 2
o? 0.69 | 0.66 | 0.92 | 0.93 | 1.01 | 1.02 1 1
« - - 1.07 | 1.07 | 0.93 | 0.92 0.9 0.9
| Taux d'erreur | 24.70% [ 1827% [ 631% [ 59% |

TAB. 5.6 — Estimation des parametres a partir de données issues d’une image réelle

Des résultats présentés dans la figure 0.7 et dans le tableau [5.6] nous voyons que le modele
semi-markovien est suffisamment général pour prendre en compte des propriétés statistiques
de I'image que le modele markovien ne prend pas en compte. Ainsi, on peut constater une
meilleure segmentation en utilisant le modele CSMC-ML (Figure 5.7, (e)) qu’en utisant le
modele CTPM-ML (Figure B.7,(d)). Cependant, si on néglige la dépendance longue, les pa-
rametres de la loi d’observation sont mal estimés (Tableau B.6]), ce qui entraine une mauvaise
estimation des états cachés (Figure 5.7, (c)).

5.4 Observations non gaussiennes a dépendance longue

Le dernier modele que nous présentons dans ce chapitre permet de modéliser des observa-
tions non gaussiennes. Nous avons vu au chapitre [ qu’il est possible d’écrire la loi jointe d’un
vecteur aléatoire a partir de ses lois marginales et d’une fonction d’agrégation appelée “co-
pule”. Dans ce chapitre, les copules vont nous permettre ainsi de modéliser des observations
non gaussiennes a dépendance longue.
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5.4.1 Dépendance longue et copules

On considere un processus triplet (X,U,Y) = (X,,U,, Yn)1<n<n tel que chaque X,
prend ses valeurs dans un ensemble fini X = {w,...,wk}, chaque U, prend ses valeurs
dans 'ensemble fini A = {0,..., L} et chaque Y, prend ses valeurs dans R. La distribution
p(z1.5, u1.N, y1.5) est celle d'une chaine triplet partiellement de Markov définie par (.23,
[E.26) et (B.27). A la différence avec I'ancien modele ot la distribution p(yy—u,,,\+1:n+1]Tnt1)
était celle d’une loi normale, dans le modele proposé, elle s’écrit :

n+1
p(yn—un+1+1:n+1|$n+1) = H P(Yr|Tni1)

k=n—up+1+1
X C;ZE—H (Frn+1(yn—Un+1+1)7 ) Fwn+1 (yn-i-l)) ) (534>

ol pour chaque w; € X, F, est une fonction de répartition marginale, c*»+1+1 est la copule
J ’ i ) Wiy
gaussienne de matrice de corrélation :

1 f}/wj(]') e 7&03' (un-i-l - 1) fywj (un+1)
Run+1+1 _ %’JJ(]') 1 ,}/WJ(]') ce fywj (un—i-l - 1)
wj - . . . . . 5
TV, (Un+1) Yw; (U1 —1) ... %;j(l) 1

et chaque p(yr|zn41 = wj) est une distribution de fonction de répartition F, . Ainsi, si z, =
Tpil = ... = Tpik, alors (Yn, ..., Ynik) est la réalisation d'un vecteur aléatoire dont les lois
marginales sont de fonction de répartition F, et dont la copule est une copule gaussienne.

Posons z, = ¢! o F, (y,), ol ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée et
réduite. La distribution p(z1.y, u1.n, 21.5) est également définie par (5.25), (£.20) et (5.21).
Dans ce cas il s’agit du modele triplet partiellement de Markov tel que p(z,—u,,\+1:m+1|Tnt1)
soit la distribution d’une loi normale a marginales centrées et réduites et de matrice de
corrélation égale a Ry+1*1. Si pour tout 1 < j < K, les familles de covariance (7, (k))ren
satisfont les propriétés de dépendance longue, I’échantillon z;.y est alors a dépendance longue
conditionnellement aux classes; en d’autres termes, si x, = x,.1 = ... = T, I’échantillon
(Zn, -+, Znak) est la réalisation d’un processus a dépendance longue. Selon la définition B4
nous dirons que (Yn, - - ., Ynrx) est également un processus a dépendance longue. Dans cette
définition, nous introduirons également la notion de stationnarité du second ordre en copule.

Définition 5.4.1. Soit Y = (Y},)nez un processus réel tel que pour tout n € Z, Y, ait pour
fonction de répartition F.
— On dit que le processus Y est stationnaire du second ordre en copule si le processus
U = (F(Y,))nez est stationnaire du second ordre ;
— Lorsque Y est stationnaire du second ordre en copule, on définit les corrélations de

Spearman (ps(k))ren par :
__ EB[(F() - E(EY))EVr) - EFEF-p))]
VE (F(Ya) = E(F(Ya))?) E (F(Yo-i) — E(F(Yo-1)))?)

— On dit que le processus Y est a dépendance longue si :

ps(k)

ps(k) ~1oo Ck™ ot a0 €]0,1] et C € R,
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Remarque : D’apres ce qu'on a précisé au chapitre [ les coefficients de mélangeance ne
dépendent que de la copule. Ainsi si f est un C!'-difféomorphisme croissant de R dans R, les
processus (Y, )nez et (f(Yn))nez ont la méme mélangeance. La dépendance longue peut se
définir de maniere plus générale : un processus est a dépendance longue s’il est p-mélangeant
et son coefficient de p-mélangeance converge vers 0 en n= ou « € |0, 1].

5.4.2 Estimation des parametres

Soit ¢ la fonction de répartition d’une loi normale centrée-réduite. Nous détaillons ici
I'estimation de la loi d’observation p(y1.n|z1.n) par Palgorithme ICE. Si 6, désigne le vecteur
parametre obtenu a I’étape ¢, on procede de la maniere suivante :

1. simuler un échantillon (z1.y, u1.n) selon la loi a posteriori p(z1.n, ur.n|y1:n:6y)

< 12 iy . wj N .
2. pour chaque wj, considérer I'échantillon (yni )i<m<n;,, ol pour tout m, r,, = w; et N;
est le nombre de z,, égaux a w; ;

3. estimer la loi marginale p(y, |z, = w;) a partir de I'échantillon (i )1<m<n,. Soit Fg;rl
la fonction de répartition correspondant aux parametres re-estimés ;

. N , . N . ’ . — w4
4. estimer les parametres de corrélation & partir de I'échantillon (¢~' o FZH (yn! ))1<m<n,
avec les estimateurs présentés a la sous-section [B. 1.4l

5.4.3 Expérimentations

Nous proposons dans cette sous-section deux expériences. Les expériences présentées per-

mettent de savoir si le modele a dépendance longue gaussien peut étre utilisé dans le cas ou
les données ne sont pas issues d’un modele gaussien. Elles permettent également de tester la
robustesse lorsque 'on utilise différent modele de bruit. Dans les deux expériences, la taille des
échantillons est N = 1000, la chaine de Markov X & valeurs dans X' = {w;,ws} est station-
naire réversible de loi donnée par p(z, = w1, Tpi1 = w1) = (T, = wa, Ty = we) = 0.495 et
P(Tn = w1, Tny1 = w2) = P(Tn = Wa, Tny1 = wi) = 0.005 et la famille de covariance (7., (k))ren
est celle d'un bruit gaussien fractionnaire. Les parametres de Hurst pour les deux expériences
sont respectivement égaux a H,, = 0.5 et H,, = 0.99. On définit pour la suite la loi I'~ dite
“Gamma signée” comme la loi de la variable aléatoire €WV, ol € suit une loi uniforme sur
{=1,1} et W suit une loi I' de parametres a et b.
Dans la premiere expérience, les lois marginales sont gaussiennes de moyenne nulle et de va-
riance égale a 1. Les données sont ensuite segmentées par trois méthodes. La premiere utilise
les vrais parametres du modele et utilise MPM pour estimer les états cachés. La deuxieme
suppose que les données sont issues du modele triplet partiellement de Markov a observa-
tions gaussiennes a dépendance longue. La troisieme méthode suppose que les données sont
a dépendance longue mais les lois marginales sont des lois I'". Le but de cette expérience est
de savoir si choisir un autre modele que le modele gaussien peut dégrader les résultats si les
données sont réellement gaussienne.
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(a) (b) () (d) ()

F1G. 5.8 — Segmentation de données issues du modele triplet partiellement de Markov a bruit
gaussien a dépendance longue : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (c) Avec les
vrais parametres, 1.3% d’erreur, (d) Modele gaussien a dépendance longue, 9.3% d’erreur, (e)
Modele I'™ a dépendance longue, 26.1% d’erreur.

Dans la seconde expérience, nous considérons le probleme inverse. Les données sont simulées
selon le modele a dépendance longue dont les lois marginales sont des lois '~ de parametres
ay, = a,, = 1 et b, =b,, =1. Le but de cette expérience est de savoir si le modele gaussien
peut étre suffisamment robuste pour étre utilisé méme si les données ne sont probablement
pas gaussiennes. Notons que les copules sont gaussiennes dans les duex modeles, qui ne se
différencient que par les lois marginales.

(a) (b) () (d) ()

Fic. 5.9 — Segmentation de données issues du modele triplet partiellement de Markov a
bruit I'" & dépendance longue : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (c¢) Avec les
vrais parametres, 0.8% d’erreur, (d) Modele gaussien a dépendance longue, 6.5% d’erreur, (e)
Modele I'™ a dépendance longue, 1.9% d’erreur.

Ces expériences montrent qu’il est important de bien choisir la loi d’observation. En effet,
si nous segmentons des données en utilisant une loi différente de celle du vrai modele, les
résultats peuvent se dégrader de maniere non négligeable.



5.4 Observations non gaussiennes a dépendance longue 117

Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre plusieurs modeles dans lesquels la chaine inobser-
vable est cachée par du bruit a dépendance longue. Dans tous les modeles proposés, les
probabilités marginales a posteriori sont calculables, ce qui permet 'estimation de la chaine
inobservable par la méthode bayésienne MPM. Dans le premier modele “chaines de Markov
cachée avec du bruit & mémoire longue gaussien” (CMC-ML), la loi de chacune des marginales
Y, (conditionnellement aux classes) dépend de toutes les marginales Y} passées; cependant,
les calculs se font grace au caractere gaussien du bruit. Afin d’estimer les parametres de
ce modele, nous avons proposé un algorithme ICE original et nous avons montré son bon
comportement au travers des simulations. Nous avons également montré la bonne robus-
tesse du modele CMC-ML lorsque les données sont issues du modele classique des chaines
de Markov cachées avec du bruit indépendant (CMC-BI). Le second modele que nous avons
proposé, qui est une “chaine triplet partiellement de Markov cachée par du bruit a mémoire
longue” (CTPM-ML), permet de palier aux difficultés algorithmiques du premier modele et
peut ainsi étre utilisé en traitement d’image ou les données traitées sont, en général, tres
volumineuses. Ce modele a été ensuite étendu, en introduisant un processus auxiliaire, de
facon a considérer la semi-markovianité éventuelle du processus caché. Nous avons montré
aux travers des expérimentations que ni le modele de chailnes semi-markoviennes cachées a
bruit indépendant, ni le modele CTPM-ML dans le lequel le processus caché est une chaine
de Markov, ne parvient a donner d’aussi bons résultats que le modele général, ou la chaine
cachée est semi-markovienne (les données sont issues de ce dernier). Enfin, tous les modeles
précédents peuvent etre généralisés avec I'introduction des lois marginales non nécessairement
gaussiennes. En effet, en gardant les copules gaussiennes il est possible d’étendre les calculs
faisables dans le cas gaussien aux cas ot les marginales du bruit sont quelconques. Finalement,
en utilisant tous les résultats exposés jusqu’a présent, il est possible de proposer un modele
général dans lequel la chaine cachée est semi-markovienne éventuellement non stationnaire,
et le bruit est a mémoire longue et a marginales quelconques. Un tel modele peut étre utilisé
a des fins de segmentations non supervisées, les parametres pouvant étre estimés par une
méthode ICE adéquate. En guise de perspectives, il serait intéressant d’étudier le cas de lois
marginales a queues lourdes telles que les lois stables de Lévy. Ces lois sont couramment uti-
lisées pour modéliser les phénomenes atypiques dans les données financieres. Il devrait ainsi
étre envisageable de segmenter des données financieres en considérant simultanément deux
propriétés de celles-ci : la dépendance longue et 'apparition de phénomenes atypiques tels
que les °

b
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