Homogénéisation d’un probléme de
transport
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Une fois les pressions et les vitesses calculées avec la méthode multi-échelle définie au chapitreb, le
transport des fluides peut étre réalisé en appliquant un schéma explicite en saturation & I’échelle fine comme
pour la discrétisation IMPES (voir paragraphe 2.3). Cependant, pour obtenir des valeurs de saturation
en eau comprises entre S,,; et 1 — S, c’est-a-dire pour respecter le principe du maximum, la condition
CFL (2.12) sur le pas de temps doit étre respectée ce qui peut conduire & des pas de temps relativement
faibles. On peut également appliquer un schéma IMPIMS (voir paragraphe 2.4) mais cela revient a résoudre
un systéme non linéaire de trés grande taille. Une méthode multi-échelle simulant un transport a l’échelle
grossiére par un schéma explicite avant de reconstruire la solution en saturation & ’échelle fine permet
d’augmenter les valeurs de ce pas de temps.

7.1 Construction du probléme modéle

Le probléme en saturation que ’on souhaite résoudre est la troisiéme équation du systéme (2.5) :

(b%f +div (fu(S) (v = kAo (S)V Pe, . (5))) = 0.

Ce probléme est, a priori, non linéaire. Dans ce travail, nous nous limitons & un probléme de transport
linéaire sur un ouvert (0,7) x Q, ot Q C RN et 7 >0 :

{p*(z*)‘%* (t,07) " (&) - Ve (t,07) — div (A" (@) Ve' (',2%) = 0dans (0.T) x Q7

ot*
c* (0,z*) = (2*) dans Q.
Dans (7.1), p* représente la porosité, b* la vitesse, A* le tenseur de diffusion, ¢* une concentration et on

suppose que
div (b*) = 0.
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

Cette équation modéle intervient, par exemple, lorsque 'on simule 1’évolution de la concentration d’un
traceur a l'intérieur d’une phase (voir [Bea88|). Dans ce cas, A* correspond au coefficient de diffusion
moléculaire et de dispersion et b* est la vitesse de déplacement de la phase. L’objectif est ici de savoir sous
quelle forme peut se mettre cette équation si on considére que les différentes propriétés varient a une échelle
beaucoup plus faible que la taille du domaine.

Nous allons maintenant mettre a I’échelle le systéme (7.1) comme cela a été présenté dans [ARO7], [DP05]
et [ABMP10]. La variable z* représente, ici, la variable d’espace a 1’échelle fine. Nous notons [ une longueur
caractéristique de cette échelle et L une longueur caractéristique de la taille du domaine 2. Nous définissons
alors e = % qui est supposé faible. Nous prenons ensuite Tr pour définir notre échelle de temps. Nous notons
alors pgr, bgr, cr, Ag les grandeurs caractéristiques de la porosité, la vitesse, la concentration et la diffusion.
Les variables adimensionnées sont alors définies ainsi

Jj:f;v t:jt“;a ps(‘r)_ rR
Do) = T, Af(e) = A et r) = SO

R

Le systéme d’équations sans dimension obtenu a partir de (7.1) s’écrit

Lrpr

P~ % 8“5 S A ARTR Ldivy (A*Vaus) = 0 dans (0,7) x Q. (7.2)
uE(O,x) = u%(z) dans Q '

ou 2. = {E—R | z* € Q} et T' = . Pour ce probléme on peut définir un nombre de Péclet sur chaque

échelle :

— a D’échelle fine, on note

lbr
P oc = T
e AR

— & l’échelle macroscopique, on définit
Lrbr
Ap

Pe =

On a alors Pe = %Peloc. Nous allons nous placer dans le cas ol

— Pejoe = 1,

—etTpr = %.
On considére donc une échelle de temps correspondant au temps de diffusion et on suppose que la diffusion
est du méme ordre que la convection a 1’échelle fine. Le systéme (7.2) se réécrit alors :

p*%e + Peb® - Vyu. —div, (A°V,ue) = 0  dans (0,7) x Q.
uE(O x) = u'(x) dans Q..

Le nombre de Péclet local étant égal & 1, Pe = %, et le systéme initial (7.1) se réécrit :

|
o

{ pe(x )‘{jus + 16° () - Vue — div (4% (z) Vue) dans (0,7T) x Q.
ue (0, ) = u%(x) dans Q..

Dans la suite, on considérera uniquement ce probléme adimensionné.

7.2 Remarques préliminaires sur la mise & 1’échelle

Des travaux de recherche ont également été menés pour homogénéiser le probléme de transport (7.1)
en considérant des échelles différentes. Ainsi, on peut remarquer que, dans les travaux présentés par A.
Bourgeat, M. Jurak et A. Piatnitski dans [BJP03], I'équation étudiée est sous la forme

P (x )887“;5 +b° (z) - Vu, — ediv (A% (z) Vue) = 0. (7.4)
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7.8. Définition du probléme périodique

Pour arriver a cette équation, I’échelle d’espace et le nombre de Péclet choisis sont les mémes que dans notre
cas mais I’échelle de temps est différente : un temps d’ordre 1 dans (7.4) est équivalent & un temps d’ordre €
dans (7.3). En fait, ’échelle de temps choisie dans [BJP03] est celle correspondant au temps de convection.
Cela reviendrait a prendre Tr = L;f” £ dans la mise a I’échelle faite au paragraphe précédent. Les résultats
obtenus avec ces hypothéses montrent que la solution homogénéisée est uniformément nulle & partir d’un
temps assez long méme si on considére les termes d’ordre supérieurs dans le développement asymptotique.
Cela justifie donc notre choix d’échelle temporelle.
Dans [HL09], T.Y. Hou et D. Liang étudient 1’équation suivante :

(7.5)

6{;»; + b (x) -Vue — e™div (AE (x) V’Ms) = 0 dans R+ x Q.
ue (0, z) u® () dans Q.,

ou m € [2,+00[. L’échelle en temps est ici la méme que dans [BJP03] mais le nombre de Péclet local
considéré est de 'ordre de e ~™*1.

7.3 Définition du probléme périodique

Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que les coefficients p°, b° et A sont périodiques en espace de
période €, et nous rappelons un certain nombre de résultats d’homogénéisation connus. Nous démontrons
également une nouvelle estimation a priori (Théoréme 7.4). Ces résultats sont utilisés au chapitre suivant
pour construire une méthode multi-échelle applicable & des cas non périodiques comme cela a été fait
dans [ABO5] pour des problémes elliptiques.

Nous considérons le probléme de transport qui consiste & chercher u. dans I’espace

L? (Ry, H' (RY)) nC® (R, L? (RY))

solution de

p (%) dyue + 1b (%) - Vue — div (A (£) Vue) =0 dans (0,7) x RY (76)
ue (0, ) = u’(z) dans RY, ‘

avec les hypothéses suivantes :
Hypothéses 7.1 :

1. Les fonctions b, A et p sont Y-périodiques,

2. pe L>(Y),

3. Les fonctions b, A et p sont de classe C! par morceaux et les interfaces de discontinuités sont de classe

c?,
4. div(b) =0,

5. il existe pimin > 0 tel que Yy €Y,  p(y) = pmin,

6. A est coercive : il existe une constante Cyy, > 0 telle que
Yy eV, Ve RN, A(y)é- €= Coalél®

|-| étant la norme euclidienne dans RY.
7. w0 € H? (RY).
D’aprés le théoréme de Lions (voir annexe A.2.2), ce probléme a une unique solution

ue € L* ((0,7), H" (R™)) nC ((0,T), L* (R™)) .

Dans la suite de cette partie, nous allons postuler un développement asymptotique particulier pour la
fonction u. qui permet d’approcher cette fonction en résolvant deux problémes : un probléme homogénéisé
et un probléme de cellule. Des résultats de convergence des différentes solutions approchées vers la solution
exacte sont ensuite présentés.
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

7.4 Reésultats préliminaires

Comme dans le cas elliptique, on peut montrer que pour une fonction ¢ € L? ((07 T) x RN, C%(Y)) (voir
[AADHO06] ou [MPP05, Remarque 2])

lim/ / (t r— — ) dxdt = / / / (t, z,y) dydzdt. (7.7)
e=0 Jr, JrN Ry JRN

L’alternative de Fredholm s’adapte également a ce cas.

Lemme 7.1. Soit g € Li(Y). b et A vérifiant les hypothéses 7.1, le probléeme

b(y) - Vyv —divy (A(y)Vyv) = g dans,
y — v(y) est une fonction Y -périodique

admet une solution v € H#(Y), unique G l’addition d’une constante prés si et seulement si

/ gdy = 0.
Y

La démonstration est identique & celle faite dans [BLP78| dans le cas elliptique. Le lemme suivant sera
également utilisé

Lemme 7.2. Soit une fonction g € L3 (Y) telle que [y, g(y)dy = 0. Il existe ¢ € Li&(Y)N telle que

{ 7diVyC = 9(v),

Jy ¢y)dy = 0.
Démonstration. 1l suffit de poser ( = —V60 ot 6 est solution du probléme
—Af=g.
L’alternative de Fredholm est vérifiée pour ce probléme. On a donc 6 € H# (Y)et ¢ e Li(Y)N. O

7.5 Développement asymptotique avec dérive

Comme dans le cas elliptique présenté au chapitre 3, on postule un développement asymptotique pour
ue. Cependant, nous allons ici y intégrer une dérive. Soit b* un vecteur constant représentant une homogé-
néisation de la fonction b. Nous la considérons pour 'instant comme une inconnue & calculer.

On suppose que u. peut s’écrire sous la forme :

= i b*t x
x):z&f U; t,l'f?,g B (78)
=0

avec des fonctions u; Y-périodiques par rapport leur troisiéme variable y. L’intégration d’une dérive dans
la variable d’espace est nécessaire pour homogénéiser 1’équation (7.6). En fait, on sait (voir [BJP03]) que
si on considére des temps courts, le probléme homogénéisé est une équation de transport dont la solution
explicite est de la forme

u(t,x — vt).

Il nous faut donc intégrer ce transport dans notre terme d’ordre 0 pour des temps de 1'ordre de . De plus,
si ne prend pas en compte cette dérive et qu’on suppose b* = 0 la condition de compatibilité presentee plus
tard imposerait que le champs de vitesse b(y) soit & moyenne nulle.

Proposition 7.1. Soit u. la solution du probléme (7.6). On suppose que les hypothéses 7.1 sont vérifiées.
On suppose également que le développement asymptotique (7.8) est vrai et que les fonctions u; sont Y-
périodiques par rapport 4y et “régulieres” (les résultats de cette proposition sont uniquement formels, il n’y
a donc pas besoin de préciser les régularités). Alors
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7.5. Développement asymptotique avec dérive

e [a fonction ug ne dépend pas de la variable y :
Vt e (0,T),Vz e RN Yy €Y, wug(t,z,y) =ult,z).

o La vitesse homogénéisée b* peut étre définie par :

b = % /Y b(y)dy, (7.9)

ot p= [y p(y)dy.
e On définit les fonctions w; solutions des problémes de cellules

) - (Tywi + i) —div, (A) (Vyws +e) = p)¥ e swr¥e o0
w; est Y -périodique. ’
e La fonction u est solution du probléme homogénéisé
poyu — div (A*Vu) = 0 dans (0,T) x RV, (7.11)
u(0, x) = u%z) dansRY, ‘
ou A* est une matrice définie positive telle que
Ar = /Y AW) (Vyw; +e5) - (Vyw; +e5) dy. (7.12)

e La fonction uy est définie par

N
Ju b*t .
w (e =) =3 g (b =) m) + e (7.13)

avec une fonction w1 dépendant uniquement de x qui reste a définir.
e La fonction uy est définie par

N

O
2t 2,y) = Z Xij (W) 5 (t@ +Zw1 L, ), (7.14)

i,j=1 i

ot les fonctions x; ; sont solutions des problemes de cellules du deuxiéme ordre

i - 0 ow;
b(y) - Vi (y) — divy (A@y) Vi s () = (ayk (widg) () + Aii(y) 5 (0 )) + A j(y)
k:ip(y) b | . (7.15)
5 p(Yb; — bi(y)) w;(y) sur
Xi,; est Y -périodique.

Remarque 7.1 : On remarque que le calcul du terme d’ordre 0 du développement asymptotique (7.8) est
la fonction u calculée en résolvant le probléme parabolique (7.11). Ce probléme ne fait pas intervenir de
convection ce qui semble surprenant puisque ’on cherche & approcher le fonction u. solution du probléme
de convection-diffusion (7.3). Cependant, on remarque que, dans le développement asymptotique (7.8), la
fonction u est dans un repére mobile par rapport & u.. En fait, la fonction qui approche u. est . telle que

b*t
Ve e RN Yt € (0,T), a.(t,z)=u (t,x - E) . (7.16)

En reprenant ’équation (7.11) on remarque que . est solution du probléme

{ POy + Lb* - Vi, — div (A*Vi,) =0 dans (0,7) x RY,

(0, ) = %) dans RY. (7.17)

La fonction @, approchant u. a ’ordre 0 est donc solution d’un probléme de convection-diffusion & convection
constante.
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

Démonstration. Remarquons que, pour tout ¢ € N, nous avons :

* 1 *
V(ui (t,x— b t7x>> — (Vzui—I—Vyui) <t,a:— b t’x>7
€€ € € ¢
a4 (ui (t,xbt,z>) = (3tuib~vzu,-> (t,x bt’x>.
dt € € € e €

On remplace u, par son développement asymptotique (7.8) dans (7.6) et on applique les formules précédentes.
On identifie ensuite les termes en fonction du degré en ¢ :
— Terme en ¢~ 2

et

b(y) - Vyup — divy (A(y)Vyue) = 0. (7.18)

— Terme en =1

— p(y)b* - Vaug + b(y) - (Vauo + Vyur) divy (A(y) (Vauo + Vyur)) = divy (A(y)Vyue).  (7.19)

— Terme en &°

b(y) - Vyug —divy, (A(y)Vyuz) = —p(y)0ruo + p(y)b* - Vour — b(y) - Veu
+ divy (A(y)Veur) + dive (A(y) (Vyur + Vaeug)) . (7.20)

De I'équation (7.18), on déduit que ug ne dépend pas de y. On note donc

( b*t ) ( b*t)
w (t, e ——,y ) =ul|t,z— .
€ €

L’équation (7.19) peut ensuite étre simplifiée :

—p(y)b* - Vu+b(y) - (Vu+ Vyuq) — divy (A(y) (Vu+ Vyur)) = 0. (7.21)

Cette équation nous permet de calculer u;. En décomposant Vu dans chaque direction et en appliquant
I’alternative de Fredholm, on remarque que wy s’écrit :

( bt ) N ou ( bt
up | t,x — Y | = t, o —
€ p ox; €

ou on a introduit les fonctions w;, solutions Y-périodiques du probléme de cellule

) wit) + (o),

b(y) - (Vyw; + e;) — divy (A(y) (Vyw; +€;)) = p(y)b* - €;, sur Y.

La condition de compatibilité pour assurer I’existence des w; impose :

1
b*:j/bydy,
P Jy ()

o p= [y p(y)dy.

Remarque 7.2 : Comme dans le cas elliptique, les fonctions w; sont définies a une constante prés. En
pratique, on les choisira & moyenne nulle. De plus, on prendra @; () = 0. En fait, le terme @; (x) interviendrait
pour vérifier la condition d’existence de us.

En utilisant les hypothéses 7.1, on peut montrer que les fonctions w; définies par (7.10) sont dans I’espace
Wl’OO(Y) (voir lemme 4.1)
¥ 1).
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7.5. Développement asymptotique avec dérive

Enfin, la condition d’existence de usy solution de ’équation (7.20) s’écrit :

/Y (p(y)b* -Vaur —b(y) - Vaur +divy (A(y)Vaur)
+ divg (A(y) (Vyur + Vzu)) — p(y)@tu) dy=0. (7.22)
Remarquons, tout d’abord, que :
/ div, (A(y)Vaur) dy — / (A(y)Varur) -1 do = 0
Y oY
car A et V,up sont Y-périodiques. Nous avons également 1’égalité
/Yp(y)(‘)tudy = pou,
car u ne dépend pas de y. I’équation (7.22) devient :
poru — /Y ((p()b" = b(y)) - Vaur (y) + dive (A(y) (Vyur (-, y) + Vieu))) dy = 0. (7.23)
La fonction 41 ne dépend pas de la variable y donc en reprenant la définition de b* dans (7.9), on a
[ 0o =) Vg = .
De plus, en utilisant I’équation (7.13), on remarque que
] 0w =) oy

est une combinaison linéaire des dérivées secondes de wu.
De méme, [, div, (A(y) (Vyu1 + Veu))dy s’exprime linéairement en fonction des dérivées secondes de .
Finalement, ’équation (7.23) peut s’écrire sous la forme

’ poru — div (A*Vu) = 0, ‘

ou la matrice A* est définie par la formule suivante :

/y (div, (A(y) (Vi1 + Vo)) + (p()b* — by)) - Vaur) = div, (A" V). (7.24)

On remarque d’abord qu’étant donnée la définition de A* par la formule précédente, on ne s’intéresse qu’au

. 2 2 .. c 1 . :
terme div, (A*V,u). Comme 83 5T = 33 5. » on pourra choisir de considérer A*, sa transposée ou sa partie
i J €Lj i

symétrique sans modifier ce terme. On va d’abord montrer que

A;j = / A(y) (Vyw; + ;) - (Vyw; + e5) dy.
Y

On prend les conventions de sommation d’Einstein et on notera, pour simplifier ’écriture des équations
) .
O, = B Ainsi

ur(z,y) = O u(x)w; ().
Et
vyul (l‘, y) = aliju(m)aTh w] (y)ei7
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

On obtient donc

/ div, (A(y)Vyur) dy = / div, (A(y) (02, u(z)0y, wi(y)er)) dy
Y Y

= /Ydivm (Ai i (y) 0z, u(2) 0y, wi(y)e;) dy

= div, ((/y As (80 (y)dy> 6zju<x)ei>

0%u
= (/Y Ai,k(y)aykwj(y)dy> axiaxj'

De plus, on a clairement

/Y div, (A(y)Vau) dy = < /Y Ai,j(y)dy) 622;96],-

Et

/ (p(y)b" = b(y)) - Vyui(z,y)dy = / (p(y)b; = biy)) 0z, . u(@)w;(y)dy,
Y Y

ol les b; et les b sont les composantes respectives de b et b* sur les e;. Donc

. B . 0%u
/Y(p(y)b —b(y)) - Vaur (z,y)dy = (/Y (p(y)b} — bi(y))“’jdy) Or;0x;

En sommant tous ces termes et en reprenant 1’équations (7.24), on peut alors définir la matrice A* par
ALy = [ o = b widy+ [ A (Vw4 e5) - cady (7.25)
Y Y

Si on multiplie ’équation (7.10) par w; et qu’on 'intégre sur Y, on a :

/ (b(y) - Vywiw; — divy (A(y) (Tyw; + ;) w;) dy = / (p(y)bE — bi(y)) wydy.
Y Y

En intégrant par parties, on a donc :

/ (P(0)b7 — bi(y)) wydy = / b(y) - Vywswdy + / Aly) (Tyws + e5) - Vywydy.
Y Y Y

9%u  _ 9%*u
Comme Bo;i(?xj - szaxi’

/b()-V ..dﬂ_} /b()-V »»d—l—/b()-V wed O*u
v Yy yWiW; yaxiaxj_2 y Y yWiW; Ay y Y yW;W;ayY 3937;8:z:j'

[ vV + [ )V ywswdy = [ o) 9wy,
On effectue ensuite une intégration par parties (les termes de bord sont nuls car les w; et b sont Y-
périodiques)

[ b Vywiwsay+ [ ) Vygwdy == | div(bm)owdy =0
car div(b) = 0. En reprenant I’équation (7.25), on peut donc définir de maniére équivalente A* par
2 0%u

0%u
A - Dyt | AT+ ) e

2
. _Ou
“Jaxiaxj
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7.5. Développement asymptotique avec dérive

Quitte & inverser les indices i et j pour un des termes, on a donc

A;j = / A(y) (Vyw; + ;) - (Vyw; + e;) dy.
Y

On remarque que A* définie ainsi est symétrique si, pour tout y € Y, A(y) lest. On veut résoudre le probléme
homogénéisé :

poru — div (A*Vu) = 0 dans (0,7) x RV,
u(0, x) = u%w) dans RV,

Il reste a prouver que ce probléme admet bien une solution. Le caractére borné de A* se déduit directement
de (7.12) et du fait que les w; sont & gradients bornés (en fait, il suffirait d’avoir w; € H'(Y')). Montrons
maintenant le lemme suivant.

Lemme 7.3. La matrice A* est définie positive.

Démonstration. il reste & montrer les deux autres propriétés. Soit € € RY. On définit

N
we =Y &wi.
i=1
we est une solution périodique du probléme

b(y) - (Vywe + &) = divy (A(y) (Vywe +§)) = p(y)b™ - €, sur Y.

En multipliant cette équation par we et en intégrant sur Y par parties, on a :

/ (b(y) — p(y)b") - Ewedy + / A(y) (Vywe(y) +€) - Vywe(y)dy =0, (7.26)
Y Y

car we est Y-périodique et div(b) = 0. On reprend ensuite (7.25), on a alors

N
AT 6= ) GEA,

4,J=1

N
S 66 | ot — ) wydy+ | A (T, +e) -

i,j=1

[ oot =) - gue+ [ AT ely) +€) - ed.
Y Y

En ajoutant, la derniére équation et (7.26), on obtient

et = [ AW we) +€) - (Tyuel) +
Puis en utilisant la coercivité de A, on a
€€ > o [ [Veo) +€Pdy >0
On a donc la positivité de la matrice. De plus, si A*¢ - £ = 0, on a, en utilisant I'inégalité précédente :

VyeY, Vywe(y)+¢§=0,

donc, en intégrant cette égalité : we(y) = —€y +¢, ¢ € R. Or, we est une fonction Y-périodique, donc £ = 0.
A* est donc bien une matrice définie positive. O
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

On déduit de ce lemme que le probléme (7.11) admet une solution unique
ue L?((0,7),H' (RY)) nc® ((0,1), L* (RY))

en appliquant le théoréme de Lions une nouvelle fois.
Pour la suite, nous avons besoin du résultat suivant.

Lemme 7.4. A une fonction de x pres, la fonction us peut étre définie par

N 52u N 8@1
up(t, @, y) = Z Xi,j(y)m(ta ) + Zwiiax. (t,x)
Q=1 v i=1 ¢

ou les fonctions w; sont les solutions aux problémes de cellule (7.10) et les fonctions x; ; sont les solutions
Y -périodiques aux problémes de cellule du deuzxiéme ordre :

b(y) - Vyxi,j(y) — divy (A(y)Vxi,;(y) = —pgj)A%‘,j + (p(y)b; — bi(y)) w;(y)

611]]‘

Yo
+ ; (8% (w;Ak,5) (y) + Ai,k(y)ayk(y)) +Ai(y) surY.

De plus, de méme que pour les w;, les fonctions x;; ainsi définies sont dans l’espace W;E’OO(Y) (voir
lemme 4.1).

Démonstration. A partir des équations (7.20) et (7.11), on obtient

b0) - ¥y — v, (A(9)Vyuz) = ~2iv, (47 F0) + (o) ~ b)) - Vo
+ divy (A(y)Veur) + divy (A(y) (Vyur + Vau)) .
On remplace u; par son expression dans (7.13) sans omettre le terme en ;. L’équation devient
b(y) - Vyua — divy (A(y)Vyug)

p(y) .. . . u duy

. 0?u o
+ div,, (A(y) (6m-8m-wj + 8x1) ei>
UL i

+ div, (A(y) (385 %Uy}] e; + V;ﬂj)) .
j )

Par linéarité et du fait que les w; vérifient (7.10), on remarque que ug définie par (7.14) est bien solution de
ce probléme. Or, la condition de compatibilité est vérifiée puisque u vérifie (7.11), ce probléme admet donc
une solution unique & une fonction de x prés. O

Tous les résultats annoncés dans la proposition 7.1 ont donc été démontrés. O

7.6 Convergence a deux échelles avec dérive

Les calculs faits dans le paragraphe précédent sont formels et ne sont pas justifiés d’un point de vue
mathématique. Comme au chapitre 3, on va introduire une nouvelle notion de convergence pour pouvoir
démontrer des résultats d’approximation plus précis entre la solution u. du probléme (7.6) et le début de
son développement asymptotique. Etant donné que nous avons introduit une dérive dans ce développement
asymptotique, la notion de convergence a deux échelles vue au paragraphe 3.5 ne peut pas s’adapter a notre
probléme. Ainsi, E. Marusi¢-Paloka et A. Piatnitski ont défini dans [MPPO5| la notion de convergence d
deux échelles avec dérive.
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7.6. Convergence a deux échelles avec dérive

Définition 7.1. Soit b* € RY un vecteur constant. Soit uc(t,z) une suite de fonctions dans L? (Ry xRY).

On dit que u. converge & deux échelles avec la dérive b* vers ug si Vo € L2 (R+ X RN,C%(Y)) ,

b*
// ue(t, z)p (t x— — x) dxdt — /// o(t,x,y)p(t, x,y)dxdtdy
Ry xRN 3 e—0 Ry xRN ><Y

avec ug € L? (]R+ x RN x Y).

Remarque 7.3 :

1. Si b* = 0 cette définition correspond bien a la convergence & deux échelles rappelée au chapitre 3 et
définie dans [Ngu89] et [All192]).

2. La notion de limite & deux échelles avec dérive dépend de la dérive considérée.

3. Cette définition peut également s’appliquer & des ensembles de la forme (0,7) x RN avec T > 0. Si
la convergence & deux échelles avec dérive sur un espace (0,7T) x RY est assurée cette convergence est
encore vraie sur tous les espaces de la forme (0,¢) x RN avec 0 <t < T.

L’introduction de la notion de convergence & deux échelles avec dérive permet d’obtenir plusieurs résultats
intéressants dont le théoréme :

Théoréme 7.1 (Marusi¢-Paloka, Piatnitski [MPPO05|). Soient b* € RY un vecteur constant et u. une suite
de fonctions dans L* ((0,T), H' (RN)) vérifiant
el 20,1y, 1 (rYy) < Co-

On suppose, de plus, que les hypothéses 7.1 sont vérifiées.
Alors, il existe une sous-suite et deux fonctions ug € L? ((0,T), H' (RY)) et wy € L? ((0,T) x RN, H' (Y))
telles que, pour cette sous-suite,

ue.  converge 4 deux échelles avec la dérive b* vers wug
et  Vue converge o deux échelles avec la dérive b* vers Vuo(t,z) + Vuy (t7x, %) .

Le théoréme suivant établit que la limite a deux échelles avec la dérive b* de la solution de I’équation (7.6)
est la solution du probléme (7.11) :

Théoréme 7.2 ([DP05]|, [ARO7], [AMP10]). On suppose que les hypothéses 7.1 sont vérifiées. La suite (u.)

1
des solutions du probleme (7.6) converge & deux échelles avec la dérive b* = j/ b(y)dy vers la solution
PJy

u(t,z) € L? ((0,T), H* (RN)) nC® ((0,T), L* (RY)) de ’équation

p2 —div(A*Vu) =0 dans (0,T) x RV,
u(0, x) =u’(z) dans RY.

Démonstration. On veut d’abord appliquer le théoréme 7.1 a la suite (ue). Pour cela on va utiliser le lemme
suivant.

Lemme 7.5. Soit u. une solution faible du probléme (7.6). Il existe une constante C' > 0 indépendante de
e telle que

el oo oy, L2 @y + Vel L2 0,7y xmn) < C-

Idée de la démonstration. Cette inégalité se démontre simplement en multipliant la premiére équation de (7.6)
par u. et en intégrant en espace et en temps. O

De plus, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
||u€||L2 (o), m @~y ST ||Ue||Loo ©0.1),L2(RN)) T HVUsHLz (0,T) xRN )N
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

Que 'on peut réécrire

2 2 2
lwellz2(0,7), 11 @y < Cs3(T) (Hue||Loc((o,T),L2(RN)) + ||vu€||L2((07T)><RN)N> . (7.27)

On a donc montré que la suite (u.) est bornée en norme L? ((0,7), H' (RY)).
On teste la premiére équation de (7.6) avec une fonction . de la forme

] b*t n . b*t =z
= 7:[;—7 £ ,1’—7,7
Pe = ¢ - $1 Pl

avec p € C° (R x RY) et ¢y € C° (]R+ x RN, C (Y)) On obtient :

//(O)T)XRN (P (%) 361;6 e + éb (g) Ve, + A (g) Vu, - V<p5> dedt — 0.

ou
On intégre par parties par rapport a ¢ le terme en a—; et on intégre par parties en espace le terme en Vu.¢ :

X
[0 (2) (oo m.2) - (@) (0.0)) de
]RN 3
x\ [ b* . 9o O
+//(0,T)xmp(s) (5 Ve Ve = ey )uadwdt
1
+ // (—b Veu. — b Verue + A () Vi V%) dxdt = 0.
(0,T) xRN € €
D’ou
x 0
- (E) (ue(T, ) (p(T, ) + ep1 (T, ) — u’(x) (p(0,2) + £p1(0, 7)) da
T . Op dp1 T
+//(0,T)><]RN (p (E> (b N T >u€ w <€) vus(pl) ot

(0,T)xRN €

+ // A (5) Ve - (Vi + Vo1 + eVapr) dadt = 0. (7.28)
(0,T) xRN €

On veut ensuite étudier la limite de cette expression quand ¢ tend vers 0. On remarque tout d’abord que la
fonction u. est bornée dans L™ ((O7 T),L? (RN)) (voir lemme 7.5) donc, @1, et p étant bornées, on a

6/ P <E> (uE(T, x)p1(T,z) — uo(x)gol((),x)) dr — 0. (7.29)
RN 9 e—0
De méme, A, % et V.1 sont bornées et la suite u. est bornée dans L? ((O,T),H1 (RN)) uniformément
en € en norme. Donc
x 8@1
e p (f) DAL edzdt — 0 (7.30)
.T)xgN €/ Ot e—0
et 5// A (f) Va. - Vaprdedt —s 0. (7.31)
(0,T) xRN € =0

On a [, (b(y) — p(y)b*)dy = 0. On applique alors le lemme 7.2 sur chaque composante. On note ¢; la

112



7.6. Convergence a deux échelles avec dérive

fonction obtenue en prenant g(y) = b;(y) — p(y)bs. On a donc :

/ PV =8 (2) g ot — / W6 (£) 5 vt
(0,T) xRN € (0,T) xRN €
= divy (¢ Oz, pucdrdt
[/ <<< )) ot

//0 T)xR i s (Or; Ve +u:VOy, @) drdt.
X N

Le lemme 7.5 nous permet d’appliquer le théoréme (7.1) & (u.). Donc, pour une sous-suite, u. converge a
deux échelles avec la dérive b* vers u(t, z) et Vu. vers Vyu(t, ) + Vyui (¢, z,y). Ainsi, pour une sous-suite :

// M Vu.dzdt
(0,T) xRN

=/, G() - (Ouri(t,2) (Voult, ) + Vs (8,,)
e 0,T) xRN xY
+ VO, o(t, z)u(t, z))dydadt.

Comme fy ¢i(y)dy = 0 et u et ¢ ne dépendent pas de y, un seul de ces termes est non nul et :

_ /// Ci(y) 0, 0(t, )V yus (t, 2, y)dydadt = /// divy, (¢i(y)) O, purdadtdy
(0,T)xRN xY ot ey
T /// (0i(y) — p(Y)) Ou, purdadidy.
(0,T)xRN xY

On a donc montré que

b* —b
/ / () () Vpucdodt — - // / (bi(y) — p)B?) Oy purdadidy.  (7.32)
(0,T)xRN 0,T)XRN xY

Pour le passage a la limite dans (7.28), on reprend les équations (7.29), (7.30), (7.31) et (7.32) et on utilise
les limites & deux échelles avec dérive des fonctions u. et Vu.. On obtient alors :

/]RNP<§> (ue (T, 2)p(T, 7) — u° (2)(0, z) dm+///OT B <b* Va1 ?;f) udzdtdy
+///(OT) RN xY b(Y) - (Vau + Vyur) prdudtdy

- // / (b(y) — p(y)b*) - Vuidwdtdy
(0, T)XRN xY
+ // / A(y) (Vou+ Vyur) - (Ve + V1) dudtdy = 0. (7.33)
(0,T)xRN xY

Regardons d’abord le cas ou ¢ =0. On a :

- /// p(y)b* - Vyupidedtdy + /// b(y) - (Vau + Vyur) ordedtdy
(0, T)XRN xY (0,T)xRN XY
- /// divy (A(y) (Vau + Vyur)) grdzdtdy = 0.
(0,T)xRN xY

Cela doit étre vrai pour tout ¢; € C*° (R+ X RN,C;Z’ (Y)) Donc :
b(y) - (Vau+ Vyur) — divy (A(y) (Veu + Vyur)) = p(y)b* - Vyu.

113



Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

Cette équation est en fait la méme que (7.21) et elle nous permet donc d’avoir, a une fonction de z prés :

avec les w; définis en (7.10).
Prenons maintenant o1 = 0 et ¢ quelconque. L’équation (7.33) devient :

/RN P (g) (ue (T, 2)p(T, x) — u®(z)(0, 7)) dx — ///(O,T)xRNxY p(y)aa—fudxdtdy

- / / / (b(y) — p(y)b*) - Vouydadtdy
(0,T)xRN xY
+ / / / A(y) (Vou+ Vyu) - Vdadtdy = 0.
(0,T) xRN xY

En intégrant par parties en temps et en espace, on obtient :

ou «
i plo) g edadedy + [ [ [ (b(y) — p(y)b") - Ty pdadty
(0,T)xRN xY (0,T)xRN xY
- /// div, (A(y) (Vau + Vyur)) pdzdtdy = 0.
(0,T)xRN xY

Les fonctions u et ¢ ne dépendant pas de y, cela se simplifie :

0
'6// Gyt + // (/ (b(y) — p(y)b*) - quldy> odzdt
(0,7)x&N Ot o1)xe~¥ \Jy

B //(o T) xRN v (/y Aly) (Vau +Vyun) dy) pdzdt = 0.
5 X

Comme cela est vrai pour tout ¢ € C3° (RT x RY), on a :

P50 = o) Vowndy - div, ( [ 4w <vmu+vyu1>dy) 0

On retrouve 'équation (7.23) et comme on a la méme relation entre w et u1, on aboutit de la méme maniére
au probléme :

poyu — div (A*Vu) = 0 dans RV,
u(0, x) =u’(z) dans RY,

avec
A;:j = / A(y) (Vywl + 61‘) . (Vywj + ej) dy. (734)
Y
De plus, on a vu que ce probléme admet une solution unique
ue L*((0,7),H (RY))nc® ((0,1), L* (RY)).
Cela montre que, quelle que soit la sous-suite choisie, u. converge a deux échelles avec la dérive b* vers le
méme u. Cela est donc vrai pour toute la suite (u.). O
7.7 Résultat de convergence
A partir des définitions et des résultats précédents, des résultats de convergences fortes peuvent étre

montrés. Ainsi, en norme L2, le résultat suivant indique que la solution homogénéisée est une bonne ap-
proximation de wu..
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Théoréme 7.3 ([AMP10]). Soient (u.) la suite des solutions de l’équation (7.6) et u la solution au probléme
homogénéisé (7.11). On suppose que les hypothéses 7.1 sont vérifices. Alors, on a

b*t
lim ||ue(t, ) —u (t,.’L‘ - ) = 0.
€0 € JllLz(0,1)xRN)
Démonstration. Nous allons d’abord montrer que
. AR
lim us(t,x) —u | t,x — — || dxdt =0.
e—0 RN 13

En testant I’équation (7.6) avec u., on obtient :
1
[ F@puttatodn = [ 5(2) Vit s
RN g JrN 9

_ /RN div (A (g) Vus(t,ac)) ue(t, x)dz = 0.

On intégre par parties en espace en utilisant le fait que Vu.u. = %V |u€|2

1

5 /]RN p°(2)0, (uZ(t,z)) do — %/RN div (b (g)) |ue (t, 2)|? dz + /RN A (g) Vue(t, z) - Vue(t, z)dz = 0.

On utilise le fait que div(b) = 0 et on intégre 1’équation par rapport a ¢ entre 0 et ¢ :

/ £ () luc(t, x| dm—!—/ /RN Vua s,x) - Vue (s, x)dsdx = %/RN oS (x) ’uo(x)lzdx.

On intégre ensuite par rapport a t entre 0 et T :

/ / x) |ue(t, )| dxdtJr/ / / Vus (s,2) - Vue(s, x)dsdxdt
RN RN

= % p°(x) ’uo(ac)|2 dzx.
RN

On effectue le méme calcul pour w en utilisant I’équation (7.11) et on a :

1 ) T rt . T_ 0112
5[) Hu||L2((O,T)><RN) +A / - A V’U,(S,CL’) : Vu(s,x)dsdxdt = Ep ||u HLQ(RN) :

Et, en utilisant le résultat (7.7),
. B 0 2 _ 0 2
lim p°(z) [u’(z)]” do :p/ |u®(z)|” da.
e—=0 JpN RN

D’ou :

lim< / / @) Juc(t, )|? dedt
e—0 ]RN
/ / / Vus (s,x) - Vus(s,:r)dsdxdt)
RN

=3 ||u||L2((O,T)><RN)

T gt
+/ / A*Vu(s,x) - Vu(s, z)dsdxdt. (7.35)
0 RN
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

On va maintenant montrer que

. 2
213%/ /RN ) |ue(t, x| dedt > P llullzzo,m) ) -

Pour cela, on va partir du calcul suivant :

b*t
// P () lue(t, ) —u <t,x - ) dxdt = // % (@) Juc(t, )|? dedt
(0,T) xRN € (0,T) xRN

b e\ |?
+// p°(z) u(t,x—)
(0,T)xRN €

dzdt
. b*t
-2 Po(x)ue(t,z)u | t,x — dxdt. (7.36)
(0,T)xRN €

bee\ |?
dxdt = lim // (t,.’L‘ — )
e—0 0 T)X]RN 6 9

dxdt
-/ o) [u(t, @) dudtdy.
(0,T)xRN x Y
lim // P (x
=0/ J 0,1y xRN (=)

bt |2 . )
ult,z— dxdt = p lu(t, z)|” dadt.
€ (0,T) xRN
bt

De plus, en prenant p°(z)u (t,x — —) comme fonction test dans la convergence de u. avec dérive, on a

2

On utilise le résultat (7.7) :

b*t
lim// p°(x) u(t,x— )
=0/ J0,1) xRN €

On obtient donc :

I’égalité :

b*t
lim // x)ue (t, x)u <t,x - ) dxdt = /// p(y) |u(t, 2)|? dadtdy
=0/ Jo,1) ><]RN € (0,T)xRN xY
- ,0// lu(t, )| dad.
(0,T)xRN

e
ue(t,z) —u (t, T — %) ‘ dxdt étant positif, on obtient, en passant a la limite dans (7.36) :

lim / / ) e (t, 2) 2 dadt > / / lu(t, 2)[2 dadt. (7.37)
=0/ J0,1) ><RN (0,T) xRN

De méme, on développe le terme

[ [ A(E) (Tt o 22 o (- 22.2))
: (Vus(s,x) v (u (s,x - b;) +ew <s, b:;s? :)>)>dms

qui est positif car A est coercive. Les calculs sont semblables & ceux effectuées pour le terme en p*. On
obtient, en utilisant le fait que Vu. converge & deux échelles avec la dérive b* vers V u + Vyu; sur tous les
ensembles (0,¢) x RV avec 0 <t < T,

Et [fio,myxmn P°(2)

lim/ / Vus s,x) - Vue (s, x)dxds > / / / ) (Vau+ Vyur) - (Vau+ Vyuy) dydeds.
RN RN

e—0
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Et, en intégrant cette inégalité par rapport a t de 0 a T,

lim/ / / Vus(s x) - Vue(s,x)dzdsdt
e—0 ]RN

/ / / / ) (Vau+ Vyur) - (Vyu + Vyur) dydedsdt.
RN
Or, A* étant défini par (7.12), on a :

/ / / A*Vu(s,x) - Vu(s, x)dxdsdt = / / / / ) (Vou+ Vyur) - (Vau + Vyuy) dydedsdt.
RN RN

Donc

lim/ / /RN Vue(s x) - Vue(s, x)dzdsdt > / / - A*Vu(s,x) - Vu(s,xz)dzdsdt. | (7.38)

e—0

Les inégalités (7.37) et (7.38), montrent que dans (7.35), chacun des termes de gauche est supérieur a un des
termes de droite. Leur somme étant égale, on en déduit que ces inégalités sont des égalités et, en particulier :

lim / / ) luc(t, z)|* dodt = / / lu(t, z)|? dadt.
e—0 0,7) XRN (0, T)xRN

On utilise ce résultat pour passer a la limite dans I’équation (7.36), et on obtient :

b*t
lim// p7(x) |ue(t, —u(t,ac— )
L . () uc(t, 2) 5

De plus, en utilisant les hypothéses 7.1, on a

2
dzdt = 0.

SAYE 1 . SAYE
us(t,z) —u | t,x — dzdt < po (@) lue(t,z) —u | t,x — dzdt — 0.
(0,T) xRN € Pmin J J(0,1)xRN € e—0
O

7.8 Estimation d’erreur a priori

On s’intéresse ensuite a I'erreur en norme H' en espace et L? en temps entre la solution exacte u. du
probléme (7.6) et les deux premiers termes de son développement asymptotiques :

U+ euy.

Le terme su; d’ordre 1 en € n’est pas utile pour approcher la solution en norme L? mais sa présence est
indispensable si on cherche & approcher son gradient. L’estimation a priori établie dans le théoréme suivant
n’a, & notre connaissance, pas été montrée auparavant.

Théoréme 7.4. Soient (u.) la suite des solutions de ’équation (7.6), u la solution au probléme homogénéisé
(7.11) et uy définie par Uéquation (7.13) ot les fonctions w; sont les solutions & moyenne nulle et Y-
périodiques des problemes (7.10) et 43 = 0. On suppose, de plus, que les hypotheses 7.1 sont vérifies. On a
alors l'estimation suivante pour une certaine constante Cy > 0 indépendante de € mais dépendant du temps

final T :
b*t b*t x
us(t, ) —u | t,x — —ceuy [t — —, —
3 g £ L2((0,T),H! (RN))

HV <u€(t,x) —u <t,x— b t) — ey (f,ﬂf— b t7x>>
€ e’e

< Ce. (7.39)

On a, de plus,

< 058 (740)
L2((0,T),L2(RN))N
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Chapitre 7. Homogénéisation d’un probléme de transport

b*t b*t x
ue(t,x) —u ([ t,z — —eup [ t,x — —, =
€ €€

avec des constantes Cs,Cg > 0 indépendantes de € mais dépendant du temps final T.

et

< CGE, (741)
L2 ((0,T),L2 (RY))

Remarques 7.4 :

Cette estimation est plus forte que celle montrée dans [BLP78| pour un probléme elliptique (voir théo-
réme 3.3). En effet, dans cette estimation, la majoration est en /e. Cete différence vient du fait que ’on se
place sur espace RY et non sur un ouvert Q borné, ainsi les termes de couche limite n’apparaissent pas.

Cette estimation nous montre que la solution w. au probléme (7.6) peut étre approchée de la maniére

suivante b .
*t *t
ue(t,x) = u (t,x - ) + euy (t,x - —, x) , (7.42)
€ e¢e

pour de faibles valeurs de €. Cette approximation est intéressante car elle ne nécessite pas de résolution
globale a I’échelle fine. En effet, les fonctions w; sont chacune solution d’un probléme de cellule défini sur la
cellule unité Y. Ensuite, a partir des fonctions w; et de leur gradient, on peut calculer A* et donc résoudre
le probléme homogénéisé (7.11) pour calculer u. Ce probléme ne fait pas intervenir de termes a l’échelle ¢,
sa résolution est donc plus facilement réalisable numériquement. Enfin, u; se déduit des dérivées de u et
de celles des fonctions w;. Dans la suite de ce mémoire, on cherchera donc & mettre en place une méthode
numérique capable d’approcher u + u; pour calculer u..

Démonstration. Cette démonstration a été publiée dans [ADEO12]. Soit 7. la fonction définie par :

re(t,z) =e ! (ug(t,m) —u (t,x— b t) —euy (t,x— b t,x>> :
€ ee

On veut démontrer que I'on a une inégalité de type

I7ell oo (0, L2 yy + IVTell L2 (0,7 xmvyy < C-

On définit Be () par

B (r(t,z))=p (g) Osre + %b (g) - Vre —div (A (g) Vrs) . (7.43)

On développe les termes en reprenant la définition de r.. Les termes en u, se simplifient car u. est solution
du probléme (7.6). On a :

B (r.(t,z)) =& 2 (—b g) -(Vau+ Vyu)

+div, (4 5) (Vo + Vyur)) +p (g) b - qu)

et (<o (2) om0 (%) Vawr +aiv, (4 (%) Vo)

+ div, (A (g) (Vau + Vyul)) +p (g) b* - Vﬂu)

—p (g) Oyuy + divy (A (g) qul) .

En utilisant (7.21), on remarque que le terme en =2 est nul. On utilise ensuite I’équation (7.20) pour définir
une fonction ug et on a :

Bt = (0(2) Ty (4(2) o)) o (2 v (4 (2) 7). 10
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On rappelle que la condition de compatibilité du probléme (7.20) est bien vérifiée et qu’il est donc possible
de trouver une telle fonction us. L’équation (7.44) peut se réécrire

BE (ro(t,z)) = b (g) V(us) — b (g) Vs — div (A (g) vyuz)

+ div, (A (g) Vyug) —p (g) Oyuy + divy (A (g) unl) .

Ou encore, en utilisant le fait que div(b) =0 :

B* (re(t,z)) = div (b (g) ug) —div (A (g) Vyuz)
—b (g) - Vgus + divy, (A (g) VyuQ>
—p (g) Oyup + divy, (A (g) qul) .

On multiplie ’équation par 7. et on intégre en temps et en espace :

// B (re(t,x)) re(t, z)dzdt
(0,T) xRN
x b*t x
= _// b (7) Us <t,w - — > Vre(t, z)dzdt
(QT)X]RN > € €
+ // A (E) Vyua <t,x _ o x) Vre(t, z)dzdt
(0,T)xRN € €
T b*t x
+ // (—b (7) - Vg (t,x — ,)
(O,T)X]RN 3 3 3
+ div, (A (E) (Vyug <t,x— bt x) + V,uy (t,x— b t7$>>>
3 e ¢ € ¢

T b*t x
—p (g) Byuy (t,x - ,E)>r€(t7m)dxdt. (7.45)

On veut majorer la valeur absolue de cette intégrale. On va donc traiter chacun des termes séparément.
Soient

Blz—// b(f) Us (t,x—b t x) Vre(t, z)dzdt,
(O,T)XRN 3 3 9
By = // ( )V Us (t,x — bt x) Vr.(t,z)dzdt,
0,T) xRN g £
b*t x
// - Vaus (t,x - )rg(t x)dxdt,
0 T)XRN 5 9 5
b*t b*t
B, = // div, (A( ) (V Us (t,m — ’x> + Vug (t,x - —, x))) re(t, x)dxdt,
0,T) xRN g g e e
Bs = — // p (E) Oruq (t x— vt I) re(t, z)dzdt.
(0,T) xRN g g 13

Avec ces définitions, I'équation (7.45) se réécrit

// B (r(t,x)) r-(t,2)dxdt = By + B + B3 + By + Bs. (7.46)
(0,T)xRN

On rappelle tout d’abord que u est solution d’un probléme parabolique avec un opérateur elliptique constant
car A* ne dépend pas du temps. La fonction u est donc au moins aussi réguliére que la condition initiale
(voir annexe A.2.3). En particulier, dans notre cas et avec les hypothéses 7.1, on a u® € H3 (RN ) donc

ue L™ ((0,7), H}R"Y)). (7.47)
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Et, par translation,

*

bt -
. ) € L™ ((0,T), H*(R"Y)) .

(t,x) Hu(t,x—

Nous nous intéressons d’abord a la régularité de la fonction us. Nous rappelons que la fonction us solution
du probléme (7.20) peut aussi s’écrire (voir lemme 7.4) :

2(t, x,y) Z Xi,j (Y (%v (t,m).

1,j=1

ou les fonctions x; ; sont les solutions des problémes (7.15). Nous avons également vu que ces fonctions sont
dans 'espace W;’OO(Y). Alinsi, en utilisant cette propriété et la propriété (7.47), on a

(t, ) > us (t,x - % :) = JXN_; Xiri () aji; (t,x) € L= ((0,T), L2(RY)) (7.48)

(t,2) = Vaus (t - bzt, i’) - 32]::1 i)V 682;% (t,2) € L ((0,T), L*(RN))™ (7.49)

(t,2) = Vuz <t - b;t, f) - i:l Vi (y )3623 (t,2) € L= ((0,7), L2RN))™ (7.50)

(t,7) = VoV us (t,:c - % Z) - i Vi, (y) ® Vaxj;mj(t,x) e L ((0,7), L2®RN )N (7.51)

On déduit des propriétés (7.48) et (7.49) et du fait que la fonction b soit bornée que

|B1| = // b (f) U3 (t,a: — bt x) Vr.(t,x)dzdt
(0,T)xRN € g €

< Hb”LOO(Y)N ||U2||Loo((o,T),L2(RN)) ||Ta||L2((o,T),H1(RN)) (7.52)

|Bs| = // b (E) - Vg ug (t,x b t7 x) re(t, x)dzdt
(0,T) xRN € e €

S Bl e vy Vaull poe 0,7, 22y I7ell 20,1y, L2 vy -+ (7-53)

et

De méme, en utilisant la propriété (7.50) et le fait que la matrice A soit bornée, on a

*t
| Ba| = // V U2 <t,m b x) Vre(t, z)dzdt
0,7) XRN e’le

< Cond [ Vytzll oo 0,7y, 2y~ 16l 20,0y, 10 @y - (7:54)

Pour les autres termes, nous avons besoin d’étudier la régularité de la fonction u;. On rappelle d’abord, en
reprenant I’équation (7.13), que

b*t x N ou b*t
ul(t,x— € ’s)zng( )le (ta:— 5)'

On rappelle également que les fonctions w; solutions des problémes de cellule (7.10) sont dans l’espace

W;’OO(Y). On déduit de cette propriété et de la propriété (7.47) que

(t,x) = V2u, (t,x— b*t,x) - XN: ( )v2gz ( z— b;) e L= ((0,T), 2@V )N (7.55)

€ ¢
ij=1
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Alors en utilisant les propriétés (7.55) et (7.51) ainsi que le caractére borné de A, on obtient

// div, (A (E) (Vyuz <t7$ - b t, x) + V,uq (t,x — b t, x))) re(t, x)dxdt
(0,T) xRN g g g 1> g

< Cbnd (HvyvmugHLOC((O)T))LQ(RN))NXN + HviulHLOO(((LT)’LQ(RN))NXN) ||TEHL2((O,T),L2(]RN)) . (756)

|By| =

Pour majorer | Bs| on doit étudier la régularité de dyu;. Comme Oyu = %div (A*Vu)etu € L* ((0,T), H? (RY)),
on a
dyue L ((0,T),H" (RY)).

Donc

N
bt x\ T\ o 00:u b*t
(t,z) — Oy (t,x - ,€> = E w; (E) \Y oz, <t,x -

i,j=1

) € L™ ((0,T), L*(RY)) . (7.57)

On utilise alors cette propriété et le caractére borné de p et on montre que

|Bs| = // P (E) Opur (t,x - ﬂ, a:) re(t, x)dxdt
(0,T)xRN € g €

< Pmas ||8tu1HLOO((01T)’L2(RN)) ||r5HL2((O,T),L2(]RN)) . (7.58)

Ainsi, en reprenant les inégalités (7.52), (7.54), (7.53), (7.56) et (7.58) dans (7.46), on obtient :

‘// B* (re(t, z)) ro(t, x)dxdt
(0,T) xRN

< CrlIrell 20,1y, 10 (mY) -

On a donc

/ / B® (re(t, z)) re(t, v)dzdt
(0,T)xRN

De plus, si on revient a la définition de B¢ dans (7.43), en intégrant en temps et en espace et en effectuant
des intégrations par parties en espace, on obtient :

1 T 1 T
B (r(t (t, z)dzdt = = ) ro(T, 2)%de — = =) re(0,2)%d
//(O,T)X]RN (re(t, ) re(t, z)dx Q/RNp(g)r( x)*dx Q/RN,O({_:)T( x)*dx
+// A(E) Vre - Vre(t, x)dzdt.
(0,T) xRN €

< Cs(T) (|Te||Leo((o,T),L2(RN)) + HVTEHL?((O,T)X]RN)N)‘

On a, en utilisant la coercivité de A,

|//(0 I A (g) Vre(t,x) - Vre(t, z)dzxdt
,T) X

De plus, la fonction p est bornée supérieurement et inférieurement donc on peut montrer que

2
2 Cita ||VT6||L2((0,T)xRN) :

1 x 2
5 [ (5)re@afde > Colrn (Tl an,

et que
1 x 2 2
5 2 (5) 002w < Cao - (0, 2y
RN &
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avec Cg, C1g > 0. On arrive alors a
Csta HVTEHQL?((O,T)X]RN)N + Gy [|r(T, ')“iQ(RN — Cho[|7=(0, )||L2(RN)
< // B* (re(t, z)) re(t, x)dxdt
(0,T) xRN
< Gs(T) (||T’sHLoc((o,T),L2(RN)) + ||V7"e||L2((o,T)xRN)N) .

Nous allons montrer que la norme |[re(0,-)[| 2z~ est bornée.
Tout d’abord, par définition,

re(0,2) = 7 (00, 2) - u(0,2) — eur (0,2, 7))

—up (O, T, E)
€

On a supposé que la condition initiale u® € H* (RN ) et on a montré que les w; sont bornés en norme
L>(Y). On obtient :
[I7(0; ) 2@y < Cnr

On en déduit :
Csta HVTE||i2((O7T)XRN)N + 09 Hrs(Tv ')”iQ(RN) - CloCu
< Gs(T) (||7"sHLoo((o,T),L2(RN)) + ||V7"s||L2((0,T)xRN)N) - (7.59)

On montre d’abord un résultat préliminaire.

Lemme 7.6. Soit X, une suite de réels positifs, vérifiant :
X2 —a < BX., aveca >0 et B> 0.

Alors il existe une constante v > 0
Xe <A(T).

Démonstration. Ce polyndome de degré 2 en X, est de discriminant A = 5(7T)? + 4a > 0. On en déduit que
X, reste entre les racines du polynoéme associé et est donc borné. O

Soit Ty < T tel que

1
HTeHLoo((OT) r2@yy) < Ire (To, M r2@ey < Irell L 0,1y, 22y -

On applique ensuite I'inégalité (7.59) sur (0,7p) :

Cy
||7"sHLoc ((0,T7),L2(RN)) — CioCin1

Csta HVTEHL2 ((0,T0)xRN)N + —=
< Cs(T) (HVTsHm((O,TO)XRN)N + ||7’sHLoc((o,T),L2(RN))) :
On applique le lemme 7.6 avec
Xe = ||V7“6HL2((0,TO)xRN)N + HT€||L°C((0,T),L2(RN))‘

On obtient
||VT€||L2((O,T0)><RN)N + ||T‘€||Loo((0’T)7L2(]RN)) < CIQ(T)a
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7.8. Estimation d’erreur a priori

et donc il existe des constantes Cy3, Cg > 0 dépendant du temps final T telles que
IVTell 20,1 xrvyy < Cis, (7.60)
I7ellpoe (0,7, 2@ ) < Co- (7.61)

L’inégalité (7.61) est en fait I'inégalité (7.41). On reprend I'inégalité (7.59) en utilisant le fait que ||rc || ;o (0, 7) 22 m))
est borné pour le membre de droite et en minorant ||r. (T} -)|| r2(r~y par 0 pour le membre de gauche :

Cota V7l 32 0,7y xrorys +0 = C10C11 < Co(T) (V7 oo,y + Col(T)) -

En réutilisant le lemme 7.6 avec

Xe = [IVrellp2(0,m)xrN)™ 5
on en déduit 'inégalité (7.40) :

IVrell L2 o,y xrr v < Cs.

On a donc montré que

||VT€||L2((07T)XRN)N + ||r€||Loo((O7T)’L2(]RN)) < Cu(T).

Ainsi, en reprenant (7.27)
I7ell L2 0,1y, 51 mvy) < Cs(T).
D’ou le résultat voulu. O

Remarque 7.5 : Le cas ou le champ de vitesse b n’est pas a divergence nulle a été traité dans [ARO7]
et [HR13]. Dans notre cas, il n’y a pas de terme de réaction donc on a un résultat plus simple. En fait, dans
ce cas, le probléme physique que 'on obtient en écrivant la conservation de la masse est de la forme

{ p (%) Orue + édiv (b (%) ug) —div (A (g) Vu5> =0 dans (0,7) x RV (7.62)

u (0, x) = u%(z) dans RV,
Dans (7.62) on ne suppose pas que divy,b = 0. On introduit alors le probléme spectral suivant

div, (b(y)y) — divy (A(y)V,y) = My dans (0,7) x RN (7.63)
1 est Y- périodique. ’

Le probléme adjoint a (7.63) est

{ —b(y) - Vo —divy, (A (y)V,0*) = Mp*  dans (0,7) x RY

1* est Y- périodique, (7.64)

ou A? est la transposée de la matrice A. On remarque que le couple (A = 0,%* = 1) est solution de ce
probléme. 0 est donc aussi valeur propre du probléme (7.63). Autrement dit, il existe une fonction 1, non
nulle telle que

{divy(b(y)wl)—divy(A(y)Vywl) = 0 dans (0,7) xRY (7.65)

11 est Y- périodique.
Le théoréme de Krein-Rutman (voir, par exemple, [Bre83]) permet méme de montrer que I’on peut choisir la
fonction 1 pour qu’elle reste strictement positive. On effectue alors un changement de variable en définissant
us(t,
ve(t,x) = a — )
1 (2)

Evidemment, si div,(b) = 0, ¥; = 1 est solution du probléme (7.65) et il n’est pas nécessaire de faire ce
changement de variable. Le probléme (7.62) peut alors se réécrire

p(2) .+ 1 (2) i (3(2) ) =0 .72
0(0, ) _ uoiw)) s BN (7.66)
’ 1 (£ ’
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avec

On vérifie, en utilisant la définition de 11, que b est bien & divergence nulle. On a donc réussi a se ramener
au cas considéré dans ce chapitre.
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