Une nouvelle méthode multi-échelle
pour un probléme de transport en
milieux poreux
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Dans ce chapitre, on reprend les résultats montrés au chapitre 7 pour mettre en place une méthode
multi-échelle adaptée & un probléme de transport plus général.

8.1 Construction de la méthode multi-échelle

8.1.1 Hypothéses de départ

Nous souhaitons appliquer les résultats obtenus au chapitre 7 pour construire une méthode multi-échelle.
Cependant, ces résultats théoriques ont été montrés en considérant ’espace RY. Nous ne pouvons évidem-
ment pas mailler I'espace RY tout entier et il nous est donc impossible de faire des simulations numériques
pour résoudre le probléme (7.6). Nous allons donc considérer un pavé 2 C RY aux bords duquel on impose
des conditions de périodicité. Les résultats d’homogénéisation qu’on obtiendrait avec des conditions aux
bords de type Dirichlet seraient différents (voir [APP12]). Cela est principalement di au terme de grande
dérive % qui pose un probléme sur le bord du domaine. Les hypothéses de périodicité sur les conditions aux
limites sont donc nécessaires pour ’étude théorique de la méthode mais, en pratique, cette méthode sera
aussi appliquée avec des conditions aux bords plus classiques.

On se donne un entier k > 1 qui sera ’ordre de la méthode numérique multi-échelle. On cherche
us € C°((0,7), L% () N L* ((0,T), Hy ()
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

solution du probléme

p° () Opue + 10° (2) - Vue — div (A% (2) Vue) = 0 dans (0,7) x Q
ue (0, 2) = u%(x) dans Q (8.1)
ue est Q-périodique.

Pour pouvoir appliquer les résultats présentés au chapitre 7, on doit au moins reprendre les hypothéses 7.1
en supposant que 'on a

x x x
“(x) = (7>, AEJ;:A(f), bsxzb(f).

rF@=p(2), Aw=a(2), rw=s(
Cependant, comme dans le cas elliptique, pour appliquer les résultats sur un ouvert borné et obtenir une
estimation d’erreur de la méthode multi-échelle il faut ajouter des hypothéses. Ainsi, on fait les hypothéses

suivantes.
Hypothéses 8.1 :

1. On considére une suite de réels € tendant vers 0 en rapport rationnel avec les dimensions de ). Ainsi,
on peut toujours écrire €2 sous la forme

N
0= H(nfs,mfa), n;,m; € N avec n{ < mj.

i=1
2. Les fonctions b, A et p sont des fonctions Y-périodiques.
3. La fonction p est dans 'espace L>®(Y').
4. Les fonctions b, A et p sont de classe C! par morceaux et les interfaces de discontinuités sont C2.
5. La divergence de la fonction b est nulle :

div(b) = 0.

6. Il existe un réel pin > 0 tel que Vy €Y,  p(y) = pmin-

7. La matrice A est coercive : il existe une constante Cy;, > 0 telle que
2
V§ERN7 A§§>Csta|£|

la norme || étant la norme euclidienne dans R”.

8. La fonction u° est dans 'espace W:;JFS’OO ().

Remarques 8.1 :

Les hypotheéses 3 et 4 permettent d’assurer que les fonctions w; solutions des problémes de cellule (7.10)
sont dans l’espace W;’OO(Y) (voir lemme 4.1).

La fonction u est la solution du probléme homogénéisé (7.11). Cette équation présente un probléme para-
bolique avec un opérateur elliptique constant car A* ne dépend pas du temps. Cette fonction est donc au
moins aussi réguliére que la condition initiale (voir annexe A.2.3), en particulier :

ue L™ ((o, ), W£+3’°°(Q)) .

8.1.2 Idée de la méthode
On introduit des fonctions tests oscillantes W5 telles que
. x
Wy () = x; + ew; (g> ,

ot les fonctions w; sont les solutions Y-périodiques et & moyenne nulle des problémes de cellule (7.10).

On remarque qu’avec cette définition, e; + (V,w;) (£) = V&g (z). De plus, en remplagant div, par ediv,
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8.1. Construction de la méthode multi-échelle

léquation (7.10) devient :

b (f) - V@E (2) — ediv (A (f) mf(x)) =p (f) b* - e;.
€ € €
Les fonctions w$ sont des solutions e-périodiques de 1'équation :
1 x ~ . X ~ 1 &€ *
-b (7) -Vw; — div (A <7) wa) =-p (7> b* -e; danseY. (8.2)
e \g € e \e

L’approximation (7.42) peut alors se réécrire :

b*t N ou b*t
ue(t, ) =~ u <t,x 5) +Z(wl(x) fxl)a—xz (t,x €> .

On remarque que le membre de droite correspond a un développement de Taylor & l'ordre 1 en espace. On
va donc écrire :

we(t,2) ~ u (t,@E(m) - bt) .

g

On introduit la fonction . vérifiant :

Dans ce cas,

et on a donc 'approximation :
ue (t, @) = G (t, W° (x)). (8.4)

La formule d’approximation (8.4) est le point de départ de la définition d’une nouvelle méthode d’éléments
finis multi-échelles adaptée au probléme (8.1). Comme pour la méthode Allaire-Brizzi préséntée au chapitre 4,
on va construire des fonctions de base multi-échelles en utilisant cette composition.

8.1.3 Définition de la méthode

On souhaite trouver u. € C° ((0, T), Li (Q)) NL? ((0, ), H%E (Q)) solution du probléme (8.1) en faisant les
hypothéses 8.1. Le but, ici, est de mettre en place une méthode multi-échelle qui pourrait s’appliquer & des
cas non-périodiques. On ne va donc pas utiliser le fait que les fonctions p°, A® et b° sont des fonctions Y-
périodiques de £ ni que le domaine €2 est muni de conditions aux bords périodiques pour définir la méthode.
Cependant, 'erreur d’approximation de cette méthode ne peut étre calculée que dans le cas périodique.
On considére une famille de maillages grossiers gy de résolution H vérifiant les hypothéses 4.2. On
suppose également que H > . En pratique, on choisira H au moins de l'ordre de 100 x €. On introduit
ensuite Vi, un sous-espace de H. 7}Fé(Q) de dimension finie Dy et associé au maillage grossier Kg. Vi est, dans
notre cas, I'espace associé a la méthode aux éléments finis P, Lagrange. On note donc Np, g 'ensemble des
neeuds associés a cette méthode. Pour chaque maille K € Ky, on calcule les fonctions @f’K en reprenant
I'équation (8.2) :
10°(x) - V{Ef’K —div (Aa(sc)Vﬁf’K) = 1p%(2)b*K - ¢; dans K, (8.5)
{Ef’K = z; sur 0K,

ol

pek Ji 0% () da
Ji P (x)d
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

Les fonctions @f’K sont des approximations de w$ dans le cas périodique, les conditions aux bords étant
différentes. On construit également le vecteur w* ¥ ayant pour composantes les solutions des problémes (8.5).
On définit ensuite la fonction w*H telle que

VK € K, o =a*.

On construit alors l'espace V. y engendré par les fonctions de base définies, pour chaque noeud I € Np, g,
par
(I)ZE’H _ (I)fl O@E,H’

ol les <I>lH sont les fonctions de base de Vy. On rappelle que les fonctions de base d’'une méthode aux
éléments finis Py, Lagrange sont des polynémes d’ordre k dans chaque maille K vérifiant

VLI € Ny, OF (') = 1.

Soit mg l'opérateur d’interpolation sur Vi :

mrv(z) = Y v(l) P (x).

lEN]Pk,H

On définit ensuite I'opérateur d’interpolation 7. g sur V; g, par :

menv(z)= Y o) = > v0)®] 0w (z) = (mpv) o w M (). (8.6)
S leENy, . H

On souhaite résoudre la formulation variationnelle du probléme (8.1) sur l'espace V. g qui est de dimension
finie Dy. On va donc calculer la solution u. y dans C* ((0,T), Vz i) du probléme

1
Ve € Ve, / <PEBtU5,HU6,H + =% Ve, gve, g + A*Vue g - Vve,H> dr = 0
Q € '

Ue, (0, ) = 7T57HUU(.T).

(8.7)

Remarques 8.2 :

On suppose ici que les problémes de cellules (8.5) sont résolus de maniére exacte sur chaque maille grossiére
K.

Le probléme (8.7) est en fait un systéme d’équations différentielles ordinaires & coefficients constants car
I'espace V. p est de dimension finie et p°, b* et A® ne dépendent pas du temps. Ce probléme a donc bien
une solution unique dans C* ((0,T), Vz i) .

On peut reprendre ici la premiére des remarques 4.2.
Pour k < 2, comme on a w®® = z sur K et que tous les nceuds se situent sur le bord des mailles, on a
pour tout I’ € Np, m,

e, H A ,
(2; )‘K(z )= .
On a donc, pour k < 2,
e, gv(l) =v(l), pour tout | € Np, . (8.8)

Pour des ordres k > 3, les noeuds de la méthode aux éléments finis P;, Lagrange ne sont pas tous sur le bord
des mailles, I’égalité (8.8) n’est donc plus vraie.

8.2 Estimation a priori en temps continu

On se place dans le cas périodique et on calcule la solution u. m dans 'espace C* ((0,T), V; i) du
probléme (8.7). On considére ici une discrétisation uniquement en espace. On suppose donc que le systéme
d’équations aux dérivées ordinaires en temps (8.7) est résolu de maniére exacte. L’objectif de la suite est
d’estimer l'erreur entre la solution u. du probléme (8.1) et la fonction u. g solution du probléme (8.7).
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8.2. Estimation a priori en temps continu

Théoréme 8.1. Soit u. la solution du probléeme (8.1). On considére un maillage Ky de résolution H
vérifiant les hypotheses 4.2. Sur chaque maille K € Ky on résout les problémes de cellule (8.5) de maniére
exacte. Chaque maille K € Ky est une réunion de cubes de taille €. On suppose, de plus, que H > «.
On suppose également que les hypothéses 8.1 sont vérifiées. On peut alors construire les fonctions de base
multi-échelles <I>IE’H, On note alors ue g la solution numérique du probléme (8.7).

Il existe une constante Cig indépendante de € et H telle que

Lo

b | €
||’(LE — u&HHQT < Cig (Hk + ? (Hk+1 _|_€) + H) , (89)

ot

2 2 2
lullg, = llullzee 0.1y, L200)) T [WlL2(0,1), 11 (9)) -
Remarques 8.3 :

La présence du terme en b? peut sembler décevante car, stricto sensu, si b* est une grandeur d’ordre 1,
I’estimation d’erreur ne tend pas vers zéro avec € et H. Néanmoins, il faut se souvenir que dans le probléme
homogénéisé (7.16) (écrit dans un repére fixe) la vitesse homogénéisée est justement %. Par conséquent,
d’un point de vue “physique” on peut dire que c’est le terme % qui est une grandeur d’ordre 1, et dans ce cas
I’estimation d’erreur 8.9 prouve bien la convergence de la méthode multi-échelle. D’un autre point de vue,
ce facteur doit obligatoirement apparaitre dans ’erreur du fait que la méthode utilisée est semi-discréte et
ne traite pas spécifiquement le terme de convection. En effet, de maniére générale, si on souhaite résoudre
un probléme de convection-diffusion avec une méthode d’éléments finis Py, Lagrange classique, la norme
de la vitesse de convection va nécessairement intervenir dans les estimations a priori possibles. Un certain
nombre de méthodes numériques adaptées a cette classe de problémes ont déja été proposées. On peut citer
les méthodes de décentrement [BH82| ou la méthode des caractéristiques [BPS83]. On peut donc penser
que l'utilisation de telles méthodes couplées avec les éléments finis multi-échelles présentés dans ce chapitre
pourraient donner des résultats plus satisfaisants en terme d’estimations d’erreur. Cela reste un probléme
ouvert difficile.

P. Henning et M. Ohlberger ont construit dans [HO10] une méthode multi-échelle hétérogéne pour résoudre
le probléme (8.1). Ils obtiennent une estimation a priori en considérant une résolution totalement discréte
(en temps et en espace). Cette estimation est plus forte que (8.9) puisqu’elle ne comporte pas de terme en
%. Cependant, dans cet article, les solutions sont calculées dans le repére mobile
T T — ﬂ (8.10)
€
Ainsi, il faudrait théoriquement appliquer ce changement de variable aux paramétres physiques p®, b° et A®
ce qui modifie les problémes de cellule & résoudre pour chaque itération en temps. En fait, dans [HO10],
une hypothése supplémentaire est supposée vérifiée : ces propriétés physiques dépendent uniquement de la
variable Z et ne varient donc pas & I’échelle grossiére. Sous cette hypothése, le changement de repére (8.10)
ne modifie pas les solutions des différents problémes de cellule. Cette hypothése est trés contraignante et ne
pourrait pas s’appliquer dans le cadre de la simulation de réservoir.
Le théoréme 8.1 se démontre en grace au lemme suivant qui s’inspire d’un résultat montré dans [Whe73].

Lemme 8.1. On définit le sous-espace de H, ()

@) = {pem@| [ o=o}.
On introduit alors son dual H#l(Q) auquel on associe la norme

Jo ue

lull o1y = max 2207
B pem oy Vel 2oy
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

1l existe une constante C17 > 0 indépendante de € telle que

lue = e nllo, < Cir uE,Hecwi(I(lg,T),Ve,H) (IIua ~ Vel +1De (e = vett)ll (0.0, )

+ Dy (ue - Ua,H)

Q

e = v O ) (511
L2((0,1))

o Dy = p*0y 4 2b° - V et |||l est défini dans le théoreme 8.1.
Ce lemme est démontré dans 'annexe B. On va appliquer cette inégalité en prenant comme fonction
b*t

particuliére ve g = 7. gile o0 Ue(t,2) = u (t, T — 7), u étant la solution du probléme homogénéisé (7.11).

Dans la suite, on va donc successivement majorer les termes

X1 = |U5 - 7"'s,Hae|L2((0,T),H1(Q)) ’
Xy = ||u5 - TI'a,Hﬂs||Loo((o,T),L2(Q)) ’

X3 = ||Dt (us - ’/Ts,Has)HLQ((O’T)’H;I(Q))
/ D, (Us - ﬂ-E,HﬂE)
Q

et X5 = ”(UE,H - 7Te,Hﬂs) (07 )”LQ(Q) .

X4 =

L2((0,1))

Et on a
Hug—uE,HHQT < Cis (X1+X2+X3+X4+X5). (812)

Le reste de la section 8.2 est consacrée & la démonstration du théoréme 8.1 en majorant les uns aprés les
autres les termes du membre de droite de I'inégalité (8.12).
8.2.1 Terme en gradient X,

Nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 8.1. Soient u. la solution du probléme (8.1) et U, définie par (8.3), on a

~ g
IVte = Ve riicll o oy ey < Cio (Hk N /H) , (8.13)

ol e, est lopérateur d’interpolation sur V. y défini par Uéquation (8.6).

L’intégralité de ce paragraphe sera consacrée a la démonstration de cette proposition. Pour ce faire, on
décompose la norme du gradient de la fagon suivante :

HVuE — Vﬂ'E’H’aEHLg((O’T)XQ)N <Gi1+Gy+ Gg, (814)
ou
G1 = ||Vue = V (e(t, ) O&}\E)HL?((O,T)XQ)N J
G2 = ||v ((’l]s(t7 ) — wHﬂg(t, )) o @€)||L2((O,T)><Q)N s
et G3 = ||V (,R—H'i:l/s(t’ ) oW — WE)H'E[/E)HLQ((O)T)XQ)N s

la fonction w° est définie pour chaque composante par
. x
w5 (z) = x; + ew; (g> ,

et les fonctions w; sont les solutions des problémes de cellule (7.10).

Le terme (G1 est un terme d’homogénéisation globale qui peut étre majoré en précisant 'approxima-
tion (8.4). Le terme G4 est un terme d’interpolation sur le maillage grossier. Le terme G3 peut étre majoré
en utilisant un résultat d’homogénéisation sur chaque maille grossiére.
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8.2. Estimation a priori en temps continu

Terme d’homogénéisation globale G,

Nous montrons ici le lemme suivant.
Lemme 8.2. En reprenant les hypothéses de la proposition 8.1, on a l'inégalité
[Vue =V (tc(t,-) o @E)HLZ((O,T)xQ)N < Gyt (8.15)

Démonstration. Le probléme est défini sur un parallélépipéde Q sur lequel on impose des conditions aux
bords de périodicité, I'inégalité (7.39) montrée sur RV reste alors valable :

b*t b*t z
us(t,z) —u|t,o — — ) —euy [ t,o — —, —
€ €€

On va alors décomposer le terme que ’on veut majorer en deux parties :

< Cye. (8.16)

L2((0,7), H'(2))

[Vue =V (ac(t, ) 0 )| 20, ryxyy < NIVte = V070r, e 120 1) x)™
Vs e — V (5t ) 0 T o oyeyy (8-17)

Le premier terme peut étre majoré en utilisant 1'inégalité (8.16). En effet,

V(u (t,x—b t) + euy (t,x—b t7x)> = Viu(t,z) + eV <wl (E> Ou <t,x—b t))
€ €€ e/ Ox; €

= (e,; + V,yw; (;)) 0y, e (t, T) + cw; (g) VO, .

La fonction w$ est définie par
. x
w5 (x) = z; + ew; (g> ,

donc

Et
\Y (ue(t,x) —u (t,x — bt) —euy (t,x — ﬂ, :r)) = Vu, — VW0; 0y, U — ew; (E> VO, ..
5 €€ €

On a alors, en reprenant 'inégalité (8.16)

HVUE - V@famifLEHLg((O’T)XQ)N < 045 + e le (g) Vazlﬂg‘

L2((0,T)x )N
Puis, en utilisant le fait que v € L ((0,T), Wkt22(Q)) et w € L>(Y)", on obtient
IVu, — V@f@ziﬂgﬂy((oj)xmw < Cye. (8.18)
Pour majorer 'autre terme de (8.17), on remarque d’abord que
V0,1 — V (e (t,) 0 ) = V% (x) (9, e (1) — O, i (1,0 (2)))
Ainsi,
VW (2) (O, e (¢, 2) = O, e (8, W ()| 22 ((0,1) x2) ¥
< |Md+ Vyw||L(x,(Y)NxN Ve (t,x) — Vi (¢, @E(x))HLQ((O’T)XQ)N . (8.19)

On écrit alors le développement de Taylor avec reste intégral de Vi, :
! x x
Vi (t,-) o w°(x) = Vi (t,r) + 5/ w; (g) VO,, . (t,x + esw (g)) ds.
0
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

Ainsi

[Viie(t,-) 0 @° = Vel 20, myxay™ < € NTell p2(0,1),w2.00 () 10l Lo (v -

Puisque @ (t, ) = u (t, x — %) et que les conditions imposées aux bords de {2 sont périodiques,

e 20,19, w2 () = 10l 20,7y we 9y < VT Nl e (0,7, W ) »

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc
Ve (t, ) o W = Vie| 120, 1y xayn < Coze.
Finalement, en insérant cette inégalité dans (8.19), on a
V@3 (2) (On, e (8 2) = Oryie (8 @ ()| L2 0,1y ) < Case (8.20)
Puis, en reprenant les inégalités (8.18) et (8.20) dans (8.17), on a l'inégalité voulue. O

Terme d’interpolation G,

On veut maintenant montrer le lemme suivant
Lemme 8.3. En reprenant les hypothéses de la proposition 8.1, on a
~ ~ ~ k
IV ((@e(t, ") — mHtc(t, ")) o U}E)||L2((O7T)XQ)N < CuH ||UHLoc((o,T),Wk+1,oo(Q)) ) (8.21)
ou Ty est l'opérateur d’interpolation sur Vi.

Démonstration. On a

IV ((@e(t, ) = TEU:(t, ) © W)l 20,7y x )™
= VW50, (e — maiic) (t,-) © W || 20,1y x )™

S Hd+ Vywll o iy ynxw [(V (e = Trtie)) (8 -) 0 @ || 20,7y xyy > (8-22)

les fonctions w; étant dans I’espace W#OO(Y). La fonction u est dans L* ((0,T), WkT1:°°((2)), et, en appli-
quant deux fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

IV ((@e(t, ) = mrte(t, ) 0 W)l 20,7 x) ™
< VT Q|[1d + vyw”Leo(y)NxN IV (@ — 7"'Hﬂa)HLOO((O,T)XS‘Z)N :

Puis, en utilisant des résultats d’interpolation classiques (voir annexe A.3.5) et le fait que
el Lo 0,7y, wisr.oe () = Nt poe 0,7y, w122 ()

on obtient le résultat voulu. O

Terme d’homogénéisation locale G5
Il nous reste enfin a4 majorer le terme
_ - P -
Gs = |V (raic(t,-) o w® — ”TE,HUE)”L%(O,T)XQ)N :
Pour cela, nous allons d’abord caractériser I'erreur entre @w¢ et W= ¥ a l'aide du lemme suivant.

132



8.2. Estimation a priori en temps continu

Lemme 8.4. [l existe une constante Cas indépendante de € et de la maille K telle que
’w —w® ‘Hl(K 025\/5|8K|.

De plus, il existe une constante Cog indépendante de € et de la maille K telle que

[@° — @[ o eyv < CaoeV/IK] (8.23)

et
H“’ & KHLoo(K) ||w||Lm(Y)N E. (8.24)

Ce lemme est démontré en annexe C. Cette démonstration est similaire & celle faite pour un cas elliptique
(voir [BLP78] et [TYHC99]).
Nous allons maintenant montrer le lemme suivant.

Lemme 8.5. Soient . et . g définis comme dans la proposition 8.1. Il existe une constante Ca7 > 0
indépendante de €, k et H telle que

_ s ~ [e
Hv (WHUE (t,w (.17)) - WE,HUE)||L2((07T)XQ)N < Cor E, (825)

ou Ty est l'opérateur d’interpolation sur Vi .

Démonstration. Le terme dont nous allons majorer la norme est

V ((mriie) (8, 9% (2)) = 7e,ntie) = V ((7iie) ( 0°(2)) — (wate) (5 (2)))
= V@5 (2)0s, (mpriic) (8, @° (2)) — V@, (2)0s, (npiie) (a5 (x)) .

On écrit alors

V£0,, (rau) 0 0 — Vo, (miu) o °H
| |

L2((0,T)x )N

< H (Vs = vy ™) o, (rau) o wH‘

L2((0,T)x )N

+ || V@; (0z, (mru) 0 W — By, (mgu) o w™T)]| (omyxayy - (8:26)

Or, on a

.~ 2 U 2
|V (@° — @=™) HL2(Q)N><N = Z N ws’K)HLz(K)NxN :
KeKg

On applique ensuite le lemme 8.4 sur chaque maille K. Donc
—~ ~ 2 N ~ 2
IV (@° = @) [ pegymen = D IV (8 = @) [ agepwn
Keknu

> C3e 0K

Keky
< CQSEHN_IH_N

en utilisant le fait que le périmétre d’une maille est de ’ordre de HN ! et que le nombre de mailles nécessaires
au recouvrement de Q est de I'ordre de H=". On a donc montré que

HV (@E —w* )HL2(Q)N><N X 028 (8.27)

Et donc
|V (@5 = &™) o, (rarw) 0 5|

L2(Q)N < 028 17l 2 (Q) -
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De plus, utilisant le fait que ||7THu||W1,m(Q) est bornée (voir remarque 4.4), on a

9
< Cogy/ —.
L2(Q)N NH

3
< Cs0y ) —-
L2((0,T)xQ)N N\ H

-~ ~e, H ~c H
HV <wf —w; ) Oy, (Tgu) o w® ‘

D’ou

HV (ﬁf - @f’H) 0w, (THu) 0 Wgﬂ‘

(8.28)

Pour le deuxiéme terme de (8.26), on va d’abord utiliser un développement de Taylor a 'ordre 2 et lesti-
mation (8.23). Or, pour pouvoir faire ce développement de Taylor, il faut que la fonction soit de classe C?
dans ’ensemble considéré. Les fonctions @fl et donc myu sont de classe C*° sur chaque maille K. Il faut

donc trouver, comme dans le cas elliptique un sous-ensemble de K dans lequel les valeurs w® et w
dans K. En fait, en reprenant ’estimation (8.24), on a
||’L/l}€ —x— (@&K — 3;) HLOO(K)N < ||w||L°°(Y)N E.
Donc
||wE’K - xHLoo(K)N < ||w||Loc(y)N e+ ||w* — x”mo(K)N :
Or w® —z =cw (%)7 donc
~c K
=k — wHLw(mN <2 |||l oo (yyn -
On construit alors ’ensemble
Cx = {o € K | d(w,0K) > 2= |[wl yoo v } -
On remarque que si z € Cg,
w(z) e K
et
=5 (z) € K.
On va donc majorer le deuxiéme terme de (8.26) en le séparant en deux
. . ~ 2
|97 (0, (raru) o 0 — By, () 0 @) [
_ —~ ~ 2
= (V% (@ (mar) 0 @ = 01, (020 0 7)1,
. —~ ~ 2
985 (0, (i) 08 = 0, (020 o 7)o -
Sur ’ensemble Ck, on peut appliquer une inégalité de Taylor.
Remarque 8.4 : Comme a la remarque 4.4, on peut montrer que
2 2 2
IVPmsal| o gy <AVl oo ey + 197 (0 = mr) | o ey
IV ull ey + CH fulyion my
en reprenant des résultats d’interpolation (voir annexe A.3.5). Comme k > 1, on montre bien que
2
v 7TH““HLw(K)NxN
est bornée.
On a donc les majorations suivantes :
~ ~ ~c H
V@5 (s, (mru) 0 @ =y, (wu) 0 @) || gy
<NV oo aeyy e |V2 (@) o gy 187 = @ o0y
< Ot [|@° = @ ooy
< C31C096e /| K|
< CeVHY,

134

e, K

soient

(8.29)

(8.30)

(8.31)



8.2. Estimation a priori en temps continu

en utilisant le fait que les volumes des mailles sont de 'ordre de H™V. Sur K \ Cf, on utilise le fait que
K\ Cx| = Hx € K |d(z,0K) < 2 ||w||L&(Y)NH < O3 |0K | e
On a donc

|95 (@, (rarw) 0 07 = B4, (ma1) 0 T | s ey

<2 ||V@€||LW(K)N v (WHU)“Loo(K)N VC33]0K]|e
< 034\/€HN_1, (832)

en utilisant le fait que les périmétres des mailles sont de 'ordre de HV~!. En insérant les inégalités (8.32)
et (8.31) dans (8.30), on obtient

[V (0s, (i) 0 @ — By, (mru) 0 ) ||} v < CaseHN ™! (eH +1)
<

car € et H sont bornés. En calculant la norme L? sur tout I’espace, on obtient

[V (0s, (i) 0 @ = Oy, (mrw) 0 ) |[Laqyn = D [V (Br, (raru) 0 & — By, (marw) 0 ) ||} o)
Keku

< Z Cyge HN 1
Keku

£
< 037E

car le nombre de mailles pour recouvrir Q est de 'ordre de H~V. On a donc montré que

|9 (@0, (marw) 0 0 — B, (ma10) o 7)o gy < \@7\/3
D’ou, on déduit

< Casy | = (8.33)

V@S (0, (Tru) 0 @ — By, (Tru) 0 W i

H
)HL2((0,T)xQ)N
Ainsi en reprenant les inégalités (8.28) et (8.33) dans (8.26), on a l'inégalité voulue. O

On conclut la démonstration de la proposition 8.1 en mettant bout & bout les résultats des lemmes 8.2, 8.3
et 8.5 c’est-a-dire les inégalités (8.15), (8.21) et (8.25) dans (8.14), on obtient :

~ k 1>
Ve = Ve mitel| p2 o 7)xayy < Cso <s + H" + ”H) .

En utilisant le fait que ¢ < C’40\/% car VeH est borné, on aboutit & la majoration annoncée dans la
proposition 8.1 :

~ g
HVUE — VWE7HUE||L2((O7T)XQ)N < Cho <Hk + H) .

8.2.2 Terme de dérivée convective X3

On veut majorer les termes
X3 = ||Dt (’LLE — TI-EvHﬂE)||L2((O,T),H;1(Q))
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et
X4:‘

/ Dy, (UE - Ws,Hﬁs)
Q

L2((0,1)) .

Or, on remarque d’abord que, pour une fonction f donnée, les termes en

£ 1 2 0,7y, 5 )

1%

peuvent étre majorés de la méme maniére en prenant des fonctions tests différentes. En effet, rappelons que,
par définition,
Jo fe

max .
ecitl (@\(0} IVl 12(q)a

/Qf’ sip=1.

Et pour ¢ € H;&(Q), par linégalité de Poincaré-Wirtinger, la semi-norme |g| H1() est équivalente a la

norme [|¢[| z71(q)- On va donc se contenter de majorer M. Les résultats qui sont montrés dans le cas
H

ol ¢ € H# (Q) s’appliquent assez naturellement au cas ot ¢ = 1.

On va donc ici montrer uniquement la proposition suivante.

et en

L2((0,1))

10 =

On remarque que
Jo £l _ 1
el |0

Proposition 8.2. Soient u. la solution du probléme (8.1) et 4. vérifiant (8.3). Il existe une constante
C41 > 0 indépendante de € et H telle que

_ o*| | |b] e €
||Dt (ug — T[-E’HUE)HLz((O,T),H_l(Q)) < 041 <Hk + Hk-i-l? + 7 E + E s (834)

ol Te, g est lopérateur d’interpolation sur Ve g défini par Uéquation (8.6).

Ce paragraphe établit la preuve de cette proposition. Comme au paragraphe 8.2.1, on décompose d’abord
ce terme en trois parties :

D¢ (ue = me,mtte)ll 20,1y, 10, ) S D1+ D2+ Ds, (8.35)
ou
D1 = |[Dyue — Dy (e (t, ) 0 @E)HLZ’((O,T),H;I(Q)) )
Dy = |[Dy (@ = wprte) (t,-) 0 W) 20,1y, 1,7 (0) »
et Dz =Dy (mpic(t,) oW — We,Haf)“Lz((O,T),Hg;l(sz)) :

Le terme D; est un terme d’homogénéisation globale. Le terme Dy est un terme d’interpolation sur le
maillage grossier. Le terme D3 peut étre majoré en utilisant un résultat d’homogénéisation sur chaque maille
grossiére.

Terme d’homogénéisation globale D,

On va montrer ici le lemme suivant.

Lemme 8.6. Soient u. la solution du probléme (8.1) et 4. vérifiant (8.3). Il existe une constante Cya > 0
indépendante de € et H telle que

|Dyue — Dy (G (t,-) o @E)HLz((o,T),H;I(Q)) < Cyoe. (8.36)

136



8.2. Estimation a priori en temps continu

Démonstration. Pour majorer ||Diue — Dy (te(t, ) o @E)HB((O 7)1 () Prenons une fonction test
) ) #

peL? ((O,T)7H%&(Q)) .
On cherche alors & majorer I'intégrale
/Q Dy (ue — Uc(t, ) o W) pdz.
On rappelle que D, = p*0; + %bs -V.On a
Dyu. = div (A°Vue).

On remarque d’abord que

05 (2)8; (e (t, ) 0 @) () = p () (“ (tv"’C tew (g) B b*t>>

— /°(z) () (t,x—i—ew (%) - b?)
= 2w (70 (o ew () - 2.
De plus
V (it ) 0 ) (2) = V (u (wﬂw (5)- “))
= (e Vs () 2 (tmt e (2) - 1),
On a donc

Dy (iie(t, ) 0 @°) = p°(z) (Bu) (t,a: +ew G) 3 b*t)

3

o (uen (2) - )

€

o 30 (e T (2)) e (0 (2) - ).

On définit alors

I = %,f(x)b* (V) (W Tew (g) N bgt>

I, = ébf. (Id—l— Vyw; (g)) Oz, U (t,x+5w (g) - b?) .

On utilise le fait que u vérifie ’équation (7.11), on a

p*(x) (Opu) (t,x + ew (g) - b*t) — 5 (0u) (t,m e (g) B b*t)

9 9 3

09 @00 (1 o0 (2) - )

9 3

e

= div (4" (Vu)) <f»$ tew (9 - bt>

9 3

+ (7 (@) — 7) (Do) <t, ztew(2) - “) .
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On note

Iy = div (A* (Vu) (t,x vew(2) - b?)

I = (7(0) = p) @) (-2 (2) - 2.
D’ou

Dt (ﬂs(t, ) o @E) = Il + .[2 + 13 + I4.

On utilise le lemme 7.2, pour majorer le terme I,. En effet, puisque fY (p(y) — p)dy = 0, il existe une
fonction ¢ € Li(Y)N telle que —divy((y) = p(y) — p.

Remarque 8.5 : On rappelle que @ (z) = z; + ew; (f) et que
N
Q= H(nfs,mfs), ng,m; € N.
i=1

Ainsi, w* est égal a 'identité & laquelle on ajoute une fonction Q-périodique. Done, pour toute fonction f
Q-périodique, f o W est aussi Q-périodique. De plus, pour tout x € 98, w7 (x) = z. On en déduit que,
pour toute fonction f Q-périodique, f o w* T est aussi Q-périodique.

On montre alors que

@) =9 @a) (1 +2u (£) = ) etayas
- [ (£) @a (1 e (£) - 1) otoas
= —/Qsdiv (< (%)) @ (t z+ew(2) - bg) (2)dx
[ (5)-% (@) (s (£) =21 o))

par intégrations par parties et en utilisant la périodicité des différentes fonctions (voir remarque 8.5). Comme
Opu = %div (A*Vu) et w € L= ((0,T), Wht3(Q)),

dyu € L= ((0,T), Wrtt2(Q)) c L= ((0,T), W (Q)) .

De plus, ¢ € LQ#(Y)N donc ¢ (£) € L*(Q)Y et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

gg( )- ((&u) (t,x vew(Z) - b?) cp(x)) do
) [ (0 e 0(2) -2 )

IS O - g s

L2~ L>=((0,T),L2()N

L2(Q)N
On a donc montré que
HI4||L°0<(O7T)7H;1(Q)) < Cyze. (8.37)

On applique ensuite un développement de Taylor sur les termes I7, I> et I3 en utilisant le fait que
we L ((0.7), W (Q) :

I = fépe(x)b* (V) (t,x - b;) — o5 (2)b* - VO, u <t z— Z’E) Wi (f)

3

*

+ 5/01 w; (%) W (g) pe(x)b* ~V8§“xju (t,:c - % + esw (i)) (1-s)ds.
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8.2. Estimation a priori en temps continu

I, = ébf . (Id—kvywi (g)) O, U (t,x — b?) 4+ b° - (Id+ Vyw; (g)) w; (g) 8§i7xju (t,x — b?)

+5/01 Be (Id—|— V. w; (g)) w; (;) W (g) 8§i7xj,xku (t,:c - % +esw (Z)) (1—s)ds.

*

. X b*t ! T\ . N b*t x
I3 = div (A" (Vu)) (t,:c - €> + 5/0 w; (g) div (A* (VOy,u)) (t,:z: - + esw <E)) ds.
On en déduit que
Dy (ue — Uc(t, ) ow®) = div (A*Vu. — A*Vay,)

P Vit () V0w ()
— %bs . (ei + Vyw; (g)) 811115
— b (1 + V(D)) (2) 02, e
+eCuy(t,x) — Iy
= div (((A(1d+ Vyw)) (g) ~ A%) Vi)

L e NbE T o (b S (T
+ P ()b - Vi + p*(2)b* - VO, Gew; <5)

— b (61' + Vyw; (g)) w; (g) aﬁwas
+div (ASVuE — (A(Id + V,uw)) (g) vas)
+eCult,z) — I,

ol [|Cuall oo ((0,7)x 2y €St indépendante de € car u € W32°(Q),w; € WHh(Q), p* € L>®(Q) et b° € L=(Q)V.
Notons

1 (t,) = div (((A (1d + V) (g) - A7) Vi)
+ épe(x)b* Vi + p*(2)b" - VO, tew; (g)

— %bs - (ei + Vyw; (E)) O, Ue — b - (ei + Vyw; (g)) wj (g) 89231_)%115

€
et
. T ~
Ty = /lev (47w, — A (1d+ Vyw) (g) vi. ) ¢.
On a alors
/ D; (ue — e (t,) o) @ = / Lo+ J.,+ 5/ Cua(t,z)p — / Iyp. (8.38)
Q Q Q Q

On a d’abord

’/9044(t79€)80’ < NCaall g 0,1y x) 191l L2 () < CallClasll oo 0,7y x) 1211 (02) (8.39)

ou Cg est la constante de Poincaré-Wirtinger associée a (2.
On s’intéresse ensuite au terme fQ I.p. On remarque alors que

div ((A (Id+ Vyw)) (g) vag) = (A(Id + Vyw)) (g) L V2 + %divy ((A (Id+ V,w)) (g) vaa) ,
(8.40)
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ou : est le produit de contraction défini pour deux matrices M; ; et N; ; par

M :N = ZMLJ'NLJ"
2]

De plus, dans 'équation (8.40), 4. ne dépend pas de y. Ainsi, le terme en % de I, est

90 (1= ) (i, (14 0+ 9y (2) ) 0 ()10 (o9, (2))) =0

en utilisant le probléme de cellule (7.10). I. peut donc s’écrire

I = (A(Id+ V,w)) (g):w — AT V2u5+p< )b - VO, e (g)
oS () (2)
- (ot () (250 () )

Par définition de A* (voir (7.25)), on a
[ (At () + (o2)5 - () (2=,

Il reste & identifier le terme " . "
b (2) O (2) w3 (2) 9., e

8%u_ _ d%u
Comme Du,00 = Dwds, ON @

o )] )= B o (o (2 (2 () .5
- 5bkayk (wiwj) 83“%. U

Et, les fonctions w et b étant Y-périodiques,

3 | g i) ) == [ div®)wa; =0,

car div(b) = 0. On peut donc écrire I, sous la forme

b*t
IE:PLSJ( )85“3:] (t,x—g),
| Pty =o.
Y

On applique alors le lemme 7.2 pour chaque 4,j. Ainsi, les P} ; peuvent s’écrire sous la forme

P (g) — div, (sz,,j (g)) :

avec Z; j € L? (Y)N. Donc, pour ¢ € H} (),
/ I.p= / div, (5Zi i (;r ) & u t,x — —b*t go(x)dx
5J € T;,T; c
— 7. =)V <Dx82 x—ﬂ T
/QE ”J(s) (()xxu(t, 5>)d'

avec
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Puis, en utilisant le fait que Z; ; est bornée, on a

‘/Q Is%‘ < Case ol g o 1ull Lo (0,1, w3, (@) - (8.41)
On veut ensuite majorer le terme |J; ,,|. On rappelle que
Jep = /Qdiv (AEVUE — A(Id+ V) (g) Vag) 0.
Donc, par intégration par parties,
Jerp = —/Q (AEVUE — A(Id+ Vyw) (g) vag) V.
On montre d’abord que :

HAEqu — A(Id+ V,w) (g) Vi

Pour cela, reprenons 'inégalité (8.16). On a alors

b*t
‘Vus <Vﬂ5+€v (u1 <t,w,x>)> < Cye.
£ ° L2 ()N
Cela peut donc se réécrire
b*t b*t
Vue = Ve + Vyug (t,l‘ — E ,:) +eVzuq (t,-’l? - - ,z) + 9., (842)

avec
||g€||L2(Q)N < 0478.
En multipliant I’égalité (8.42) par A°, et en réutilisant la définition de u; dans 1’équation (7.13), on a

*

b*t
) + A%g..
€

ATV, — A(Id+ Vyw) (g) Vi, = eASw; (g) Vo, u (t, v —

Les fonctions w et la matrice A étant bornées, on a

HAEw (g) -V3u (t,x — b?)

car u € L™ ((O, ), W2’°°(Q)). De plus, en utilisant les propriétés de g. et le caractére borné de A®

Y < ”wHLOC(Y)N Cond HVQUHLQ(Q)NXN < Css
L2(Q)

HAEgE HL2(Q)N < CpnaCare.

On a donc bien montré que

x
Ve — 2 Vi < Cuge.
HA Vi — A(Id + V,w) (6) Vie]| g < Cio8
On en déduit, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1> T ~
el = | | (A7 = (AUd+Vw) (2)) Viie - V| < Caoe |6l - (8.43)
Q S

Alors, en insérant les inégalités (8.37), (8.39), (8.41) et (8.43) dans (8.38)

/ Dy (ue — @c(t, ) o @) @‘ < Cuage @l () -
Q

Donc
I1Ds (ue = et ) 0 @°) | -1y < Caoe.

D’ou le résultat voulu. O
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Terme d’interpolation D
On veut montrer ici le lemme suivant

Lemme 8.7. Soient u. la solution du probleme (8.1) et G vérifiant (8.3). Il existe une constante Csy > 0
indépendante de € et H telle que

_ N Ll
||Dt ((UE — 7TH’LLE) o w6)||L2((0,T),H;1(Q)) < C50 (Hk + Ij[’f-‘rl7 , (844)

ou wy est l'opérateur d’interpolation sur Vi et la fonction w¢ est définie pour chaque composante par
. x
7(2) = @+ 2w, (2,

les fonctions w; étant les solutions des problemes de cellule (7.10).

Démonstration.

D, [u (t,@f(x) _ b:t) -3 (t,l _ b?) B, (% (x))

lEN}pk,H

= (@) <8tu (t,- - b;t) - (atu <t,. - b;))) 0 @ (z)

1
- gps(x)b* - (Ve —mg Vi) o w®(x)

+ édiv (6 (@) (i — muiic) 0 ©°(z)) . (8.45)

Pour le premier terme, on utilise la remarque suivante.

Remarque 8.6 : La norme ||'HH;1(Q) est définie par

in ‘fﬂ u(p‘ .
eerrh,@\{0} V@l L2y~

||UHH—1(Q)

Or, en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a, pour toute fonction
¢ € Hy(Q),

|f o Uy |
H<PHL2(Q)

UQ US”‘

< Cq
IVell L2y

< Callull g2 (q) -
On a donc, en passant a la borne inférieure,
||UHH—1(Q) < Ca ||u||L2(Q) :

On va donc majorer la norme L? de ce premier terme :

o 2) o5

€ € L2(Q)

Oru <t,- — bt) — Ty (@u (t,- — bt))
€ €

3 k+1
< Coy |Q| PmazH |‘atu‘|wk+17m(g) 5

1
< |Q| 2 Pmaz

Le=(Q)

en utilisant une nouvelle fois un résultat d’interpolation. Etant donné que

Owu = idiv (A*Vu),
p
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8.2. Estimation a priori en temps continu

on a

0cullyyisr.00 () < Cs1 [[ullppriss.co () -

pE(CU) <8tu (t7 .= bt) — Ty <8tu <t,~ _ b t))) o W
< € H-1(9)
p°(x) (&tu (t,~ b t) —TH <(’9tu (t,-— b t>)> o w°
€ c L2()

< CsoHM L (8.46)

Et donc

<

Pour le deuxiéme terme, on utilise le fait que

_ 1 - ~ .
(Vi — g Vi) o wEHL2(Q)N < Q2 [[(Vae — g Vi) o wE”LOO(Q)N :

Et
[(Vie —mp Vi) o {JE”LOO(Q)N = |V, - 7THVfLsHLoo(Q)N < CogH'H ”vu”W’erlvoo(Q)N :
On a donc
1 . - - N b*
7p5(x)b . (Vus — ﬂ-HVUE) o) wE < CSSHkJrlu Hu||Wk+2’°°(Q) (8.47)
€ L2() €

Pour le troisiéme terme, on va considérer une fonction test ¢ € H%&(Q) Les différentes fonctions étant
-périodiques (voir remarque 8.5), on peut intégrer par parties et on obtient :

1 1
gdiv (b%(x) (e — mae) o W (x)) p(x)de = — gbs(x) (e — g le) o W (x) - V(x)de.
Q Q
On va séparer cette intégrale en deux :

/ ébe(x) (e — i) o W (x) - Vo(z)de = / éb* (e — Te) o W (x) - Vo(x)dx
Q Q

+/ g (b (x) = b") (te — THU:) o W (x) - Vp(x)dx. (8.48)
Q

Pour la premiére intégrale, on a

1 * [~ ~ ~¢ b* ~ ~ ~¢
/ —b" (e — myic) o W (z) - Vo(z)dr| < Ll [(te = mrte) © W[ Lo (o) 1] 11 ()
Q€ 3
0%
< O H "l e 0,y w1 ) 12l 1 () » (8.49)

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et des inégalités d’interpolation. Pour la deuxiéme intégrale, on
utilise le lemme suivant montré dans [MPP85.

Lemme 8.8. Soit une fonction g € Li(Y)N telle que [y, g(y)dy = 0 et div(g) = 0. Il existe une matrice
¢ e LQ#(Y)NXN antisymétrique telle que g = div(¢). La matrice ¢ peut étre définie par

a1 (99 _ 9gi
Gij =(=4) (&Tj Ox; )

On applique alors ce lemme & b%(x) — p°(2)b* et on note ¢ la matrice antisymétrique ainsi obtenue. On
a donc

/Q L8 (@) — 0* @) (@ — i) 0 0 (2) - Vipla)dr = /

€ Q

div (C (f)) (e — THG:) o W (z) - Vo(z)du.

9
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Toutes les fonctions étant Q-périodiques (voir remarque 8.5), on obtient en intégrant par parties

‘/%‘W@)—p%@w)@efWH%)o@%@~Vw@Mw
Q
/g], (9, (1 — Taric) © @ ()0 9() + (itc — W) 0 T (2)y, 0, () i

Comme (¢ est une matrice antisymétrique et que O, +;9 = Oz, o, ¥, le deuxieme terme de I'intégrale est nul
et on a

/ é (0 () — p° (2)b) (e — Tr@ic) 0 @ (z) - Vip()dz = / Ci (g) 0y, ((i1c — mpriic) o @ () D, p(w)da.
Q Q
De plus,

O, (G — THU:) 0 W (x)) = Op, Wi (2) Dy, (Ge — THU:) 0 W ().

Et donc

s, (e = mrrtie) 0 @ (2))| < [[wllypr.o vy e = Tariie . g
< Hw||W1,oo(y) o+ HUHLOO((O,T),Wk“*‘X’(Q)) ‘

Comme ¢ € L2(Q)V*N on a alors

/@Jf O, (e — Ta1iis) 0 T (2)) s ()

< CsuH" 0l (o)

1 P
/ L% (@) — 7 (@)") (e — wirie) o @°(2) - Vip(w)dr < Coa ¥ ol (8.50)
Q
En insérant les inégalités (8.49) et (8.50) dans I’équation (8.48), on a

/Q édiv (0°(x) (e — mle) o W (x)) p(x)dx

/Q éba(x) (e — T le) o W (x) - Vo(x)dx

< CSSHk |¢|H1(Q) . (851)

Ainsi, en regroupant les inégalités (8.46), (8.47) et (8.51) dans I’équation (8.45), on obtient

i o b
1D (e = martic) © D) oo (0,1, 115 a0) S Co6 <Hk " HM'E) '

Puis, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 'inégalité voulue. O

Terme d’homogénéisation locale D3

On montre maintenant le lemme suivant

Lemme 8.9. On reprend les définitions de la proposition 8.2. 1l existe une constante Cs7 > 0

N . _ | e b*
HDt (7T'Hu€(1f7 ) oW — 7767Hu5)HL?((O,T),H;I(Q)) Csr ( H + e | . |> 7 (8.52)

ot my est lopérateur d’interpolation sur Vi.

Démonstration. On veut majorer la norme de

Dy (myiic(t, ) o @° — me yite) = Dy (nptie(t, ) o ©° — maic(t,-) o w™ ).
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8.2. Estimation a priori en temps continu

On introduit la fonction ;. définie par

b*t
Upe(t, ) = Opu (tx - ) )

On a alors
D, (ﬂ'HﬂE(t, oW — wyte(t,:) ow® H)

= p€ (WHat,E (t) ) o @8 - TrH’l]t,E <t7 ) o 6671—1)

M édiv (0° (mrie (¢, -) 0 @ = wrie (¢, ) o w™T))
L (Vi) (1) 0 @ — (Vi) (1) 0 8°) . (853)
Pour le premier terme de cette somme, on applique une nouvelle fois la remarque 8.6.
I (R (4 0 @ — magiee (1, 0 5 #) [ 1

] R . 2
< PranCd HWHUt,s (t,) oW — wylye (t,-) 0 wE’HHL’A’

< PhaeCa Y |maiiee (t) 0 @° — maiiy c (2, )oweHHLZ(K (8.54)
KeKku

Comme au paragraphe 8.2.1, sur chaque maille K, on va séparer cette norme en deux en considérant
lensemble Ck et son complémentaire. Sur K \ Ck, on majore simplement de la maniére suivante

|mriiee (t,-) 0 0 — THiy e (L,-) o wE’HHLz(K\cK) < Css |mrtell poe 0,1y x ) VEIOK]
< CsoVeHN T, (8.55)

car

Ta e (t, ) Z 8tu( bt )fblH(x)

lEN]pk H

et les <I>lH et O;u sont bornés.
Sur Ck, les fonctions sont de classe C*° et on utilise une inégalité de Taylor

H7TH@t,a (t,-) oW® — mptye (t,-) ow™ HHLZ(C ) S < Coo [[Vrp i, EHL‘X’(K)N Hw —w" HL2(K)N :

On a déja vu que 7y . € WETL0(Q) car u € WF+3°0(Q). On en déduit, en utilisant le méme raisonnement
quau paragraphe 4.3.3, que mp s . est borné en norme W1 (). Et donc

it ()0 0 — o () 7] ) < ConeV T, (836
On déduit des inégalités (8.56) et (8.55)
HWHﬂt,s (t, ) ow® — ﬂ'H’lNJ,t’E (t, ) o @E,HHiZ(K) < CGQEHN_l (1 + EH) .

Et donc, en reprenant 'inégalité (8.54)

- ~ - ~ €
|0 (Taie (t,-) 0 @° — mpiis e (t,-) 0w ™) HH;(Q) S 063\/ Ph (8.57)
car le nombre de mailles dans Ky est de Pordre de HY et le produit eH est borné.
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Pour majorer le deuxiéme terme de 'inégalité (8.53), on considére une fonction test ¢ € H#(Q) On
utilise la remarque 8.5 pour effectuer 'intégration par parties sur {2

/Q %div (b°(z) (mpie (t, 0% (x)) — waie (¢ wH))) p(z)de

_— /Q ébs(x) (rii (t,@° () — miic (6,5 (2))) - Ve(z)da,

le terme de bord étant nul car b%, Tgi. (t,-) o @, Thi. (t,-) o W™ et o sont Q-périodiques. On introduit
une nouvelle fois la matrice antisymétrique ¢ € Li (Y)NXN telle que b(y) — p(y)b* = div(¢(y)). Alors

| 20 @) = @) (rate (0,°(@) = maic (157 (@) - Vipla)da

- /Q div (g (%)) (rii (t,0° () — mpiic (6,5 (2))) - Ve(z)da

== [ G () 0 (e (4. @) = miric (1.5 (2))) 0, () o

les termes de bord étant nuls en utilisant les mémes remarques que précédemment. La matrice ¢ étant
antisymétrique le terme en 3%1,73:],@ est nul et

/Q % (0° () — p°(@)b°) (mariic (1, @° (2)) — mgriic (8,5 (2))) - Vepla)do

__ /Q Gis (g) O, (e (t, 0% (2)) — mriie (£, T () s, (). (8.58)
On écrit ensuite
Oy, (maic (1,0 () = mgiic (607 (2))) = O, @ (2) D, Trrle (¢, @ (2)) =0y, @ ()0, il (1, @7 (2))
= (00 @5(2) = 00,5 () Doy e (7 (2))
+ 0, Wi (x) (Op, mH e (t, 0% (7)) — Opmaiie (t, w5 (2))). (8.59)

En reprenant les mémes calculs que précédemment, on a

= 3 (0 - 007 Ormmivc (1) 0 7|
H

2 2

R T

L@ gex e
N ~ 2 ~ 12
< Z HVU}E - VU}E’HHL2(K)N><N ||V7rHu5||L°°(Q)N
KeKn
< Cey Z egN !
KeKy
3
< Cors (8.60)

De plus, on peut faire un développement de Taylor sur les Ck :
02, @7, (00, wate (t,-) 0 B = O wprc (£, ) 0 @ )| oy
~¢ ~g ~c. H 2 ~
<@ [y 00 (v |@° — ||L2(K)N 1% 7rH“EHLw(K)N
< 0665 VHN, (861)
Sur K \ Ck, on utilise le fait que |K \ Ck| < C33|0K|c et on a

02, @7, (00, wate (t,-) 0 B = O wpric (£, ) © @ )|| o

<2 H@EHWLOO(Q) ||V7THI&’E||L(X>(K)N><N v/ Cs3 |3K| €
< CG7VEHN_1. (862)
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8.2. Estimation a priori en temps continu

D’ou, en regroupant les inégalités (8.61) et (8.62) :

HaLﬁ}z (amkﬂHaE (tv ) ow" — afﬂkﬂ—Hﬂ’E (t’ ) °© {EE’H)

) < OﬁgV&HNﬁl.

[
Donc

12,5, (00, e (t,7) 0 @° — O myrc (£,) 0 )| 7,

= Y 00 (umariic (8,) 0 @ = Oaymariic (1) 0 ) ||
KeKy

< Z Cooe HN !

Keknu

< C?O%~ (8.63)

En insérant les inégalités (8.60) et (8.63) dans (8.59), on a

||89€1 (WH{LE (t’{ﬁs(x)) - ﬂHdE (tvwE’H(x)))HLHQ) < 071 %

| €

| 7rie (t7) 0 @ = mhe (t,) 0 0| o o) < Crg || 0" — @®

Et, en utilisant 1’égalité (8.58) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/Q % (b°(x) — p®(x)b") (7TH’I]E (t,w°(z)) — T, (t,{DE’H(x))) -Vo(z)dx

THie étant borné dans W>°(£), on peut montrer que

ez -

Puis, en appliquant le lemme 8.4, on a
e (t,-) 0 @ = maiic (£,) 0 B | Loy ey < CraCase /K],

On en déduit que

- . . . 2 - . - ~ 2
e (t,) 0 @° = maiie (t,) 0 0™ [ a) = D ||mmiie (t7) 0 @° — waiie (t,) 0 ™ o
Kekuy
< C33C5¢ Z K|
Keku
< 0730356 9 €.

Donc, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz

*

< Cpy

. ol 1 - (8.65)

/Q éps(x)b* (e (t, @ (2)) — 7ie (6,77 (2))) - Vel)da

e

€ b*
< Crs <\/ T+ 5|€> lelgi) - (8.66)

De plus, on peut montrer, avec les mémes arguments que ceux qui ont abouti a I'inégalité (8.65)

b*|
€

En regroupant les équations (8.65) et (8.64), on a

/ ébe(x) (T (t, 0% (z)) — e (t, 057 (2))) - Ve(z)dz
Q

<ol gl (867)

€

/Q 1p€(m)b* (mu Vi (t,0°(z)) — mu Vi (t, 07 (2))) p(z)dz

En reprenant les inégalités (8.54), (8.66) et (8.67) et en les utilisant dans (8.53), on obtient

i _ i e v
. € _ . < — .
| Dy (mrte(t, ) ow Ws,HUs)HH#l(Q) < Crr (\/;+ € 8)

On en déduit le résultat voulu. O
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Chapitre 8. Une nouvelle méthode multi-échelle pour un probléme de transport

On peut donc démontrer la proposition 8.2 en insérant les résultats des lemmes 8.6, 8.7 et 8.9 c’est-a-dire
les inégalités (8.36), (8.44) et (8.52) dans 'inégalité (8.35), on obtient alors :

~ k 1 107107 €
”Dt (’LLE - 7Ts,Hus)”L’z((07T)JL'J(—1(Q)) <Cy (5 + H + H* = + ?E + H)

En utilisant le fait que € < C404/ 7 on en déduit la proposition 8.2.

8.2.3 Termes X, et X,

Nous avons expliqué au début du paragraphe 8.2.2 comment le terme X4 pouvait étre majoré en utilisant
la méme démonstration que pour le terme X3 (voir proposition 8.2). Donc

bl b
< Crg (H’“+H’““|E|+|€e+,/;), (8.68)
L2(0,T)

ou Crg est une constante positive indépendante de ¢ et H.

Le terme X5 peut étre majoré de la méme maniére que le terme X;. Cependant, au lieu d’utiliser
Pestimation a priori (8.16), nous devons utiliser ’estimation (7.41), ce qui nous permet de déduire qu’il
existe une constante C7g > 0 telle que :

b*t b*t =z
us(t,z) —ult,o — — ) —euy |ty — —, —
€ €€

La démonstration de la proposition 8.1 peut donc facilement s’adapter pour ce terme : il existe une constante
positive Cgg indépendante de ¢ et H :

/ D, (Us - ﬂ-E,Hﬂ’E)
Q

< Croe. (8.69)
L= ((0,T),L2(2))

e

Xo = |lue — 7T57Hﬂ5||L00((07T)L2(Q)) < Cgo (Hk + H) . (8.70)

La majoration pourrait méme étre plus fine car ce terme ne fait pas intervenir le gradient des fonctions.
8.2.4 Erreur initiale Xj;
Il nous reste & majorer I’erreur initiale
X5 = H(UE,H - 71—E,Hﬂs) (07 ')”L'z(Q) .
On a défini la condition initiale sur u. g par

Ve eQ, wuepm(0,7)=m gu’(x).

b*t
~E t7 = ta -

ou la fonction u est la solution du probléme de cellule (7.11) :

Or, la fonction 4. est définie par

poru — div (A*Vu) = 0 dans RY x (0,7),
u(0, x) = u%w) dans RV,

Donc
Wg’HﬂE(O, ) = 7T5’H’U,O.
D’ou
|(ue, i — 7, mtie) (O, ~)||L2(Q) =0. (8.71)
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8.3. Conclusion

8.3 Conclusion

En ajoutant les inégalités (8.13), (8.70), (8.34), (8.68) et (8.71) dans l'inégalité (8.12) on obtient bien le
résultat annoncé dans le théoréme 8.1 : il existe une constante C'ig > 0 indépendante de € et H telle que

|b

k *| k+1 €
”UsUE,H”QT§016<H +7(H+ +€)+\/;>’

ol

2 2 2
lullay = llullpe 0.1),220)) + [Wlz2(0,7), 11 (02)) -
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