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Nous avons construit, au chapitre 8, une nouvelle méthode multi-échelle pour résoudre le problème
de transport (7.6). Nous allons maintenant observer les résultats numériques obtenus avec cette méthode.
Dans un premier temps, nous présentons les prototypes dans lesquels la méthode a été implémentée. Nous
détaillons ensuite les méthodes numériques employées pour résoudre les problèmes non discrétisés dans le
chapitre 8. Puis, nous montrons quelques résultats obtenus avec ces implémentations.

9.1 Présentation des deux implémentations

9.1.1 Implémentation sur FreeFem++

FreeFem++ [HPLHO98] est un logiciel permettant de résoudre des équations aux dérivées partielles en
utilisant des éléments finis. Ce logiciel permet de mettre en place assez facilement la méthode multi-échelle
présentée au chapitre 8. Les différentes équations aux dérivées partielles peuvent en effet être résolus par
une méthode aux éléments finis de Lagrange en utilisant une fonction déjà programmée. Ce logiciel permet
également de calculer numériquement des intégrales de fonctions sur maillage en utilisant des points de
quadrature par maille. Cela permet, une fois les fonctions de base calculées, de construire assez facilement
le système linéaire à résoudre à chaque pas de temps.

9.1.2 Implémentation sur le prototype Arcane

Nous avons également pu implémenter notre nouvelle méthode aux éléments finis multi-échelles sur le
prototype présenté au chapitre 6. Cette méthode résout une équation différente de celles traitées dans les
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Chapitre 9. Résultats obtenus avec la nouvelle méthode multi-échelle

Figure 9.1 – Solution du problème de cellule (8.5) obtenue sur le programme FreeFem++ avec des éléments
finis P1 Lagrange

chapitres 2, 4 et 5. Elle utilise donc un module différent appelé Tracer. Cette implémentation a été plus com-
pliquée car les éléments finis de type Lagrange ont dû être implémentés spécifiquement pour cette méthode.
De plus, la notion de degré de liberté n’existe pas encore dans la plate-forme Arcane, l’implémentation est
donc ici réduite à celle faite dans le cas où l’espace aux éléments finis initial (VH dans le chapitre 8) est un
espace aux éléments finis de Lagrange d’ordre 1. En effet, dans ce cas, les degrés de liberté correspondent
aux nœuds du maillage ce qui simplifie la construction des systèmes linéaires.

9.2 Difficultés dans l’implémentation de la méthode

9.2.1 Résolution des problèmes de cellule

Lors de la définition de la méthode multi-échelle au chapitre 8, nous avons supposé que les différents
problèmes de cellules (8.5) étaient résolus de manière exacte. Nous rappelons que ces problèmes consiste,
pour une maille K ∈ KH et une direction i, à trouver w̃ε,K

i vérifiant

{
1
ε
bε(x) · ∇w̃ε,K

i − div
(
Aε(x)∇w̃ε,K

i

)
= 1

ε
ρε(x)b∗,K · ei dans K,

w̃ε,K
i = xi sur ∂K,

où

b∗,K =

∫
K
bε(x)dx∫

K
ρε(x)dx

.

En pratique, ces problèmes doivent être résolus numériquement en utilisant un maillage fin local KK
h de taille

h petite par rapport à ε. Dans la suite, on note wε,K les solutions numériques des problèmes de cellules (8.5).
On définit, de plus, wε,H la fonction telle que pour toute maille K ∈ KH ,

wε,H
|K = wε,K .

Résolution sur FreeFem++

La solution du problème de cellule (8.5) n’est pas facilement calculable avec FreeFem++. En effet, le
terme d’advection 1

ε
bε(x) · ∇w̃ε,K

i peut créer des instabilités numériques lors d’une résolution par éléments
finis classiques. La figure 9.1 montre la solution obtenue après résolution de l’équation (8.5) sur la cellule
unité avec des éléments finis P1. Cette solution est clairement instable. Pour réduire ces instabilités, nous
avons introduit une dérivée en temps et considéré le problème de cellule suivant :

{
∂tw

t,ε,K
i + 1

ε
bε(x) · ∇wt,ε,K

i − div
(
Aε(x)∇wt,ε,K

i

)
= 1

ε
ρε(x)b∗K · ei dans K,

wt,ε,K
i = xi sur ∂K.

(9.1)
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9.2. Difficultés dans l’implémentation de la méthode

Figure 9.2 – Solution du problème de cellule (8.5) obtenue avec notre méthode itérative

Ce problème instationnaire est résolu avec une méthode Galerkin caractéristique (opérateur convect dans
FreeFem++) qui est inconditonnellement stable. Ces résolutions sont alors faites en considérant un pas de
temps fixe δt0 jusqu’à ce que la solution devienne stationnaire, c’est-à-dire jusqu’à une date t0 pour laquelle

∥∥∥wt0,ε,K
i − wt0+δt0,ε,K

i

∥∥∥
L2(Ω)

δt0

∥∥∥wt0,ε,K
i

∥∥∥
L2(Ω)

< ε0.

La solution wt0,ε,K
i est alors la fonction que l’on choisit pour approcher la solution du problème de cel-

lule (8.5). La figure 9.2 montre une solution obtenue avec cet algorithme. Les oscillations ont bien disparu.
Néanmoins, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la solution stationnaire est élevé. En effet, dans
le cas considéré ici, si nous choisissons une tolérance ε0 = 0,01 sur chaque maille grossière, la solution
stationnaire est atteinte après 2 000 itérations.

Résolution avec le prototype Arcane

En fait, la méthode la plus simple pour résoudre le problème de cellule (8.5) est l’utilisation d’une
méthode volumes finis avec un décentrement dans le sens de l’advection. Cette méthode numérique permet,
sans itération, d’obtenir une solution stable. L’utilisation de méthodes volumes finis est assez naturel sur
Arcane. Cette méthode a donc pu être facilement implémentée dans ce prototype.

9.2.2 Discrétisation en temps

La méthode définie au chapitre 8 suppose également que le problème (8.7) est résolu de manière exacte en
temps. Nous rappelons que ce problème consiste à trouver uε,H dans C∞ ((0, T ), Vε,H) solution du problème





∀vε,H ∈ Vε,H ,

∫

Ω

(
ρε∂tuε,Hvε,H +

1

ε
bε · ∇uε,Hvε,H +Aε∇uε,H · ∇vε,H

)
dx = 0

uε,H(0, x) = πε,Hu
0(x).

Dans nos implémentations, la discrétisation en temps a été faite en utilisant la méthode des caractéristiques
(voir annexe D). On considère un pas de temps δt et on définit tn = nδt. On construit alors une fonction χ
telle que, pour chaque temps tn+1 :

∂

∂t

(
ũε
(
t,wε,H ◦ χ(t)

)) (
tn+1

)
= D̃t,H

(
ũε
(
t, wε,H(x)

)) (
tn+1,x

)
,

où D̃t,H est l’opérateur de dérivée convective vérifiant

D̃t,H = ∂t +
1

ε
b∗H(x) · ∇
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Chapitre 9. Résultats obtenus avec la nouvelle méthode multi-échelle

et b∗H est telle que, pour toute maille K ∈ KK

b∗H |K = b∗,K .

La fonction χ est alors la solution de l’équation différentielle en temps :

∂tχ(t) = b∗H (χ(t)) , χ
(
tn+1

)
= x.

Dans ce cas, on introduit
Xn(x) = χ

(
tn+1 − δt

)
.

Pour chaque temps tn, on arrive au problème suivant, trouver un+1
ε,H ∈ Vε,H telle que ∀vε,H ∈ Vε,H :

∫

Ω

(
ρε(x)

un+1
ε,H − unε,H ◦Xn(x)

δt
vε,H(x) +Aε(x)∇un+1

ε,H (x) · ∇vε,H(x)

+
1

ε
(bε(x)− ρε(x)b∗(x)) · ∇un+1

ε,H (x)vε,H(x)

)
dx = 0. (9.2)

Cette méthode est inconditionnellement stable, ce qui signifie qu’elle est stable quelle que soit la valeur du
pas de temps δt. La limitation du pas de temps vient du fait que χ

(
tn+1 − δt

)
doit rester à l’intérieur du

domaine considéré. En théorie, le fait de prendre des conditions aux bords périodiques revient à considérer
un domaine infini. Avec le logiciel FreeFem++ le calcul du terme un ◦ wε,H ◦Xn(x) peut être effectué. La
fonction utilisée dans ce logiciel pour calculer ce terme n’intègre pas cette particularité du cas périodique.
Ainsi, il est pour l’instant nécessaire d’appliquer une condition de type CFL pour que χ

(
tn+1 − δt

)
reste

dans le domaine.
Cependant, la fonction permettant de calculer ce terme a également été implémentée dans notre proto-

type Arcane. Cette fonction est directement inspirée de celle existante dans FreeFem++ mais nous avons
pu rajouter un cas particulier pour les conditions aux bords périodiques. Cela permet d’appliquer cette
méthode avec des pas de temps quelconques.

9.2.3 Construction du système grossier

Nous avons donc vu comment ce problème pouvait être discrétisé en temps. Nous allons maintenant voir
comment le problème totalement discrétisé (9.2) est résolu en pratique. Par définition de Vε,H , les fonctions
unε,H ∈ Vε,H se décomposent sur les Φε,H

i :

unε,H(x) =

DH∑

i=1

uni Φ
ε,H
i (x).

On utilise ensuite comme fonctions tests les différentes fonctions de base Φε,H
i (x). On a donc à résoudre

pour tout i = 1, . . . , DH :

DH∑

j=1

∫

Ω

(
un+1
j

δt
ρε(x)Φε,H

j (x)Φε,H
i (x)−

unj
δt
ρε(x)Φε,H

j ◦Xn(x)Φε,H
i (x)

+ un+1
j Aε(x)∇Φε,H

j (x) · ∇Φε,H
i (x)

+ un+1
j

1

ε
(bε(x)− ρε(x)b∗(x)) · ∇Φε,H

j (x)Φε,H
i (x)

)
dx = 0.

Les fonctions Φε,H
i vérifient

Φε,H
i = Φε,H

i ◦ wε,H .

Nous avons vu au chapitre 8, ou plus particulièrement dans l’inégalité (8.29) que
∥∥w̃ε,H − x

∥∥
L∞(Ω)

6 Cε.
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9.3. Application de la méthode

(a) Condition initiale (b) bεx

Figure 9.3 – À gauche, la condition initiale. À droite, le champ de vitesse bεx imposé dans la direction x

On en déduit que les termes utilisant les fonctions de base Φε,H
i peuvent être remplacées par Φi si leur

gradient n’apparaît pas. On obtient ainsi, pour tout i = 1, . . . , DH :

DH∑

j=1

un+1
j

(∫

Ω

ρε(x)

(
Φi(x)Φj(x) + δtAε(x)∇Φε,H

i (x) · ∇Φε,H
j (x)

+
δt

ε
(bε(x)− ρε(x)b∗(x)) · ∇Φε,H

j (x)Φε,H
i (x)

)
dx

)

=

DH∑

j=1

unj

∫

Ω

ρε(x)Φj ◦Xn(x)Φi(x)dx.

Cela s’écrit matriciellement

RUn+1 = Fn, (9.3)

avec
Un+1 ∈ R

DH , Un+1
i = un+1

i ,

R ∈ R
DH×DH , Ri,j =

∫

Ω

(
ρε(x)Φi(x)Φj(x) + δtAε(x)∇Φε,H

i (x) · ∇Φε,H
j (x)

+ δt
ε
(bε(x)− ρε(x)b∗(x)) · ∇Φε,H

j (x)Φε,H
i (x)

)
dx,

Fn ∈ R
DH , Fn

i =

DH∑

j=1

unj

∫

Ω

ρε(x)Φj ◦Xn(x)Φi(x)dx.

9.3 Application de la méthode

9.3.1 Cas d’application

On considère le domaine Ω = (0,1)2. On choisit une condition initiale ayant pour support un sous-
domaine de Ω (voir figure 9.3(a)) et valant 1 au nœud du maillage grossier situé le plus au centre du
domaine et 0 sur les autres nœuds. On impose le champ de vitesse :

bε(x) =

(
−δ sin

(
2πx
ε

)
cos
(
2πy
ε

)
+ b0x

δ cos
(
2πx
ε

)
sin
(
2πy
ε

)
+ b0y

)
.
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Chapitre 9. Résultats obtenus avec la nouvelle méthode multi-échelle

Sa composante horizontale est représentée sur la figure 9.3(b). Ce champ de vitesse est à divergence nulle

et de moyenne b0 =

(
b0x
b0y

)
.

On considère un coefficient de diffusion A = 1.
Les conditions aux bords du domaine sont périodiques. Cela nous permet d’appliquer nos résultats vérifiés
sur l’espace tout entier en ne considérant qu’un domaine fini.
Dans la suite, nous utilisons également les valeurs suivantes :

– ε = 1
200 ,

– δ = 100,
– b0x = b0y = 1.

Le maillage grossier associé à ce problème est composé de 800 triangles de diamètre

H =
1

20
= 10ε.

Chaque maille grossière contient 5 000 triangles de diamètre

h =
1

1000
=
ε

5
.

Pour appliquer notre méthode, il n’est pas nécessaire de construire complètement le maillage fin. Si nous
l’avions fait, celui-ci aurait été composé de 4 000 000 de triangles.

9.3.2 Visualisation de la solution en utilisant FreeFem++

La matrice R et le second membre Fn dans l’équation (9.3) sont progressivement construits après chaque
résolution du problème de cellule (8.5). Ce système est défini sur le maillage grossier. Une fois la résolution
effectuée, la solution multi-échelle s’écrit

unε,H(x) =

DH∑

i=1

uni Φ
ε,H
i (x).

Rappelons que les fonctions de base Φε,H
i sont calculées sur des maillages fins locaux et que le maillage

fin n’est jamais complètement construit. Ainsi, pour visualiser la reconstruction fine de la solution, nous
sélectionnons une zone de l’espace et n’appliquons la reconstruction que dans cette zone. Ailleurs, nous
considérons que Φε,H

i (x) = ΦH
i (x). La figure 9.4 montre un exemple de fonction de base grossière et multi-

échelle. Un exemple de reconstruction est donné sur la figure 9.6(b).

Ici, comme le cas est périodique, la solution multi-échelle peut être directement comparée à la solution
homogénéisée. Nous avons donc calculé le vecteur w sur la cellule unité et la solution un du problème
homogénéisé (7.11). Puis nous avons posé

ũnε = un
(
x− b∗tn

ε

)
.

D’après les résultats d’homogénéisation rappelés au paragraphe 7.7, cette fonction est une première approxi-
mation de uε. Cette solution ainsi que la solution multi-échelle non reconstruite sont représentées sur les
figures 9.5(b) et 9.5(c) à un instant donné.

Comme pour la solution multi-échelle, une reconstruction de la solution homogénéisée est également possible
sur le maillage fin. Nous utilisons pour cela l’approximation (8.4) et calculons localement la fonction :

ũnε,1 = un
(
x− b∗tn

ε
+ εw

(x
ε

))
.

Cette seconde fonction est une meilleure approximation de uε (voir paragraphe 7.8). Les deux fonctions
reconstruites, multi-échelle et homogénéisée, sont représentées sur les figures 9.6(b) et 9.6(a) à un instant
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9.3. Application de la méthode

(a) Φ
H
i (b) Φ

ε,H
i

Figure 9.4 – Une fonction de base définie sur le maillage grossier (ΦH
i ) et la fonction de base multi-échelle

associée (Φε,H
i )

(a) Solution grossière (b) Solution multi-échelle (c) Solution homogénéisée

Figure 9.5 – Comparaison entre la solution grossière obtenue en effectuant directement le calcul sur le
maillage grossier, celle utilisant la méthode multi-échelle et celle obtenue par homogénéisation périodique

donné.

En fait, la solution multi-échelle s’avère être plus précise même à l’échelle grossière. En effet, si nous simulons
à l’échelle grossière le transport de la condition initiale par le champ de vitesse b∗ et un coefficient de diffusion
égal A = 1, nous obtenons la solution représentée sur la figure 9.5(a). Nous remarquons que les valeurs
obtenues avec cette méthode sont plus élevées que celles données par les solutions homogénéisée et multi-
échelle. En fait la vitesse bε possède une composante de moyenne nulle qui crée une dispersion supplémentaire
à l’intérieur du domaine. Numériquement, ce phénomène est inclus dans la matrice de diffusion homogénéisée
A∗ définie par (7.12). Sur cet exemple, cette matrice possède, sur sa diagonale, des coefficients quatre fois
plus élevés que le coefficient de diffusion A. La méthode multi-échelle permet donc bien de reproduire cette
diffusion additionnelle. Cette diffusion supplémentaire est souvent appelée dispersion de Taylor [AA95].

9.3.3 Résultats obtenus en utilisant la plate-forme Arcane

Nous nous intéressons maintenant à l’implémentation qui a été faite de cette nouvelle méthode multi-
échelle sur la plate-forme de développement Arcane. Cette implémentation a été plus compliquée que celle sur
FreeFem++. En effet, comme nous l’avons précisé au paragraphe 9.1.2, nous avons d’abord dû implémenter
la méthode des éléments finis de Lagrange. Pour appliquer la méthode des caractéristiques, nous avons
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Chapitre 9. Résultats obtenus avec la nouvelle méthode multi-échelle

(a) Solution reconstruite par
homogénéisation

(b) Solution multi-échelle (c) Zoom de la solution multi-
échelle

Figure 9.6 – Comparaison entre la solution raffinée obtenue en utilisant la méthode multi-échelle et la
solution reconstruite par homogénéisation périodique. La figure de droite est un zoom de la solution multi-
échelle. La partie extraite est indiquée avec une pastille rose sur la seconde figure

également dû rajouter une fonction permettant de calculer la valeur d’une fonction de cet espace éléments
finis lorsqu’on la compose avec une autre fonction.

Cependant, la grande différence entre les deux implémentations est la gestion des maillages. Nous avons
vu, au paragraphe précédent, que le prototype FreeFem++ que nous avons programmé ne construit jamais
le maillage fin complet : on se contente de raffiner les mailles grossières pour résoudre les problèmes de cellule
et calculer les termes intervenant dans le système linéaire grossier. Le gestionnaire de maillage d’Arcane ne
permet pas d’utiliser la même méthode. Ainsi, dans notre cas, le maillage fin complet doit être construit.

De plus, la gestion de conditions aux bords périodiques n’est pas gérée nativement par Arcane. L’ajout
de ce type de conditions aux bords n’est pas compliqué mais, cela crée une dépendance entre la solution à
un bord et la solution dans le bord symétrique. Ainsi, lors d’une implémentation en parallèle, les mailles
fantômes et les mailles partagées d’un domaine devraient être définies en prenant en compte cette dépen-
dance. Cela n’est pas possible en utilisant les partitionneurs actuellement disponibles dans la plate-forme
Arcane. Tous les tests effectués avec cette méthode ont donc eu lieu en séquentiel.

Par conséquent, les cas traités avec ce prototype sont composés de moins de mailles. Les propriétés
physiques sont définies par les formules du cas présenté au paragraphe 9.3.1 mais avec les les valeurs
suivantes :

– ε = 1
10 ,

– δ = 100,
– b0x = b0y = 100.

Le tenseur de diffusion est A = 0,001. La condition initiale est sinusoïdale dans les deux directions (voir
figure 9.7).

Nous considérons un maillage fin composé de 200 mailles fines dans chaque direction. Chaque maille
fine est un carré de taille 1

2000 . Le domaine total est donc un carré de taille 0,1. Le maillage grossier est
lui composé de 40 mailles dans chaque direction. Nous présentons sur la figure 9.8 les différentes solutions
calculées. Le maillage fin étant composé de moins de mailles, nous avons, dans ce cas, pu faire la comparaison
avec une solution fine. Sur ce cas, on constate que la méthode multi-échelle approche plus précisément la
solution fine que la résolution sur un maillage grossier.
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9.3. Application de la méthode

Figure 9.7 – Condition initiale du cas testé sur le prototype Arcane

(a) Solution grossière (b) Solution multi-échelle (c) Solution fine

Figure 9.8 – Comparaison entre la solution grossière obtenue en effectuant directement le calcul sur le
maillage grossier, celle utilisant la méthode multi-échelle et celle obtenue en effectuant la simulation sur le
maillage fin
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