Résultats d’analyse fonctionnelle et
d’approximation variationnelle
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Cette annexe rappelle un certain nombre de résultats d’analyse fonctionelle et d’approximation varia-
tionnelle. Ces résultats, assez classiques, sont utilisés tout au long du manuscrit.

A.1 Définitions et résultats importants

Les définitions et résultats présentés dans ce paragraphe sont issus du livre [Bre83] de H. Brezis. Dans
toute la suite,  est un ouvert de RV, N > 1. On suppose, pour plus de simplicité, que © est de classe CI.
On supposera également que sa frontiére 0f) est bornée.

A.1.1 Espaces LP

Définition A.1. On note L'(Q), ’ensemble des fonctions intégrables sur Q a valeurs dans R. On pose
alors pour toute fonction f € L*(£2)

e = [ 17@) e
Définition A.2. Soit p € N, avec 1 < p < +00. On pose

LP(Q) = {f: Q= R| f mesurable et |f|" € L'(Q)}
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Anneze A. Résultats d’analyse fonctionnelle et d’approximation variationnelle

e = (] If(x)l”dx); |

L>(Q) ={f: Q= R| f mesurable et 3C > 0 telle que |f(x)| < C presque partout sur 2}

On note alors
Définition A.3. On pose

On note alors
[fll oy = inf {C||f(z)] < C presque partout sur 2}
CeRy

Les espaces L (£2) munis de la norme ||-[| () sont des espaces de Banach. De plus, I'espace L?(Q) peut
étre muni du produit scalaire (-,); . ©) défini par

Yu,v € L*(1), (U, 0) 2y = /qudz.
Muni de ce produit scalaire L?(£2) est un espace de Hilbert.

A.1.2 Espaces de Sobolev

Définition A.4 (Multi-indices). On définit un multi-indice o comme un vecteur de N. On note alors

N
la] = Z ;.
i=1

On définit pour une fonction u
olely
Izt .. 0N

Définition A.5. Soit un entier p tel que 1 < p < +o00. On définit tout d’abord

D% =

WoP(Q) = LP(Q).
Pour un entier m > 1, on définit l’espace W™ P(Q) par récurrence :

WP (Q) = {u e WmlP(Q) |Vi=1,...,N, % € Wm—lvP(Q)} .

La dérivée ici est la dérivée au sens des distributions. On définit ensuite pour u € WP ()

lalymniy = S 1D%ull L0

0<|al<m

et |ulwmoy = Y 1Dl

loe|=m
Les espaces W™ P () munis de la norme ||~||Wm,p(9) sont des espaces de Banach. De plus, pour p = 2 on
définit
H™(Q) = W™2(Q).
Pour tout m > 1 'espace H™(2) peut étre muni du produit scalaire (-, ~)H,,L(Q) défini par
Vu,v € H™ (1), (uav)Hm(Q) = Z (DaU,DaU)m(Q) ‘

0 |e|<m

Muni de ce produit scalaire H™(2) est un espace de Hilbert.
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A.1. Définitions et résultats importants

A.1.3 Espaces W,”

Définition A.6 (Fonctions C*(Q)). Pour k > 0 entier, on définit C¥(Q) I’ensemble des fonctions C*(Q) a
support compact.

Définition A.7. L’espace Wy'*(Q) est la fermeture de C1(Q) dans WHP(Q). On note également
Hy(Q) = Wy (Q).

Remarques A.1 :

On peut montrer que ces espaces peuvent également étre définis comme la fermeture de CZ°(Q) dans
Whr(Q).

Sur Despace RY, on a H} (RY) = H' (RY).
On admet ici que les fonctions de 'espace WP({2) admettent une trace sur 9. Pour une fonction
u € WP(€), on note alors ujgq sa trace et on a

Ujpn € r (6(2)
Les espaces WO1 (Q) peuvent alors étre définis par
WP (Q) = {u € WEP(Q) | woq = o} .

Théoréme A.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Q est un ouvert borné. Alors il existe une constante
Caq,p dépendant de Q) et p telle que

Vu e WoP (), Null o) < Cap

[Vl Loy -
En particulier, Uexpression [|[Vu| 1, q)~ €st une norme sur Wy (Q) équivalente a la norme Hu||W01,p(Q).

Théoréme A.2 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Il existe une constante C' telle que

1
Yue WH(Q),  lu— Ul ooy < ClIVull pogyv,  avec i = o] u.
i
A.1.4 Inégalités de Sobolev

Définition A.8. Soient E et F deuz espaces normés. On dit que E s’injecte contindment dans F si
e ECF,
e il existe une constante C telle que Yu € E, ||lul| . < C'|Jul| 5 .

On note alors

E— F.
Avec cette définition, il est clair que
Vp € [1,+00],Vk >0, WHLP(Q) < WhP(Q).

Théoréme A.3. Soit 1 < p < 4o00. On a les injections continues suivantes :

si 1<p<N, alors W“P(Q)— L (Q) oﬂp%:%f%,
si p=N, alors  W1P(Q) < L(Q) Vg € [1,400],
st p> N, alors  W1P(Q) — L>®(Q).
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A.2 Résolution d’équations aux dérivées partielles

A.2.1 Théoréme de Lax-Milgram et généralisation
On considére H un espace de Hilbert réel dont on notera ||-|]| la norme associée au produit scalaire (-, -).

Théoréme A.4 (Lax-Milgram [LMb54]). On souhaite résoudre le probléme qui consiste o trouver u € H
telle que
Yo eH, a(u,w)=Lv),

ol a est une forme bilinéaire et L est une forme linéaire.
Si la forme bilinéaire a est
— continue sur H X H ie.

3Ca > 0,¥(uw) € H X H,  |a(u,w)| < Co [Jull [|v]],

— coercive sur H ie.
Ja>0,VueH, aluu)>olul®.

Et, si la forme linéaire L est continue sur H ie.
0L >0 VueH, |L(w) < Cy ull,
alors il existe un et un seul élément u € H tel que

Yo eH, a(u,w)=Lv). (A1)

A.2.2 Théoréme de Jacques-Louis Lions

Pour simplifier les notations, on se place dans des espaces fixés mais ce théoréme posséde une forme plus
générale (voir [Bre83]). On définit H~1(Q) le dual de I'espace HE (). On se fixe un réel T' > 0.

Théoréme A.5 (|[LM68|). On se donne pour tout t € [0,T) la forme bilinéaire a(t;-,-) définie sur H}(Q) x
HL(Q) et vérifiant

o Vte [O,T],VU,U € H&(Q)a ‘a(t;uvv)‘ <M H'UJHH(}(Q) ”UHH[%(Q)f

o Vt e [0,T],Yv € HY(Q), alt;v,0) = a|[v]3 ) — Cllvllq),
ot >0, C et M sont des constantes.

Etant donnés f € L? ((O,T)7 H‘l(Q)) et ugp € L?(Q), il existe une unique fonction u telle que

ue L?((0,7), Hy(2)) nC° ((0,T), L*(Q)) et ‘% e L* ((0,7),H ()
Vi e [0, T],Vv € H, <(j;tt(t),v> oy +a(t;u,v) = (f,v)p2q) sur (0, +00)
u(0, -) = wup.

A.2.3 Reégularité elliptique
Théoréme A.6. Soient a;j,a;,a0 € C* ((0,T) x Q),4,j =1,...,N. On suppose de plus que la matrice des
a;; est définie positive :
N
Ja > 0,¥6 € RN, Y~ ay(t, 2)6i; > algf,
ij=1

ou €] est la norme euclidienne classique sur RY. On veut résoudre le probléme

Y9 u N ou
— igl 8733] (aijaxi) + ;aia—xi +agu = f sur§) (A.2)
. u = 0 sur 0N
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On suppose que Q) est borné et de classe C*°. On suppose que f € C*® ((O,T) X Q) Alors le probléme (A.2)
a une solution unique et cette solution appartient a C> (Q) pour tout € > 0.

On a un résultat équivalent pour un probléme dépendant du temps.

Théoréme A.7. Soient a;j,a;, a0 € C*™ ((0,T) x Q),4,j =1,...,N. On suppose de plus que la matrice des
ai; est uniformément coercive. On veut résoudre le probléme

N

?:_Zai(a”a )—I—z:aZ +aou = f sur(0,T) x
dj=1 "1 (A.3)
u = 0 sur (0,T) x 0.
u(0, -) = wug sur Q.

On suppose que §) est borné et de classe C*°. On suppose que ug € L*(Q) et que f € C® ((O,T) X Q) Alors
le probléme (A.3) a une solution unique et celte solution appartient a C*> ([E,T] X Q) pour tout € > 0.
Si, de plus, ug € C(Q) et {f,up} vérifient certaines relations de compatibilité sur OQ x {0}, alors

u e ¢ (0,7).9).

A.3 Approximation variationnelle des solutions d’équations aux
dérivées partielles

A.3.1 Lemme de Céa

Lemme A.1. On se place dans les hypothéses du théoréme de Laz-Milgram et on considére Vi, un sous-
espace vectoriel de H. On considére up, € Vy, la solution au probléme :

Yop € Vi, a(uh,vh) = L(’l)h).

Alors il existe 5 > 0 tel que :
_ < B inf _
lu = unlly < B inf flu—ovnlly,

ot u, comme dans le théoreme A.J est la solution au probléme (A.1) dans H.
Démonstration. Par définition de uy, on a :
Yop, € Vi, alup,vp) = L(vp).

Comme Vj, C H, on a également :
Yop € Vi, a(u,on) = L(vp).

En soustrayant les deux égalités, on obtient donc :
Yoy, € Vh, a(u — Uh,Uh) =0.
On choisit d’écrire les éléments de V}, sous la forme vy, — uy, avec v, € V3. On a donc Vv, € Vj, :

a(u—up,vp —up) =0,
ie. a(u—up,u—up+v,—u)=0,

ie. a(u—up,u—up)=a(u—upu—uvy).

On utilise la coercivité de a pour le membre de gauche et sa continuité pour le membre de droite :
Vor € Vi, o flu—unllz, < Callu—unllyy lu—vnlly -
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Donc

C
Vor € Vi, lu—un|ly < Ea | — vnlly -
Cette inégalité est vraie pour tout vy dans V},, on peut donc prendre 'infimum :

— < =2 inf — .
lu—unllyy < 7 inf flu— vy,

A.3.2 Définition d’un élément fini

Définition A.9 ([Cia78]). Un élément fini est un triplet (K, P,X) ou
(i) K est un sous-ensemble fermé de RN d’intérieur non vide avec une frontiére continue et lipschitzienne,
(i) P est un espace de fonctions & valeurs réelles définies sur ’ensemble K,
(i11) ¥ est un ensemble de formes linéaires ¢, i = 1,..., N, définies sur l’espace P.
On suppose également que l’ensemble 3 est P-unisolvant : Pour tous réels a;,i = 1,...,N, il existe une
unique fonction p € P vérifiant

¢i(p) =i, i=1,...,N.
Ainsi, pour i = 1,..., N, il existe une unique fonction p; € P vérifiant
¢j(pi) =06i5, j=1,...,N.

On a donc

N
VpeP, p=>Y_ ¢ip)pi-

i=1
Cela montre que l’espace P est de dimension finie et que dim(P) = N.
Les formes linéaires ¢;,1 = 1,...,N sont appelées degrés de liberté de I’élément fini et les fonctions
pi,i=1,...,N sont appelées fonctions de base de ’élément fini.

A.3.3 Eléments finis P, Lagrange

Définition A.10. Un élément fini (K, P,X) est dit de Lagrange si tous ses degrés de liberté sont des formes
linéaires tels que
¢i(p) = p(ai),

ot les points a; sont dans l’ensemble K. Ces points sont alors appelés noeuds de I’élément fini.

A.3.4 Elément de référence

Dans les problémes qu’on considére, on souhaite en général résoudre une équation sur un domaine borné
Q c RY. Ce domaine est alors découpé en mailles. On note alors K ce maillage et on a

Ur=2

KeK
On désire définir des éléments finis pour chaque maille K € K. Pour faire cela de maniére plus simple

on se donne d’abord un élément fini de référence (K7P,E> associé & des nocuds a; et un ensemble de

transformations affines (Fi) ;- telles que K = Fi (K ) Alors, pour tout K € K, on définit I’élément fini
(K,Pg,Y k) par

K:FK<K>
PK:{p:K—>R|p:[)-FI}1,]§EP}

EK:{p(FK(di)), izl,...,/V}.
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A.3.5 Inégalités d’interpolation

Théoréme A.8. Soient deux entiers k et m positifs et deuxr nombres p,q € [1,400]. Soit (K,p,i) un

élément fini de référence de type Lagrange. On suppose que l'on a

WhtLp (K) < (0 (K) , (A.4)
Wkt (K) P (K) , (A.5)
Py (K) cPcwma (K) : (A.6)

On considére un élément fini (K, P,X) ayant pour élément de référence (K, 15, i]) On suppose de plus que
Uexcentricité de K est borné (voir paragraphe 4.2.3 pour les définitions). Alors, il existe une constante,
C (K,P, f]) telle que, pour toute maille K, et pour toute fonction v € Wk+1’p(K),

PPN 1_1 —m
HU *WKU”WM,LI(K) < C (Ka-P?E) |K|q P Hf(-‘rl |U|W’€+1,P(K)7 (A7)

ot Hy est le diamétre de la maille K.
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Annexe B

Estimation d’erreur de la solution
semi-discréte
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B.1 Introduction du probléme

Soit © un pavé de RY. Résoudre le probléme (8.1) avec les hypothéses 8.1 revient & résoudre le probléme :
trouver u € L? ((o,T), H#(Q)) neo ((o,T), L;L(Q)) vérifiant

Vv e H;&(Q)’ (Dtu(ta ')7 U)L2(Q) + a’(u(t7 '),U) = ( vv)L2(Q) dans (OaT)v
u(0,z) = u’(x) dans €, (B.1)
u est Q-périodique.

ou 1
- Dt = pa(x)at + gbe(m) . V,
div (b°) =0
= (") 2(q) est le produit scalaire classique dans L?(Q),

— a est une forme bilinéaire sur H;& (Q) x H%& () continue et coercive par rapport a la semi-norme H?! :
soient Cpna, Csta > 0 les constantes telles

Vu,v € Hy(Q), a(uu) Csta ‘uﬁil(ﬂ)

2
<

et a(u,v) Cond [ul g1 () V] 1 (0 »

~ f € L*(9) est le terme source,

— u® € Hy(Q) est la condition initiale.
Remarque B.2 : Pour le probléme (8.1) on a f = 0 mais dans cette annexe on montre une inégalité dans
un cas plus général. La forme bilinéaire a est alors définie par

Vu,v € Hy(Q),  a(uw) = —/Qdiv (A% (z)Vu)v = /QAE(JT)VU - Vo.
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Annezxe B. Estimation d’erreur de la solution semi-discréte

Cette forme bilinéaire vérifie bien les conditions de coercivité et de continuité avec des constantes indépen-
dantes de e. De plus, on peut modifier le choix de D; en posant D; = 0; + %b* - V. Avec cette définition, a
vérifie

a = 15ac—""uv— iv (A% (x)Vu)v
a(u,v)—/Q b (x) = b*)-V /Qd (A% (2)Vu)v.

3

Or, on peut montrer (voir [MPP85]) que cela peut se réécrire
a(u,w) = / (A%(z) + B*(z)) Vu - Vo,
Q

ou B(x) =B (f) est une matrice antisymétrique et B est une fonction Y-périodique appartenant a 1’espace
L>®(Y)N*N | La forme bilinéaire @ vérifie donc aussi les conditions de coercivité et de continuité avec des
constantes indépendantes de €. Et on a également div (b*) = 0. Les résultats présentés dans la suite sont
donc valables pour les deux choix de 'opérateur D;.

B.2 Discrétisation

On se place dans un cadre semi-discret ol le temps est toujours considéré comme étant continu. On
définit un espace éléments finis Vj, C H%E(Q) On applique alors une méthode de Galerkine : on cherche
up, : (0,T) — V}, solution du probléme

(Deuns vn) 2y + a (un,vn) = (f,08) g2y, Yon € C((0,T),V4). (B.2)

L’objectif est de montrer que la solution wuy, est proche de la solution u du probléme initial (B.1).

Remarque B.3 : Le probléme (B.2) est une équation différentielle ordinaire a coefficients constants (f, a,
p et b ne dépendent pas du temps). Sa solution est donc dans I’espace C* ((0,1'), V4,).

B.3 Remarque préliminaire

La démonstration de ’estimation d’erreur dans cette annexe est inspirée de l'article de M.F. Whee-
ler [Whe73|. Dans cet article, les conditions aux limites sont des conditions de Dirichlet homogénes. Dans
ce cas, les fonctions u, up, vy, et wy, sont dans HE(Q) et on a une inégalité de la forme

(D¢ (wp = u) un — wa) 12 (q) | < Dt (u = wi)ll -1y lun — wall g1 o)

Csta 2 1 2
1 lun = wnllgy o) + Co D (w = wi)l[ -1 -

N

On veut donc utiliser une inégalité de la méme forme dans H# (€2). On définit I’ensemble

ay@ = {eemm] [ o=},
On introduit alors son dual H;I(Q) auquel on associe la norme

u
P
pehL@\{0} IVl 12~

[|ul] H,H Q)
En utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on a
[l 10y < Callullrz(q) -
Donc L?(2) C H;I(Q) On veut maintenant montrer le lemme suivant
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Lemme B.2. [] existe une constante Cgy > 0 telle que

Yu € Li(Q),Vv € Hj#(Q)7 ‘/qu < ||“||H;1(Q) ||Vv||L2(Q)N + Cs1 /Qu Hv||L2(Q).
Démonstration. En fait,
Lol = s )+ e
uv| = ulv—— [ v — [ u [ v
Q Q 12 Jo 1 Jo  Ja
1
< el 190y + g || ]| [ 0
H, (@) L2(Q)N |Q‘ o o
<l oy 90l +1207F | [l ol
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
B.4 Estimation d’erreur
Le but de ce paragraphe est de démontrer le lemme suivant.
Lemme 8.1. Il existe une constante C17 > 0 indépendante de € telle que
- <C inf —
lu = unlla, 17vhecocl(r(10,T),vh)<”u orlla
+ | Dy (u—vp)]| o —|—H/D(u—vh)
' (D, HLT@) T || fo L2((0.1))

s = 1) 020 ).

Démonstration. Soit wp, € C* ((0,T),V3). On a, Yvp, € C* ((0,T), V4)
(Dewn, vn) p2(q) + @ (Whyvn) = (f;08) L2 () + (De (wh —w) ,vn) p2(q) + @ (wh — u, vn) .- (B.3)

En faisant (B.2) — (B.3) avec v, = up — wp, on a

(Dt (Uh - wh) y Uh — wh)LQ(Q) +a (Uh — Wh, Up — wh)

= (D¢ (u—wp) ,un —wn) 2y +a(u—wp,up —wp). (B4)

On a, pour le membre de gauche de 'équation (B.4) :

1d

2 £
(D¢ (up, — wp) ,up — wh)LQ(Q) =3q H\/E(uh — wh)”]ﬂ(g) car Vu € H#(Q) (b° - Vu,u)Lg(Q) =0,

a(up — wp,up —wy) = Csia [un — whﬁ[l(g) .

Pour le membre de droite, on a

|a (u — wh, un — wn)| < Cona [t — Wh| g1 () [un — Wl g (q)

Csta 2 Cl?nd 2
< 4 lun, — wthl(Q) + C lu— wh‘Hl(Q) )
sta
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et en utilisant le lemme B.2

(D (wn =)y un —wn) gy | < Do (u—wn)|| 1) IV (un = wn) 20y~

+ Cg; / Dy (u = wn) | lun — wnl12(q)
Q
Cst 2
< 4’1 ‘uh_wh|H1(Q)
1
+ G 1P (= wn)la o
+ 22y, — )
C?
81 / Dt u — ’wh
2pmzn
On obtient donc
d 2 202, )
gi VP (o =)y < G2 Ju = wnlis oy + 1D o -~z

+ pmin tn = wh| 72 +

/Dt u— wp)

2
— Usta |uh - thHl(Q) .

En utilisant le fait que p°(z) = pmin on obtient

d
@ ”ﬁ(uh - wh)||i2(9) < H\/E(uh - wh)Hiﬁ(Q)

.0 (Ju = wnlia) + 101 0= w0

+ /QDt(U_wh)2

On utilise ensuite une inégalité de Gronwall entre 0 et t € (0,T) :

) — Cista |uh — wh|§{1(m . (B.5)

V6 (= wn) (8. [ < € VAP Ctn =200 (0.9

t
—s 2 2
+C/0 et (|U—whH1(Q)+|Dt (U_wh)”f{;l(g)

2 t
+ /QDt (u—wp) d8> - Csm/o e |up — wh‘iﬂ(ﬂ) ds.

Comme
Vs e (0), 1<e™*<et,
on a
V7 (o = 0m) (6 ) [ + Cota = 0 300102

< e Vo (un = wn) (0|72

+ Ce <U Whp |L2((0 o.a@) T D¢ (u — wh)HLz((o £),H," ()

/QDt (u— wp)

2

). (B.6)

L2(0,t)
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Donc
V2 G wn) 8) [ gy < 7 IV Can =) 0.9

2 2
+Ce” <|“ = Whlzao,r) () T 1D (@ = wn)llzz(0,r) 1,1 0))

+’/QDt(u—wh)

2
L2 (0,T)> '

Cela étant vrai pour tout ¢ € [0,7], on en déduit

IV (i = ) oy ey < (V7 (= ) 0

+ |u = wal 72 (07,11 )

2

+ 1D (u — wh)||2Lz(<o,T),H;1<Q)) + H/ Dy (u — wp) > (B.7)

Q L2(0,T)
De méme, en utilisant I'inégalité (B.6), on a
2
Cata [un = wh[ 70,0011 () < & [VFF (= wn) (0,)[ 12,
2 2
+ Cet <U — wh|L2((O,t),H1(Q)) + ||Dt (’LL — wh)”LQ((O’t)’H;l(Q))
2
/ Dy (uw — wy) )
Q L2(0,t)

et en prenant ¢t = T', on obtient

2
lun — wh|L2 0.7),H1(Q)) S (H\F up — wp) 0,-)HL2(Q)
2
+|u— wh|L2((0,T)7H1(Q))

+ 1Dy (u — wh)||§2((0,T),H;1(Q)) + H/ﬂ Dy (u — wy,)

2
) . (B.8)
L2(0,T)

En additionnant les inégalités (B.7) et (B.8) on aboutit &

2 2
H\//?(uh - wh)HLoo((o)T)7L2(S))) + |uh - whlL’A’((O,T)’Hl(Q))

2
C(|U - wh|L2((o T),H'())

/Dt u—wh
L2(0,T)

+ [IVAF (= wn) (0)|[32q))- (B9)

2
Do (u = wn)lZ2 (0,157 (2) +

Comme p° = ppmin €t p° < Pmaz, O Obtient

2 2
lun = whl[Loe 0,7y, L2()) + [uh = WhlL2(0/), 11(2))

2
C(lw = wnlz2((0.1),11 (0

/ Dy (u — wp,)
Q L2(0,T)

+ [[(un — wn) (0,‘)“%2(9))' (B.10)

2

+ || Dy (u — wh)||2L2((o,T),H;1(Q)) +
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Annezxe B. Estimation d’erreur de la solution semi-discréte

On définit la norme |-, . par

2 2 2
lullg, = lullzoe 0,1y, L2002 + [Wlz2(0,1), 51 ) -

En utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

lu = unllo, < C(llu—wllg,

+ || Dy (u —w o + /D U —w
1D+ ( h)”H((OvT)vH#l(Q)) H Q el ) L2(0,T)

+ ||<uh — ’wh) (Oa)HLQ(Q))
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