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Introduction : 

Il est important d’insister, dans un premier temps, sur le fait qu’une estimation défaillante de 

la fiabilité opérationnelle d’un équipement qui se traduit, nécessairement, soit par une 

surévaluation ou bien par une sous évaluation de la survie d’un matériel, peut avoir des 

conséquences multidimensionnelles néfastes.  

Si l’on suppose que l’on est devant le cas d’une surévaluation de la fiabilité opérationnelle 

d’un équipement, il semble, en toute logique, que le manager maintenancier va adopter une 

réaction spontanée qui consiste, tout simplement, à réduire substantiellement, le volume des 

moyens tant humains que matériels alloués à la fonction de maintenance.  

Dans l’hypothèse où la vraie valeur de la fiabilité des équipements est, effectivement, faible le 

type de politique de maintenance antérieurement fixé, d’une manière aveugle, va faire 

encourir à l’entreprise un risque incontournable, celui de voir sa capacité à mener sa mission, 

hypothéquée, en raison de l’immobilisation imprévisible des équipements productifs due 

d’une part au seuil modeste de la survie du matériel et de la faible capacité de maintenance 

disponible, d’autre part.  

Par contre si on est dans le cas d’une sous évaluation de la fiabilité opérationnelle d’un 

matériel  on constate l’apparition d’un ensemble d’effets fâcheux multiples : 

i. Dans l’esprit du manager maintenancier, il s’agit de faire face, réellement, à un 

équipement ayant une fiabilité insuffisante ce qui va impliquer la mobilisation, en 

permanence, de moyens financiers, matériels et humains supplémentaires pour 

contrecarrer cette situation hypothétique. 

ii.  Dans le cas où la capacité de maintenance est faible, l’entreprise est contrainte de subir 

des coûts dûs à l’acquisition d’un nombre surabondant de matériels afin de pouvoir 

remplir les missions imposées avec une probabilité suffisante. 

iii.  Par rapport aux composants potentiellement défaillants, il ne faut pas tenir compte, 

uniquement, du coût des pièces de rechange mais aussi considérer le coût de magasinage, 

de transport, de même que l’intérêt des moyens financiers immobilisés pour la création et 

le maintien du stock.                 

 Par conséquent dans les deux cas de figures évoqués, toute la stratégie de management de la 

maintenance peut être remise en cause, car étant fondée sur une information erronée 
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engendrée par une fausse estimation du niveau réel de la fiabilité. Cela implique 

l’établissement d’un diagnostique défaillant de l’état des équipements suivis en exploitation            

iv. En outre, les opérateurs auront l’impression d’être soumis à un environnement interne 

caractérisé par un seuil de sécurité faible d’où le manque d’engagement à l’acte productif. 

v. Quant aux utilisateurs, ils subiront des incidences psychologiques négatives qui vont 

influencer leurs attitudes d’achat futur du produit de même marque d’où le risque de 

réduction de la part du marché de l’entreprise. 

vi. Dans le cas où il s’agit d’un système complexe tel qu’une centrale nucléaire, on assiste 

obligatoirement à l’émergence de sentiments d’appréhension concernant les 

conséquences néfastes éventuelles sur l’environnement et qui peuvent induire le gel de 

toute l’activité économique. 

Par conséquent, de part ces conséquences fatales sur le management de la maintenance, le 

problème d’estimation de la fiabilité, particulièrement celle du type opérationnel se pose sans 

doute avec acuité. 

Les éléments mentionnés justifient la pertinence du choix de la question de l’estimation de la 

fiabilité opérationnelle que l’on se propose de traiter.  

Parmi l’ensemble des problèmes qui se posent avec acuité en management industriel, la 

détermination économiquement optimale de la périodicité du mode préventif des opérations 

de maintenance des équipements, occupe une place centrale. 

La maîtrise de cette question implique la connaissance rigoureuse de la fiabilité opérationnelle 

du matériel soumis à l’étude. 

A l’instar des modèles mathématiques du type exponentiel, normal, Lognormal, Gamma, le 

modèle Weibull standard possède une grande importance dans le domaine des études de la 

fiabilité. Toutefois, le modèle Weibull standard d’usage universel est incontestablement le 

plus souple, en vertu de ses trois paramètres, respectivement de forme β, d’échelle ƞ et 

d’origine γ, ce qui lui confère une capacité adaptative avec différentes catégories de 

défaillances concernant aussi bien les équipements mécaniques, électriques, électroniques 

qu’électrotechniques. 

D’ailleurs, d’après le docteur Robert B Abernethy [50] environ 85٪ à 95٪ des données 

relatives aux différents cycles de vie d’un équipement sont décrites d’une manière adéquate  

par les graphes de probabilité de Weibull.  
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L’évaluation la plus précise de la fiabilité, en tant que composante fondamentale, à caractère 

dynamique, du vecteur qualité d’un produit,  requiert nécessairement la meilleure estimation 

possible des trois paramètres qui caractérisent le comportement du modèle Weibull standard. 

 Dans leurs travaux consacrés à cette question, les deux auteurs Gumbel et Menon émettent 

l’hypothèse de la nullité systématique du paramètre d’origine γ et se bornent à proposer des 

estimateurs des paramètres de forme et d’échelle sans se soucier au préalable, comme la 

logique l’impose de l’estimateur du paramètre d’origine. 

Quant à la formule, à proprement parler, d’estimation du paramètre d’origine dûe à 

Dubey(26), elle est fondée sur l’hypothèse non évidente de dépendance du paramètre 

d’origine par rapport aux deux autres. 

De plus, la technique graphique du papier fonctionnel d’estimation du paramètre d’origine 

dans sa double variante de Weibull ou d’Allan Plait ne peut outrepasser son cloisonnement 

dans la zone de viabilité qui se distingue par sa démarcation parfois considérable du seuil 

d’optimalité car généralement elle dépend de la dextérité de l’operateur maintenancier, ce qui 

induit des effets négatifs sur l’optimalité des estimateurs des paramètres de formue et 

d’échelle du modèle Weibull standard d’où la méconnaissance de la fiabilité. 

La principale motivation derrière le présent travail dans le cadre de ce mémoire est de 

contribuer si modestement à la confection d’un estimateur du paramètre d’origine  dont la 

qualité d’estimation influe  sur les deux autres. 

Pour atteindre cet objectif on s’est concentré sur l’élaboration d’un programme mathématique 

lié à l’optimisation non linéaire en se basant sur l’hypothèse d’indépendance totale du 

paramètre d’origine par rapport aux deux autres, car ce dernier, étant, tout simplement, une 

grandeur de translation. 

Bien que cette hypothèse soit démontrable, analytiquement, on a préféré, pour des raisons de 

commodité, adopter la preuve fondée sur une méthode d’analyse statistique, numérique et 

géométrique qui présente l’avantage de visualiser d’une manière nette, l’évolution de la valeur 

du paramètre d’origine γ en fonction, seulement, des composantes de la série aléatoire des 

instants de défaillance.     

La fonction objectif  ainsi conçue permet d’assurer une estimation, certes non ensembliste 

mais répondant au critère d’optimalité.  
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Une telle approche vise à enrayer les incidences éventuelles de l’adoption systématique de 

l’hypothèse  de nullité du paramètre d’origine sur l’estimation des deux autres paramètres. 

Ainsi, on garantit une meilleure connaissance du niveau réel de fiabilité opérationnelle du 

matériel mis en exploitation et on fournit an manager des opérations de la maintenance 

industrielle l’information requise pour mettre au point une programmation des interventions 

préventives de façon à aboutir à une combinaison optimale entre les deux types de 

maintenance préventive et curative. 

Actuellement, il est établi qu’en général l’entreprise nationale subit la maintenance au lieu de 

la diriger, comme cela est, malheureusement, consacré dans la pratique avec toutes les 

retombées du coût exorbitant d’exploitation des équipements industriels. 

Il faut mentionner à ce niveau que le concept de fiabilité du système est essentiel pour 

l’établissement d’une politique pertinente de  maintenance. Donc, il est fondamental de 

fournir au manager des opérations de la maintenance  industrielle une information sur la 

fiabilité des équipements la plus rigoureuse possible pour qu’il puisse mettre au point une 

programmation des interventions préventives de manière à aboutir à une combinaison 

optimale entre les deux types de maintenance préventive et curative induisant, par conséquent, 

un coût global minimum. De plus la technique proposée concernant, en premier lieu, 

l’estimation du paramètre d’origine, en second lieu, l’estimation des deux autres paramètres, 

sera associée à un programme informatique qui pourrait  consolider  la  maintenance assistée 

par ordinateur. Cela devrait motiver les entreprises à diriger la maintenance au lieu de la subir 

comme on le constate dans la pratique. En effet, en l’an 2003 une enquête menée (39) par 

l’office national des statistiques a montré que 81% du potentiel du secteur public et 24% du 

secteur privé ont connu des pannes d’équipement. De telles défaillances ont occasionné des 

arrêts de travail allant de 6 à 30 jours d’où  un manque à gagner  considérable.  

A l’exception de quelques secteurs stratégiques (hydrocarbures, transport aéronautique, 

énergie électrique,...) nous sommes intimement convaincus qu’en règle générale, la condition 

de la maintenance au niveau national n’a pas pour autant, évolué positivement surtout avec le 

développement technologique rapide des équipements productifs.  

D’ailleurs et d’une manière paradoxale on indique qu’en 2010 [57] que suite à des problèmes 

d’organisation du département de maintenance d’Air Algérie, cette compagnie a été tout 

bonnement épinglée par l’aviation civile européenne. 
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Ce qui confirme notre conviction surtout qu’il s’agit du secteur névralgique du transport 
aéronautique  

En tout état de cause, la logique de la rentabilité aussi bien à l’échelle micro que macro 

économique impose la généralisation d’un management scientifique de la maintenance.  

Enfin il semble édifiant de mentionner que pour la bonne conduite de notre travail de 

recherche, on a utilisé les techniques mathématiques et statistiques suivantes :        

La statistique descriptive, la théorie des probabilités, la théorie d’intégration, la statistique 

mathématique, l’analyse numérique, l’algèbre linéaire, l’optimisation non linéaire avec 

paramétrage et enfin  la théorie de la fiabilité. 
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Chapitre I             Eléments de la théorie de la fiabilité  

 

1 

 

• Préliminaire 

La théorie de la fiabilité demeurera toujours une question d’actualité brulante, spécialement dans 

la sphère de la production industrielle. Les experts fiabilistes se forceront toujours, pour tenter 

d’atteindre le plus haut niveau de fiabilité alloué aux différents équipements. En menant 

constamment des recherches de plus en plus poussées. Cette discipline à caractère 

multidimensionnel, à vrai dire, se localise au carrefour de trois grandes branches scientifiques de 

premier ordre notamment les sciences physiques, la recherche opérationnelle et enfin les sciences 

économiques.  

Les spécialistes de l’étude physique des défaillances s’intéressent, particulièrement, à l’analyse 

minutieuse et à la description rigoureuse des différents mécanismes engendrant le phénomène de 

l’avarie d’un  équipement déterminé. 

Les investigations de type chimique constituent un atout capital pour la bonne conduite de 

l’étude physique des pannes, dont la majorité est causée par des réactions physicochimiques. 

 Les chercheurs physiciens sont les pionniers dans le domaine de l’élaboration des modèles, aussi 

bien empirique que théorique concernant la genèse des défaillances. En guise d’illustrations il est 

possible d’évoquer les deux modèles empiriques, notamment le modèle d’Arrhénius et le modèle 

théorique d’Eyring. 

D’ailleurs le modèle qui constitue le centre d’intérêt de notre travail de recherche a été mis au 

point par un physicien nommé WaloddiWeibull qui a publié unarticle dans ce sens en 1951.  

Le but essentiel de ce modèle consiste à rendre compte, à l’origine le plus fidèlement possible 

d’un certain type de bris mécaniques. La dimension internationale du modèle Weibull standard et 

la richesse qu’il affiche, justifient pleinement le fait qu’il fait l’objet d’un ensemble d’études, 

actualisées, périodiquement [50]. 

Quant aux experts en recherche opérationnelle,ils ont pour objectif l’application de certaines 

techniques d’optimisation pour garantir une allocation optimale de la fiabilité aux différents 

composants d’un système, au stade de la conception d’un équipement industriel ; Ils peuvent, en 

collaboration, avec les chercheurs physiciens contribuer à la confection d’un certain nombre de 

modèles mathématiques relatifs au domaine de lafiabilité. 

Malheureusement, malgré la portée économique évidente de la survie de matériel, les chercheurs 

économistes n’ont que, rarement, intégré dans leur champ d’investigation la question de la 
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fiabilité. Pour preuve, dans la littérature consacrée à la fiabilité, on ne constate absolument 

aucune contribution majeure réalisée par des économistes alors que la contrainte de minimisation 

du coût de fiabilité des équipements ainsi que l’obligation d’accéder à un niveau de qualité du 

matériel, toujours, plus élevé sont omniprésents, aussi bien dans la phase de conception que celle 

de réalisation de n’importe produit industriel. 

Etant donné, cet état de fait, il semble tout à fait justifié dans la perspective d’intégrer la fiabilité 

dans l’espace des techniques quantitatives du management scientifique de s’appesantir sur les 

éléments qui constituent le fondement de la théorie de la fiabilité.  

1-1 Définition de la fiabilité 

La fiabilité constitue la caractéristique d’un dispositif qui s’exprime par la probabilité qu’il 

accomplisse de façon correcte, la fonction pour laquelle il a été prévu, dans des conditions 

spécifiques d’exploitation pendant un temps déterminé. 

A travers cette définition, on remarque que le concept de fiabilité a un 

caractèremultidimensionnelcar il se distingue par quatre caractéristiques :  

1-1 -1La probabilité  :  

La probabilité se définit par le rapport entre le nombre de cas favorables  à la réalisation d’un 

événement et le nombre de tous les  cas possibles.  Dans le cas de la fiabilité, l’accomplissement 

d’une fonction, la probabilité exprime les chances de succès.  

1-1-2 Accomplissement d’une fonction requise :  

La fonction doit être définie de façon précise. Il n’est pas possible d’évaluer la fiabilité d’un 

dispositif sans avoir exactement le rôle qu’il lui confie dans le système. Ce qui nous permet de 

connaitre les contraintes que ce dispositif subira lors du fonctionnement du système. Le 

dispositif pourra être dans un état qu’il lui permet d’accomplir la fonction requise d’une manière 

satisfaisante. Pour connaitre le type de rôle assigné à un dispositif on peut citer en guise 

d’illustration :  

� La fonction d’amortissement des vibrations confiée au système de suspension.  

� La fonction de transmission du mouvement  confiée au dispositif de courroie. 

Il est évident que l’accomplissement d’une fonction donnée doit être effectué avec un maximum 

de performance. Dans le cas contraire le dispositif sera considéré comme défectueux.  

1-1-3Conditions spécifiques : 

Ces conditions consistent dans les contraintes du type physique subies par le dispositif 

engendrées par son environnement interne, notamment les actions provoquées par l’interface 
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avec les dispositifs voisins et par son environnement externe propre aux facteurs du milieu 

ambiant, profil de mission qui se base sur l’évolution de chaque catégoriede contraintes à 

laquelle est soumis le dispositif et cela en fonction du temps pour la mission prévue.  

1-1-4 Un temps déterminé : 

C’est le facteur temps entendu au sens large. Ce sera souvent une distance parcourue en 

kilométrage (véhicule), nombre d’heures de fonctionnement (groupe électrogène) nombre 

d’opérations (relais).  

Fréquemment, le temps déterminé est remplacé par une « mission déterminée». Par exemple, la 

probabilité qu’une soudeuse fonctionne pendant quatre mois  sans arrêt. Ainsi la notion de temps 

déterminée, dans ce cas exprime la durée de la mission soit quatre mois.  

1-2 Expression mathématique de la fiabilité  

D’un point de vu mathématique, l’évaluation de la fiabilité fait appel au calcul de probabilité car 

une panne est un événement accidentel qui se produit d’une manière aléatoire. Par conséquent, il 

est impossible de le prévoir avec certitude, d’où la nécessité d’exprimer la fiabilité par une 

probabilité de fonctionnement par rapport au temps d’exploitation, du nombre de cycles de 

fonctionnement ou bien par un nombre de kilométrage parcouru ou par toute autre variable jugée 

significative. 

Dans l’expression de cette fiabilité, un ou plusieurs paramètres doivent figurer dans le but de 

caractériser la dégradation de l’appareillage ou son taux de défaillance en fonction d’une variable 

choisie. 

La loi retraçant l’évolution de ces paramètres caractéristiques n’est que rarement simple. Souvent 

l’estimation de la fiabilité exige en pratique des calculs de probabilité très ardus. 

Commençons par rappeler la notion de probabilité : 

La probabilité d’un événement A est définie comme le quotient du nombre de réalisations de cet 

événement A au nombre total d’épreuves effectuées à condition qu’à chaque épreuve, 

l’événement A ait la même chance de se produire. 

Si (k) est le nombre de réalisations de l’événement favorable A et (P) le nombre de réalisations 

de l’événement défavorable B, alors on a : 

���� � ���� ��	� � ����                                                         (1.1) 
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Considérons maintenant le phénomène de panne : 

Quand l’événement favorable A est la survie d’un composant et que B est sa défaillance, on peut 

définir la fiabilité d’un composant comme la fraction des composants qui survivent à un essai 

effectue sur une famille de composants identiques. 

Soit un nombre N0 de composants soumis à un essai, il y aura au bout du temps t, (NS) qui 

survivront et Nf qui auront « failli », c'est-à-dire qui auront subi une avarie. 


� � 
� 
 
�                                                         (1.2) 

Donc la fiabilité ou encore fi probabilité de survie a tout instant (t) pendant le test est : 

���� � ���� � �������                                                  (1.3) 

La fiabilité mesurée par cet essai est donc une fonction du temps d’utilisation. 

Généralement les estimations de fiabilité sont menées à partir des résultats d’exploitation d’un 

échantillon de population concernée. 

Evidement la fiabilité décroit avec le temps. On peut supposer que la fiabilité d’un appareil d’un 

certain type est donnée par la courbe de la figure 1.1. 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.1 : Représentation graphique de la fonction de fiabilité. 

Le segment AB indique le pourcentage de dispositif fonctionnant encore correctement à l’instant 

t=t0. 

Le segment BC montre le pourcentage d’appareils ayant subi une défaillance pendant l’intervalle 

de temps � � 0et � � ��. 

�� 

R(t) 

� 

	 

� 1 

� 
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De même que nous avons défini la fiabilité, nous pouvons définir parallèlement la probabilité de 

défaillance(D). 

���� � ���� � �������                                                           (1.4) 

Il est clair que pour tout t : 

���� 
 ���� � 100%                                                     (1.5) 

���� 
 ���� � 1 

Car on a: 

������� 
 ������� � ���������� � 1                                        (1.6) 

Remarquons que la fonction de la défaillance est croissante avec le temps et constitue une 

symétrie de la fonction de la fiabilité. 

Survie et défaillance sont donc deux événements complémentaires car l’un ou l’autre se produit 

nécessairement. Ils s’excluent mutuellement car si un composant survit c’est qu’il ne tombe pas 

en panne et réciproquement. 

Le nombre de composants qui survivent à un essai est NS = N0 - Nf alors la fiabilité s’écrit : 

���� � ������� � ������� � 1 � ����                                            (1.7) 

En calculant la dérivée du premierordre il vient : 

������� � �� �!�!�"
�� � ��������                                              (1.8) 

d’où : 

 

������� � ����#�����                                                      (1.9) 
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C’est la vitesse instantanée avec laquelle les pannes se produisent.  

Mais comme : 


� � 
� � 
� Et  
����� � ���������� � � �����                               (1.10) 

Ce qui s’interprète comme la vitesse de variation du nombre de survivants. 

Au temps t, nous avons encore NS composants en vie parmi lesquels  
$%&$'  tomberont en panne 

avant l’instant � 
 (�. Divisons l’équation  
����� � ����#�����   par NS on obtient la probabilité 

instantanée de panne pour un composant ou tout simplement le taux de pannes qu’on va noter )��� : 

)��� �  ��
����� � � �����

�#�����                                            (1.11) 

 

Mais comme : 

���� � ���� et 
���� �  #���alors :λ�t� � �  +�'�  $+�'�$' ,qui est l’expression la plus générale du taux 

de défaillance. 

En général)��� est une fonction de la durée de fonctionnement t, car R(t) et
�#����� dépendent   du 

temps. Le seul cas où )��� se reduit à une constante, c’est lorsque les pannes se produisent d’une 

manière exponentielle selon une distribution aléatoire dans le temps. 

Reprenons l’équation)��� � �  #��� �#����� et intégrons les deux membres on parvient à : 

)���(� � � �#���#��� d’où-.���� � � / )���(���                               (1.12) 

Puisque R(t) = 1 à l’instant t = 0 et en prenant l’exponentiel on obtient : 

exp -.���� � 345 � / )���(���  ;  ���� � 345 � / )���(���             (1.13) 

Cette dernière équation donne une formulation mathématique très générale de la fiabilité R(t) 

pour toutes les distributions de défaillance possibles, quand le taux de panne)��� est quelconque. 
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Si on adopte l’hypothèse de constance du taux d’avarie )���, alors : 

345 � / )(��� � 345 � )(�                                                    (1.14) 

Ce qui nous conduit à l’expression de la fonction de fiabilité pour ce cas particulier soit : 

���� � 345 � )(�                                                         (1.15) 

1-3 Notions fondamentales pour l’analyse fiabiliste  

1-3-1 Durée de vie : 

La notion de durée de vie d’un équipement est la période qui sépare sa mise en exploitation de 

l’apparition de sa défaillance. 

La durée de vie d’un système ou d’un composant est une variable aléatoire T, représentant de 

temps écoulé de puis la mise en service jusqu’à l’instant de l’avènement de la panne. 

1-3-2 Densité de probabilité de défaillance : 

La densité de probabilité de défaillance f(t) est définie par : 

f(t) dt = P [t  T t+dt]≤ 〈                                           (1.16) 

qui s’interprète comme la probabilité de défaillance entre t et t+dt. 

 

Figure 1.2 : Représentation graphique de la fonction de densité de probabilité de défaillance. 
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1-3-3 Fonction cumulative de défaillance ou fonction de répartition F(t) : 

La fonction de répartition pour une densité de probabilité f(t) est définie par F(t)= p(T6t). Elle 

représente la probabilité pour qu’il survienne au moins une panne jusqu’au temps t, et qu’on 

appelle aussi probabilité cumulative de défaillance et on note : 

0

0

( ) 1 ( )
( )

t

t

F t R t
f t dt

=
= − =

∫

si t<t078� 9 ��                                         (1.17) 

L’allure de la fonction de répartition F(t) est donnée par la Figure 1.3. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.3 : Représentation graphique de la fonction de répartition. 

1-3-4 Fonction de fiabilité : 

La fonction de fiabilité désignée par R(t) est définie comme étant la probabilité de bon  

fonctionnement jusqu’à un âge t. 

On pose : R(t) = h(T:t) = 1- / ;���(� � 1 � ������                                            (1.18) 

Par ailleurs
�#����� �  �( / ;���(� �  �;�����                                                  (1.19) 

On note que R(t) est une fonction monotone décroissante avec R(0)=1  etlim�?@ ���� � 0. 

 

 

0 
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Figure 1.4 : Représentation graphique de la fonction de la fiabilité R(t). 

1-3-5 Taux instantané de défaillance ou taux d’avarie λ(t) : 

Le taux d’avarie noté λ(t) est défini par le rapport : 

λ(t) = 
AB �'CDE�����AB �DF'� �  G�'�+�'� �  �HI�J�HJ+�'�                                           (1.20) 

d’oùλ(t) = � #K���#��� (1.21) 

Le taux d’avarie est une caractéristique de fiabilité fréquemment employée. 

Elle signifie la proportion des dispositifs, qui ayant survécu à un instant arbitraire th ne sont plus 

en vie à l’instant t h+1 . 

1-3-6 Temps moyen du  bon fonctionnement (MTBF) : 

Pour un équipement réparable (moteur, pompe à injection,…etc.) le temps moyen du bon 

fonctionnement (MTBF) est défini par la relation suivante : 

MTBF = E(t) = / � ;���(� �  / � L� �#����� M (����@�                        (1.22) 

L’intégration par parties donne  

 

MTBF = N�� ����O�@ 
  / ����(� �  / ����(��@��@�                     (1.22) 
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Donc :  

MTBF =/ ����(��@�                                                      (1.23) 

Mais pour un équipement non réparable (circuit intégré, diode, …etc.),on utilise la notion de 

temps moyen avant défaillance (M.T.T.F). 

1-4Place de la fiabilité dans la recherche opérationnelle 

Comme l’indiquent les deux professeursR Faure et J L Louriere [50], la théorie de la fiabilité 
trouve une place bien justifiée dans le contexte de la recherche opérationnelle.  

Plus précisément, la fiabilité en tant qu’événement non déterministe fait partie, essentiellement 

de la théorie de probabilité.  

Au stade de conception dumatériel neuf, on est confronté au problème d’affectation optimale 

d’unseuil de fiabilité associée à chaque composant d’un système d’où la nécessité de l’usage des 

techniques d’optimisation avec contraintes.  

Pour les problèmes d’estimation de fiabilité, on fait appel à la statistique descriptive, à la 

statistique mathématique, à l’optimisation non linéaire.  

Enfin, concernant la stratégie de remplacement d’un équipement qui est conditionnée par le 

niveau de fiabilité opérationnelle et par le coût total de maintenance, elle est liée à la fois à la 

théorie des graphes et aux processus stochastiques particulièrement, la  chaine de Markov de 

même qu’à la programmation dynamique (voir Figure 1.5). 
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Figure 1.5 : Place de la fiabilité au sein de la recherche opérationnelle [50]. 
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1-5 Différents types de fiabilité  

1-5-1 Fiabilité intrinsèque : 

Elle concerne les niveaux de fiabilité alloués aux différents composants, d’un matériel lors de la 

phase d’étude et de conception d’un produit industriel. Elle implique aussi le stade de la 

construction de l’équipement.  

1-5-2 Fiabilité d’exploitation : 

Elle est propre à l’utilisateur car elle concerne le niveau réel de la fiabilité constate dans la phase 

d’exploitation du matériel. Bien entendu la pertinence technique et économique a un impact 

direct sur la fiabilité d’exploitation.  

1-5-3Fiabilité opérationnelle : 

Elle consiste dans la combinaison de deux types de fiabilité respectivement la fiabilité 

intrinsèque et la fiabilité d’exploitation. 

 =   + 

  

 

 

 

 

 

 

Figure 1.6 :Décomposition de la fiabilité opérationnelle. 

1-5-4Fiabilité d’un composant : 

Elle est liée au niveau de fiabilité alloué par le constructeur à l’élément de base d’un système. 1-

5-5Fiabilité d’un système : 

Elle concerne le niveau global de fiabilité engendré par la combinaison des facteurs de fiabilité 

élémentaires du système.  
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1-5-6Fiabilité implicite :  

Elle est fondée sur l’expérience de l’équipe de maintenance, son but consiste à réduire la 

fréquence et la durée des arrêts des activités économiques. Evidemment il n’est pas possible de 

savoir le seuil de rentabilité d’un tel type de fiabilité. Le département de maintenance utilise 

l’information fournie par le biais de la fiabilité implicite pour effectuer les tâches suivantes :  

� Estimer sans mesurer la garantie de fonctionnement attribuée à un matériel.  

� Apprécier une durée de fonctionnement probable.  

� Estimer approximativement le temps de bon fonctionnement vraisemblable.  

� Juger la validité d’une politique de maintenance à adopter.  

1-5-7Fiabilité explicite : 

Mathématiquement on montre que la fiabilité totale à 100%  n’existe pas ; cependant la fiabilité 

dite explicite fondée sur des méthodes scientifiques assure une détermination rigoureuse du 

degré de confiance accordé au matériel. Elle permet d’évaluer numériquement les chances de 

survie d’un équipement donné, à un instant précis et dans des conditions d’utilisation définies. 

La fiabilité explicite permet également de mener des études sur le taux de défaillances, de la 

disponibilité du matériel et la pertinence technico-économique du management des opérations de 

maintenance.  

A l’aide des relevés statistiques réguliers pendant la vie d’un matériel, il est possible après le 

traitement approprié des données d’accomplir les fonctions suivantes :  

� Mesurer rigoureusement le degré de confiance associé au fonctionnement d’un matériel.  

� Estimer la durée de vie d’un équipement.  

� Evaluer avec précision le temps moyen de bon fonctionnement du matériel (M.T.B.F).  

� Connaitre le risque pris quant à la marche d’un système.  

� Déterminer les stratégies de maintenance pour une meilleure survie du matériel.   

1-5-8Fiabilité prévisionnelle :  

La fiabilité prévisionnelle permet d’estimer la fiabilité à priori d’un composant, d’un équipement 

ou bien d’un système. Dans ce but, on modélise le comportement de chaque constituant 

élémentaire  d’un système par des modèles aléatoires et de vieillissement physique. Ces modèles  

ont été conçus sur la base des résultats de retour des expériences et par la réalisation d’essais et 

vise à faciliter la modélisation de la fiabilité. Dans le domaine électronique, on trouve des 

modèles de prévision de composants élémentaires notamment les résistances, les condensateurs, 

les circuits intégrés et  ainsi de suite…. 
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1-5 Facteurs influents sur la fiabilité 

1-6-1Dimension économique et fiabilité : 

Pour un fabriquant de matériel, le prix de revient de la production varie proportionnellement 

avec le niveau de fiabilité alloué à l’équipement. 

De toute évidence, l’accroissement de la fiabilité requiert une augmentation des investissements. 

Cependant, dans ce cas on peut constater la réduction des charges consacrées à la garantie 

(Figure 1.7). 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.7 :Variation du prix de revient en fonction de la fiabilité. 

Par conséquent, pour un constructeur l’allocation optimale de fiabilité à un produit coïncide avec 

le minimum du prix de revient.  

De même si la fiabilité allouée à un produit est faible, le coût de maintenance pour un utilisateur 

est d’autant plus élevé.Par contre, si le niveau de fiabilité assigné à un équipement est grand, le 

coût de maintenance est réduit mais le prix d’acquisition est d’autant plus élevé. 

 

 

 

 

Figure 1.8 :.Variation du coût de maintenance en fonction du prix de revient. 
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La pertinence économique pour un consommateur implique le choix d’un niveau de fiabilité qui 

concorde avec un coût de possession minimum (Figure 1.9). 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.9 :.Variation du coût de possession avec la fiabilité. 

Selon toute évidence, l’optimum du producteur ne coïncide pas, nécessairement, avec celui du 

consommateur. 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.10 :.Positionnement relatif des deux optima du producteur et du consommateur. 

L’écart entre les deux optima (OP- OC) peut être réduit car l’évolution des techniques entraine 

une amélioration de la fiabilité du matériel sans augmentation du coût de fabrication. Ainsi les 

positions relatives des optima du constructeur et de l’utilisateur doivent être rectifiées en 

conséquence. 
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A présent, précisons que pour le producteur, l’évolution de la marge bénéficiaire sur un produit 

varie effectivement avec le niveau de fiabilité alloué à l’équipement. Il y a cependant un seuil 

maximum de profit atteint pour une fiabilité donnée (Figure 1.11). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.11 :.Impact du niveau de fiabilité sur le profitréalisé. 

1-6-2 Performances et fiabilité: 

L’augmentation des performances d’un équipement, notamment l’accroissement de l’endurance 

et de la vitesse implique une diminution de la fiabilité car le processus de dégradation du 

matériel connaît dans ces conditions une recrudescence (Figure 1.12). 

Ainsi par exemple, l’augmentation de la vitesse diminue la fiabilité d’un système. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.12 : Impact de l’accroissement de la vitesse sur la fiabilité d’un système. 
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1-6-3Fiabilité et sécurité de fonctionnement : 

Les préoccupations sécuritaires concernent la prévention des incidents générés par l’emploi d’un 

matériel et qui peuvent entrainer des pertes humaines, dommages corporels, bris important des 

équipements. 

Il n’est pas possible d’imposer à un matériel de fonctionner constamment sans défaillance mais 

on veut seulement que les dysfonctionnements probables ne causent que des dommages modérés. 

Il est important de mentionner qu’un équipement fiable n’implique pas nécessairement qu’il 

possède un niveau de sécurité de fonctionnement élevé. En réalité les dispositions prises pour 

accroître la survie d’un matériel sont distinctes des mesures prises pour augmenter le seuil  de 

sécurité  fonctionnement d’un équipement. 

En effet les dispositions prises pour accroitre la sécurité de fonctionnement ont pour but de 

réduire au minimum la probabilité d’apparition des défaillances ayant des effets néfastes 

multidimensionnels alors que les mesures prises pour augmenter la fiabilité d’un équipement 

visent à diminuer la probabilité d’avènement d’une panne quelconque. 

Finalement, la fiabilité se situe, en amont, de la de manifestation d’une défaillance alors que la 

sécurité de fonctionnement d’un système se localise, en aval, de la survenue d’une avarie. 

1-7 Qualité et fiabilité 

Il est évident qu’il existe plusieurs dispositifs pouvant accomplir le même type de fonction; 

néanmoins on constate que certains d’entre eux la réalisent d’une meilleure façon en procurant 

plus de satisfactions à leurs usagers. 

Ainsi on intègre dans le domaine de la fiabilité la prévision du degré de satisfaction procuré par 

l’usage du matériel. 

Il est à préciser que la fiabilité en tant que composante fondamentale du vecteur qualité d’un 

équipement industriel se distingue des autres composantes par le fait qu’elle ne s’observe pas 

immédiatement mais nécessairement après une certaine période d’usage. 

1-8Nombre de composants indispensables et fiabilité d’un système assemblé 

en série   

En associant un ensemble de composants pour construire un système, le niveau global de fiabilité 

de ce système est évalué à partir de la combinaison des niveaux élémentaires des différents 
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constituants. Cela suppose que les composants aient un caractère indispensable, c'est-à-dire, que 

leur défaillance individuelle entraîne automatiquement la panne du système. En guise 

d’illustration considérons le cas des pneus d’un véhicule. La probabilité de défaillance de chacun 

d’eux est estimée à 2%. Il est clair que les événements de défaillance des pneus sont 

indépendants entre eux et donc la fiabilité de l’ensemble est donnée par le produit des fiabilités 

élémentaires de chaque composant du système assemblé en série soit : 

4 4

1 1
(98 ) 92

n n

s s
i i

R R
= =

= =
= Π = Π % = %

                                                        
(1.24) 

Par conséquent, la fiabilité du système des quatre pneus d’automobiles est inferieure à celles de 

ses composants. 

Dans ce qui suit, on représente trois séries de données de fiabilité de système en fonction du 

nombre de composants. Pour chaque cas de figure, on a fixé une probabilité spécifique de bon 

fonctionnement pour les composants, à savoir, respectivement, P1 = 95% ; P2 = 97% ; P3 = 98%. 

Dans le cas d’un système monté en série constitué de cent composants indispensables ayant 

chacun un niveau de fiabilité élémentaire de 99% alors la fiabilité globale du système assemblé 

en série atteindra seulement le seuil de 36,6%. 

Aussi paradoxal que cela puisse apparaître, la fiabilité globale d’un système monté en série 

comportant plus de 90composants indispensables sera quasiment nulle même si la fiabilité 

élémentaire de chaque composant vaut 95%. 

En général, on remarque que la fiabilité d’un système groupé en sériedécroît exponentiellement 

quand le nombre de composants indispensables augmente(Figure1.13). 
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Figure 1.13 : Evolution de la fiabilité du système monté en série, en fonction du nombre de 

composants indispensables. 

1-9 Typologie d’assemblage des composants et évaluation de la fiabilité 

globale des systèmes 

L’analyse fiabiliste consiste à considérer un système quelconque par rapport à la mission pour 

laquelle il a été conçu. Un système donné quelque soit la nature de sa fonction depuis l’unité 

d’usinage à la centrale nucléaire est toujours décomposable en sous-systèmes ou composants. 

Dans la pratique, il existe plusieurs formes d’assemblage des composants pour obtenir des 

systèmes fonctionnels. L’évaluation de la fiabilité globale d’un système donné dépend du type de 

schéma d’association de ses composants.  

On distingue cinq catégories d’assemblage : 

� Composants en série. 

� Composants en parallèle. 
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� Ensemble série en parallèle.                       

� Ensemble parallèle en série. 

� Ensemble quelconque. 

Dans la suite de notre développement, on va effectuer une correspondance entre les différents 

types d’assemblage des composants et les formules relatives à l’estimation de la fiabilité globale 

des systèmes respectifs.(Tableau1.1). 

Fiabilité du 
système 

Définition Schéma d’assemblage Formule d’évaluation de 
 la fiabilité  
du système 

Fiabilité des 
composants en 
série  

Des éléments sont dits en 
série quand la défaillance 
d’un système implique la 
défaillance de tous les 
composants.  

 

 

 

�P��� � Q �R���S
RT  

Fiabilité des 
éléments en 
parallèle  

Des composants sont dits 
en parallèle lorsqu’il faut 
que tous les composants 
soient défaillants pour 
que le système soit 
défaillant.  

 
 

 
 

�P��� � 1 � QN1 � �R���OS
RT  

 

Fiabilités des 
ensembles série 
en parallèle 

Des composants sont dits 
ensembles série en 
parallèle lorsqu’il faut 
que toute les branches 
parallèles soient 
défaillantes pour que le 
système soit défaillant.  

 

 
 

�P��� � 1 � QN1 � Q �R���S
RT OS

UT  

Fiabilité des 
ensembles 
parallèles en 
série 

Des composants sont dits 
ensembles parallèles en 
série si une des branches 
parallèles est défaillante 
entraine la défaillance du 
système. 

 

���� � Q V1 � QW1 � �U���XS
UT YS

RT  

Fiabilité d’un 
ensemble 
quelconque 

Des composants sont dits 
ensemble quelconques 
s’ils ne peuvent pas être 
décomposés ensérie 
parallèles 

 

 
 ���� � 1 � N1 � �Z�[ON1 � �\�]O 

Tableau 1.1 : Correspondance entre les différents types d’assemblage des composants et les 

formules de l’estimation de la fiabilité globale du système. 
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1-10Détermination de la périodicité de la maintenance préventive 

économiquement optimale 

Parmi les problèmes soulevés par la catégorie d’équipement soumis à l’usure, on distingue celui 

d’ordre technico-économique lié au changement optimal de composants défaillants. 

Deux attitudes sont envisageables : 

� Soit attendre passivement, l’avènement de l’avarie d’un composant ou d’un sous-système 

entier, en acceptant le risque de subir les coûts entrainés par l’arrêt intempestif total, ou 

partiel du fonctionnement de l’équipement. 

� Ou bien opérer un entretien préventif de l’équipement, en procédant à un remplacement 

systématique du composant ou du sous-système avant l’occurrence effective de l’avarie. 

Ce qui va induire la minimisation du risque de panne intempestive, de façon à réaliser un gain de 

production dans le cas d’un processus de production ou obtenir un gain d’exploitation pour le cas 

d’un système de transport ou éviter une catastrophe écologique pour le cas d’une centrale 

nucléaire. 

Dans ces conditions, le coût à supporter est de nature aléatoire, la probabilité de survenance 

d’une panne est mesurée par le taux de défaillance soit  F(t) = 1- R(t). 

La question qui se pose, a trait à la détermination de l’instant économiquement optimal quant au 

changement des composants. 

Pour la suite de notre développement, adoptons les hypothèses suivantes : 

i) Le remplacement devant être opéré est du genre simple, cela veut dire la non prise en 

compte des changements du type lié qui implique le renouvellement systématique 

descomposants pilotés, à chaque fois qu’une pièce pilotée est remplacée. 

ii)  Le coût de renouvellement préventif est désigné par  Cp. 

iii)Le coût de changement d’un composant ayant subi une défectuosité, est désigné par  Cd. 
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1-10-1 Tactique de changement préventif d’un composant à période fixe : 

En réalité, il est question d’exercer un type d’entretien qualifié de préventif, en ce sens que 

l’on accepte de procéder à des actions préventives, dans le but de contourner la fréquence des 

avaries d’un sous-système ou d’un équipement entier. 

Bien que cela puisse apparaître inadmissible à première vue, un composant quelconque à la 

limite, est renouvellé à l’instant tpen raison d’une avarie alors qu’il vient juste d’être changé 

au temps tp– _. 

On suppose qu’une seule défaillance ait été constatée entre le début du fonctionnement du 

composant et le moment où le changement préventif fut pratiqué. 

La variable du coût du maintenance de l’équipement se traduit par deux catégories de coûts : 

i) Cp : Cette catégorie englobe le prix du composant, le coût de l’intervention en plus 

des charges propres à la série d’essais avant remise en exploitation. 

ii)  Cd : Cette seconde catégorie concerne les conséquences dues  à l’avarie notamment : 

a- Arrêt de la production ou de l’exploitation. 

b- Perte éventuelle de matière première. 

c- Pénalités financières dues au retard. 

d- Adoption de solution compensatrice. 

Du fait du caractère programmé de l’intervention préventive, le coût qui lui est associé Cp est 

évidemment d’ordre déterministe. Par contre, le coût de défaillance Cd est de nature aléatoire car 

il est engendré par l’événement non déterministe de l’avarie, exprimé par F(t). 

Ainsi, le coût moyen de maintenance par composant et par unité de temps d’un composant en 

admettant qu’à l’instant tpun entretien préventif soit programmé, se calcule par le ratio : 

q(tp) �  \`�\a���a� �` �  \`� \aN �#��a�O�`                (1.25) 

Supposée en général possédant un comportement géométrique convexe, la valeur optimale de la 

fonction objectif relatif au coût q(tp) entraîne nécessairement que 
�b��`���` � 0 , or nous savons 

que : 

�b��`���` �  \a���a��`�c\`�\aN �#��aOd�`2     (1.26) 
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d’où 

�b��`���` � 0 ce qui implique :��;�����e � c�e 
 ��N1 � ����Od � 0             (1.27) 

Après arrangement on aboutit à : 

��;�����e 
 �� ����� �  �e 
 ��    (1.28) 

Réduisons les deux membres de l’équation (1.28) par Cd il résulte : 

W;�����e 
 �����X � 1 
 \`\a                                              (1.29) 

 

A ce stade de notre développement, précisons qu’un certain nombre de modèles sont admissibles 

tels que la distribution log normale, la distribution exponentielle, la distribution normale, le 

modèle Gamma, le modèle des valeurs extrêmes, le modèle Weibull standard.  

Cependant compte tenu de son importance toute particulière, on traitera le cas du modèle 

Weibull standard. 

La conduite de l’analyse mathématique ne sera pas circonscrite exclusivement au cas éventuel de 

l’hypothèse de nullité du paramètre de repérage f. On va considérer le cas général oùf g 0. Ce 

qui engendre une variable dite déviée soit��R � f) 

d’où l’expression de la fonction de fiabilité 

��� � f� � 345 � ���hi �j     (1.30) 

La dérivation de ��� � f� donne : 

�#���h�����h� � ;�� � f� � ji L��hi Mj 345 � L��hi Mj
    (1.31) 

En reprenant l’équation (1.31) et après substitution on obtient : 

�� � f� ji L��hi Mj�  345 � L��hi Mj 
 345 � L��hi Mj � 1 
 \`\a   (1.32) 
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Afin d’alléger la notation posons : 

k � L��hi Mj
      (1.33) 

L’équation (1.33) devient: 

g(k� � lk exp��k� 
 exp��k� � 1 � \`\a    (1.34) 

La structure analytique de l’équation (1.34) est non algébrique du type transcendant. 

L’étude de ses solutions ne peut être effectuée par l’application brutale des méthodes classiques. 

Calculons d’abord 
�m�n��n  

�m�n��n � �lk exp��k� 
 l exp��k� � exp��k�   (1.35) 

                                                 � ��lk 
 l � 1�exp ��k�                                         (1.36) 

Trois cas de figures sont à distinguer : 

1-10-1-1 Equipement en phase de jeunesse :Ce cas de figure est lié à la condition :l o N0,1N. 
Compte tenu de cette hypothèse et k o �� alors q– lk 
 l � 1r 6 0, ce qui induit une stricte 

décroissance de g�k� dans l’intervalleO0, 
∞N. 
Il s’en suit que: g�k� � \`\a � 0 n’admet pas de solution dans l’espace des réels quand le 

paramètre l o N0,1N, ce qui s’interprète économiquement, par la non consistance de la pratique 

de la maintenance préventive pour un équipement lors de la phase de jeunesse. 

1-10-1-2Equipement dit de fatigue :Ce cas de figure est subordonné à la condition :l � 1 � 0.  

Comme conséquence immédiate, on a : 

�m�n��n � ��lk 
 l � 1� exp��k� � �k exp �k 6 0 , u k 9 0 (1.37) 

d’où : g�k� est décroissante uk o ��.On observe une constance du signe de variation de la 

fonction g�k� et donc il y’a absence de solution. 
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D’une manière analogique, au cas précédent la fonction transcendante : g�k� � \`\a � 0,n’est pas 

résolvable dans R quant l � 1et il en résulte que la maintenance préventive n’est pas justifiable 

économiquement pour un équipement de fatigue. 

1-10-1-3Equipement d’usure : 

Il est établi que le matériel d’usure se distingue par l’inéquation :l � 1 9 0 

Dans ces conditions : 

�m�n��n � ��lk 
 l � 1� exp��k� � 0 implique que q– lk 
 l � 1r � 0. 
Ce qui entraîne quek � j� j . 

De plus on sait que
�wm�n��nw �  �l exp��k�. 

Ce qui veut dire que g�k� est concave et possède un maximum global. 

On peut vérifier facilement que u k o  x0, j� j y   on a 
�m�n��n 9 0. 

Sachant que : 

u k o  xj� j , 
∞ y. On a 
�m�n��n 6 0               (1.38) 

On conclut que la fonction g�k� est concave et le point 

 Mzj� j ; �1 
 exp � Lj� j M| est un maximum absolu. 

Si k � 0alorsg�k� �  �1 
 lk exp��k� 
 exp��k� � 0, C'est-à-dire que la fonction g�k� 

passe par l’origine. 

En outre, l’application de la règle de l’Hôpital conduit à : 

limn?�@ g�k� � limn?�@ L�1 
 jn}~��n� 
  }~��n�M � � ��������j
�������� }~��n� � 1� � �1           (1.39) 

La fonction g�k� admet donc pour asymptote horizontale la droite passant par 

l’ordonnéeg�k� � �1. 



Chapitre I             Eléments de la théorie de la fiabilité  

 

26 

 

Résumons les informations obtenues dans le tableau de variation suivant : 

k 0                                                        
j� j                                                         +∞ 

��k��                            +                                                                        - 

��k��� -                                                                      - 

 

 

 

��k�  

�1 
 l exp � �l � 1l " 

 

 

0                                                                                                                       -1 

Tableau 1.2 : Variation de la fonction g(k). 

Graphiquement l’allure générale de la courbe représentative de g(k) est donnée par : 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.14 :Evolution graphique de la fonction g(k). 
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La question demeurant en suspens consiste dans la détermination des deux racines de l’équation  

lk exp��k� 
 exp��k� � 1 � \`\a                       (1.40) 

Il est évident que : 

\`\a � ) 9 0            (1.41) 

Soit une droite horizontale qui coupe, successivement la courbe de g�k� en deux points distincts 

en ce sens que :                                     0 6 \`\a 6 �1 
 l exp L� j� j M                (1.42) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.15 : Représentation graphique de g(k) et 
\`\a � ). 

Par conséquent la fonction q(t) passe par deux extrémum respectivement t1 et t2 cherchons pour 

quelle valeur de t la fonction q(t) atteint un minimum absolu. 

On sait déjà que : 

�b�� ��� �  \a���a��`�\a#��a��\a�\`�`2                                           (1.43) 

En prenant �� comme facteur commun on parvient à : 

�b�� ��� �  \a����a��`�#��a�� ��`�a�
�`2                                               (1.43) 
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Or ;�����e 
 ����� 
 1 � g�k�(1.44)  

d’où 

 

�b�� ��� �  \a�m�n���`�a�
�`2                                                            (1.45) 

Afin de faciliter l’étude des signes de la dérivée q(t), considérons le graphe de la fonction 

auxiliaireg�k� et subdivisons son domaine de définition � �  O0, 
∞N en trois intervalles, chacun 

d’eux caractérisé par l’invariance dusigne de la dérivée g��k� : 
i) Si k o O0, k Nalors g�k� 6 \`\a, ce qui implique que g��k� 6 0 et donc g�k� est 

décroissante. 

ii)  Si o Ok , k�N , alors g�k� 9 \`\a , ce qui entraine  g��k� 9 0 et d’où g�k� est croissante 

iii)  Si k o Ok�, 
∞Nalors g�k� 6 \`\a, ce qui implique que g��k� 6 0 et par conséquent 

g�k� est décroissante. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.16 : Représentation de la fonction du coût moyen par composant et par unité de temps. 

Il ressort de l’analyse du comportementgéométrique de q(t) qui passe par un minimum que ce 

mode de maintenance préventive possède un intérêt économique pour le cas d’un matériel 

d’usure. 

q(t) 

t t0 t1 0 
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Les points d’intersection de g�k�  et de g�k�� sont les deux solutions de l’équation 

transcendante : 

�lk 
 1� � L1 
 \`\aM exp ��k�                                           (1.46) 

Données par k1 et k2(voir la Figure 1.17) 

Evidemment on doit choisir la plus petite racine : 

k � ����hi �j, ce qui entraine�R �  f 
 �j√k (1.47) 

qui correspond au  minimum de q(t) et indique par conséquent la périodicité optimale des 

opérations de maintenance préventive. 

Figure 1.17 : Solution graphique de l’équation transcendante (1.46). 

 

Une correspondance graphique entre les différentes fonctions auxiliaires est établie pour saisir la 

signification des solutions trouvées (figure 1.18). 

y1=  βw+1 

y2=L1 
 \`\aM exp ��k� 

y1 y 2 

w 
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t0 

 

 

 

 

 

 

a. Evolution du coût moyen de la maintenance par composant et par unité de temps. 

 

 

 

 

 

 

 

b.  Evolution du signe de 
�b�����  

 

 

 

 

c. Solution graphique de l’équation transcendante. 

Figure 1.18 : Détermination comparative de la solution graphique de la périodicité optimale de 

la maintenance préventive : to. 

q(t) 

t 
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Parallèlement à la solution graphique du problème de détermination de la périodicité optimale de 

la maintenance préventive, il est possible aussi de se rabattre sur les méthodes d’analyse 

numérique, en utilisant des programmes informatiques fiables fondés sur le logiciel MATLAB et 

cela pour trouver l’optimum de la fonction économique du coût moyen de la maintenance par 

composant et par unité de temps. 

Tenant compte de la relation (1.25), l’indice de performance de la fonction du coût moyen de la 

maintenance par composant et par unité de temps vaut : 

( )
( ) p d d

p
p

C C F t
Minq t Min

t

 + =  
                                              

(1.48) 

Par référence, au modèle de Weibull standard, la structure analytique de la fonction 

objectif(1.48), acquiert la forme suivante : 

 

1 exp

( )

i
p d

p
p

t
C C

Minq t Min
t

βγ
η

   −   + − −  
     =  

 
 

                                      

(1.49) 

 

1-10-2 Relation entre le coût de la maintenance préventive et le coût de défaillance : 

Partant des observations empiriques cumulées, les spécialistes maintenanciers ont remarqué que 

la fonction du coût de défaillance par unité de temps, connaît une décroissance, lorsque la 

fréquence des actions de maintenance préventive est élevée, tandis que la fonction du coût de la 

maintenance préventive se trouve soumise, évidemment, à une augmentation et vice versa. 

L’évolution concomitante du comportement géométrique des deux catégories de coût de la 

maintenance préventive et du coût de défaillance à savoir cp et cd est illustrée par la (Figure1.20). 
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Figure 1.19 : Périodécité optimale de la maintenance préventive :Top. 

Remarquons que la périodicité optimale entre les actions de la maintenance préventive est 

determinée par la minimisation de la fonction du coût total de la maintenance par unité de temps 

CT, soit : 

0
T

0

( ) ( )

C

( ) ( )

T

p d

T
T

T

C f t dt C f t dt

T f t dt tf t dt

∞

∞

+
=

+

∫ ∫

∫ ∫
                                                       

(1.50) 

où 

i- Cp  est le coût de la maintenance préventive.  

ii- Cd  est lecoût de défaillance.  

iii- T est l’intervalle de temps entre les actions de la maintenance préventive 

iv- t est la variable aléatoire de l’avènement des défaillances. 

v-  f(t) est la fonction de densité de probabilité. 
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En supposant que le modèle Weibull standard soit valide, alors l’indice de performance (1.50) 

devient : 

11

0
11

0

exp exp

exp exp

T

p d

T
T T

T

t t t t
C dt C dt

MinC Min
t t t t

T dt t dt

ββ β β

ββ β β

γ γ γ γ
η η η η

γ γ γ γ
η η η η

−−∞

−−∞

        β − − β − − − + −        η η        =  
       β − − β − − − + −        η η        

∫ ∫

∫ ∫
     

(1.51) 

 

En considérant certaines hypothèses on montre que le temps optimum entre les interventions 

préventives est défini par l’égalité [27] : 

.T Rη γ= +
                                                                                   

(1.52) 

 

où R dépend du rapport entre le coût de défaillance Cd et le coût de la maintenance préventive Cp 

et de la valeur du paramètre de forme β. 

Dans le but de faciliter les calculs requis, l’expert en maintenance Dodson Bryan a pu mettre au 

point, une solution tabulée pour la détermination de la périodicité optimale de la maintenance 

préventive (Annexe Tableau 1). 

 

1-10-3 Non correspondance entre l’optimum du coût total de la maintenance et le 

minimum du coût moyen de la maintenance par composant et par unité de temps : 

Il paraît que la meilleure façon de procéder pour montrer la non correspondance entre le 

minimum du coût moyen de la maintenance par composant et une unité de temps (Figure 1.16) et 

le minimum du coût total de la maintenance consiste dans la méthode graphique qui va nous 

permettre de corroborer le fait que les périodicités optimales pour les deux indices de 

performance (1.50), (1.51), sont distinctes l’une de l’autre Figure (1.20). 
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Figure 1.20 : Noncorrespondance entre la périodicité optimale t0 du coût moyen par composant 

et par unité du temps q(t) et la périodicité optimale Top du cout total de la maintenance par unité 

du temps CT. 

Il est clair que les deux périodicités optimales correspondant au minimum du coût moyen par 

composant et par unité du temps q(t) et au minimum du coût total de la maintenance par unité du 

temps CT, respectivement,�� �  f 
 �j√k  et opT Rη γ= + ne coïncident évidemment pas. Cela 

s’explique par le fait que la périodicité optimale  des opérations de maintenance préventive 

Coût total de la maintenance par unité du temps 

Minimum 
global 

Coût de la maintenance 
préventive 

Coût de défaillance  S
ys

tè
m

e 
de

 c
oû

t p
ar

 u
ni

té
 d

e 
te

m
ps

  

q(t) 

0 t 

Temps séparant les interventions de la maintenance préventive  

Temps séparant les interventions de la maintenance 
préventive  

Coût moyen de la maintenance par 
composant et par unité du temps 

t0 

Top 

Minimum global 

Maximum global 

T 



Chapitre I             Eléments de la théorie de la fiabilité  

 

35 

 

dépend des hypothèses émises et de la structure analytique de l’indice de la performance adoptée 

pour le système du coût de la maintenance.  

Ainsi dans le cas où l’on suppose que le changement d’un composant ou d’un dispositif à titre 

préventif à un âge fixe, alors le minimum de la fonction objectif du coût de la maintenance va 

nécessairement changer par conséquent l’abscisse respective la périodicité de la maintenance 

préventive subira également un changement. 

En définitive la périodicité de l’exécution des interventions préventives n’est pas unique mais 

elle est fonction du type de la politique de maintenance préventive mis en œuvre. 

1-10-4 Commentaire : 

Il est important de préciser que l’ensemble des graphes présentés plus haut sont tracés sur la base 

de l’hypothèse de nullité du paramètre d’origine ie  γ = 0. Ces mêmes graphes seront soumis à 

une translation vers la gauche ou vers la droite selon que γ > 0 ou γ < 0. 

Par ailleurs, il est tout à fait paradoxal que dans la pratique du management de la maintenance. 

au sein du secteur industriel américain, comme le confirment trois spécialistes français, 

notamment,  JC Ligeron, A Delage, M Neff ; co-auteurs de l’ouvrage intitulé : la fiabilité en 

exploitation (36), on utilise le modèle Weibull bi-paramétrique, en excluant catégoriquement le 

paramètre d’origine γ .Alors que la connaissance rigoureuse de cette grandeur paramétrique 

représente un préalable à l’estimation, à la fois du paramètre de forme β et d’échelle η , tout en 

faisant subir à la périodicité optimale Top correspondant au minimum du coût total de la 

maintenance CT par unité de temps une translation vers la droite ou vers la gauche selon que γ <0 

ou γ >0. 

1-9-5 Exemple d’application : 

Dans le but de clarifier le mode opératoire de détermination de la périodicité optimale des 

actions de la maintenance préventive, on a jugé utile de traiter un exemple d’application, en 

utilisant, la méthode Dodson Bryan. 

Supposons que le coût de défaillance d’un dispositif vaille Cd = 11000 DA et que le coût de 

maintenance préventive respectif soit égale à 220 DA .Admettons que les paramètres de 

distribution de Weibull standard à partir d’un temps déterminé, jusqu'à l’avènement de l’avarie 

soient égaux à : β = 2, η = 226 jours, γ = 0. 

Il est demandé : 

1- De calculer la périodicité optimale de la programmation des actions de la maintenance 

préventive. 

2- Quel type de maintenance peut-on appliquer lorsque  0 <β< 1, ou bien β = 1. 
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Solution :  

On sait que le rapport entre le coût de défaillance et le coût de la maintenance préventive est égal 

à : 

11000
50

220
d

p

C

C
= =                                                           (1.53) 

Au niveau du (Tableau 1 Annexe), tenant compte du ratio R=Cd/Cp = 50 et de  β = 2.5 la valeur 

correspondante est égale à 0.179. 

En substituant dans la formule (1.53) on obtient : T0 = 0.179 * 226 +0 = 40.45 jours. 

Maintenant abordons la seconde question qui consiste à trouver une solution pour le probléme de 

la maintenance lorsque β < 1 ou bien β = 1 . 

Au fait les pannes précoces subies par le matériel doivent ètre prises en charge dans leur 

integralité par le fabricant. En effet lorsque β < 1  le producteur doit appliquer la méthode du 

deverminage(Burn in) pour neutraliser toute les défaillances qui peuvent se produire pendant la 

période de jeunesse de l’équipement . 

Lorsque β = 1 le matériel subit des pannes du type aléatoire.la maintenance préventive ne peut 

pas être appliquée car n’etant pas justifiée économiquement.Dans ces conditions , il est  possible 

de prendre les dispositions suivantes : 

i- Soit mettre en œuvre un programme d’inspection périodique du matériel.  

ii-  Ou bien appliquer la maintenance prédictive qui consiste à analyser les vibrations et en 

meme temps éffectuer l’analyse des lubrifiants. 

En procédant de cette maniére,non seulement on empéche l’apparition intempéstive des 

défaillances mais aussi on contribue à reduire le coùt total de la maintenance. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre 2                                  Présentation des principaux modèles mathématiques de fiabilité 

 

37 

 

2-1 Principaux modèles mathématiques de fiabilité  

On se propose dans ce qui suit de traiter succinctement les modèles de fiabilité les plus utilisés 

dans la pratique, ce qui nous permettra de situer le modèle Weibull parmi l’ensemble des 

principales lois de survie et de faciliter la comparaison entre leurs caractéristiques distinctives. 

2-1-1Modèle de fiabilité exponentielle : 

La loi de survie exponentielle ���� � exp �
��� est fréquemment utilisée puisqu’elle rend 

compte du cas très général où le taux de défaillance est constant. C’est le seul cas où la moyenne 

des temps de fonctionnement sans défaillance ait une signification car elle ne dépend pas alors de 

l’intervalle de temps considéré. 

Cette loi de survie exponentielle est marquée par sa simplicité qui rend possible certaines 

méthodes de calcul de fiabilité des ensembles en particulier le processus de Markov. 

2-1-2Modèle de fiabilité de Weibull standard : 

La loi de Weibull standard est un modèle à variable déviée .Il présente l’avantage de dépendre du 

décalage à l’origine, � un paramètre de forme dont la valeur est strictement positive et 
 est un 

paramètre d’échelle. 

En vertu de son taux de défaillance, cette loi permet de rendre compte de l’une ou l’autre des 

trois périodes de vie de la courbe en baignoire � � 1 pour les défaillances précoces où le taux 

d’avarie décroît λ(t) ; � � 1 pour les défaillances d’usure où le taux d’avarie���� croit, � � 1 

pour les défaillances de la vie utile qui se distinguent par un taux constant. La loi exponentielle 

est donc un cas particulier (� � 1) du modèle Weibull. 

2-1-3Modèle normale de fiabilité : 

La loi normale peut rendre compte de la période d’usure d’un équipement. Elle coïncide avec le 

modèle Weibull standard lorsque le paramètre � est voisin de 3. 

Il convient de limiter son usage au cas où la moyenne des durées de vie est grande devant l’écart 

type. 

Le mécanisme de formation des variables aléatoires normales est lié à l’influence d’un grand 

nombre de facteurs aléatoires. 

2-1-4 Modèle de fiabilité du type Gamma : 

La loi gamma est une loi générale dotée de deux paramètres � �� �. Dans des cas particuliers elle 

s’identifie à d’autres modèles : 

� Pour� � 0, on retrouve la loi exponentielle. 

� Pour � entier, on retrouve la loi de Poisson.  
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La loi Gamma joue un rôle important en statistique mathématique et en théorie des processus 

aléatoires (files d’attente, mouvements de stocks,…etc.). 

Les événements aléatoires dont la survenance obéit à cette loi sont variés. 

En plus du processus aléatoire d’apparition des pannes dans un parc de machine, cette loi 

commande d’autres événements de probabilités notamment : 

� Arrivées de véhicules à un point donné dans une route. 

� Arrivées de navires dans un port. 

� Arrivées de camions à un quai de chargement. 

� Arrivées de clients à un guichet. 

� Réception de commandes, portant sur un produit et ainsi de suite. 
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Tableau 2.1 : Caractéristiques mathématiques et statistiques des principaux modèles de fiabilité (a, b, d). 

a). 

     Caractère 

Type 

de modèle  

Fonction de densité de 

probabilité  

Fonction de fiabilité  Fonction de 

répartition  

Espérance 

mathématique  

Ecart type Taux de défaillance  

1 2 3 4 5 6 

Modèle 

exponentiel  

���� � ����� ���� � ���� ���� � 1 
 ���� ���� � 1� � � 1�� ���� � �����
���� � � 

Modèle de 

Weibull 
��� � �
 �� 
 �
 ��� ��!"#$% &'

 ���� � ��!"#$% &'
 ���� � 1 
 ��!"#$% &'

 
����
� � ( 
Γ �1 ( 1�� 

�
� 
*Γ �1 ( 2�� 
 Γ� �1 ( 1��

���� � �
 �� 
 �
 ��� 
 

Modèle 

normal ���� � 1,√2. ��!"#/010 &0
 

 

����
� 
 2 1,√2. ��!"#/010 &03��

4  

 

����
� 2 1,√2. ��!"#/010 &03��

4  

 

���� � ∑ �6768 9� : 

 

� � *∑ ��6 
 :��768 9 
 1  

 ����
�  ;√�< �#�"#/�0

010

=  ;√�< �#�"#/�0
010 3��4
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b). 

                Caractères  

 

Type de  

Modèle 

Fonction de densité de 

probabilité 

Fonction de fiabilité Fonction de répartition 

1 2 3 

Modèle 

 log-normale 

 ou modèle Galton  

���� � 1
,√2. ���>?"#/�0

010  ���� � 1 
 2 1,√2. ���>?"#/�0
010 3��

4  ���� � 2 1,√2. ���>?"#/�0
010 3��

4  

 

 

Modèle  

Gamma 

���� � �@� �� "'
�@Γ���  

Ou 

Γ��� � 2 �@� ���3�AB
4  

 

���� � 1 
 1�@Γ��� 2 C@� �� D'�
4 3C 

 

���� � 1�@Γ��� 2 C@� �� D'�
4 3C 

Si  

� � 0 
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c). 

                Caractères  

 

Type de  

Modèle 

Esperance 

 mathématique  

Ecart type  

 

Taux de défaillance  

4 5 6 

Modèle 

 log-normale 

 ou modèle Galton  

���� � �EA10
0  � � F���EA;0�0G�;0 
 1H 

���� �  
;√�< ���>?"#/�0

010

1 
 =  
;√�< ���>?"#/�0

010 3��
4

 

 

 

Modèle  

Gamma 

���� � ��� ( 1� � � �√� ( 1 

���� �  
�IJ�@� �@� �� D'

1 
  �IJ�@� = C@� �� D'�4 3C 
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d’où 

2-2 Notions sur le modèle de fiabilité de Weibull standard  

Le modèle Weibull standard est très souple et peut s’adapter avec d’autres lois de fiabilité car 

étant doté de trois paramètres. 

C’est pour cette raison qu’il est universellement utilisé dans les études de fiabilité des 

équipements ou des composants. 

2-2-1La fonction de répartition de la loi Weibull standard est donnée par : 

K�L� �  M 
  N��L#O P �Q
   Si t >O                                                                                               (2.1) 

K�L� �  R                    Si t ≤ O  
 

où : 

1. t  : est le temps ou le kilométrage de survie de la défaillance. 

2. β : est le paramètre de forme. 

3.  P : est le paramètre d’échelle. 

4. O : est le paramètre d’origine. 

Remarquant que β et γ sont deux paramètres continus. l’étendue des valeurs possibles de ces 

paramètres est définie comme suit : 

� β ϵ]0, +∞ [ 

� η ϵ]0, +∞ [ 

� γ ϵ] -∞, +∞ [   

L’existence du paramètre γ dans la structure analytique du modèle Weibull standard lui 

confère le caractère d’un modèle à variable déviée. 

Puisque K�L� est la probabilité cumulée de défaillance alors la fonction de fiabilité est définie 

par : 

R(t) = 1 – F(t)                                                                  (2.2) 

R(t) =N��L#OP �Q
                                                                   (2.3) 
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2-2-2 La densité de probabilité de survie est donnée par : 

f(t) = 
TU�V�

TV  = 
Q P (

L� O P )β-1N��L#OP �Q
pour t >  γ                                                                    (2.4) 

f(t) = 0                                   pour t ≤ γ 

a- Si γ = 0 et β = 1 alors F(t) = 
M P N�Lest la distribution exponentielle qui est un cas 

particulier de la distribution de Weibull standard. 

b- Si β ≥ 3 ; la distribution de Weibull standard se rapproche de la loi normale. 

2-2-3 Le taux d’avarie s’exprime comme suit : 

λ (t) = 
QP  (L� O P )β-1avec t > γ                                                        (2.5) 

2-3 Moments du modèle Weibull standard  

a- L’espérance mathématique ou la moyenne du temps de bon fonctionnement : 

E (t) = MTBF = γ + PΓ (1 + 
MQ )                                                       (2.6) 

où Γ est le symbole de la fonction Eulérien de seconde espèce nommée fonction Gamma. 

Si γ = 0 on a : 

E (t) = ηΓ (1 + 
MQ)                                                                         (2.7) 

b- Variance de la distribution Weibull standard : 

Var (t) = η2[Γ (1 + 
WQ) – Γ2 (1 + 

MQ)]                               (2.8) 

2-4  Signification et influences des paramètres du modèle Weibull standard 

2-4-1 Paramètre d’échelle P : 

Afin de saisir la signification et l’influence du paramètre d’échelle  
 il faut effectuer un 

changement de variable soit :X � ��YZ  d’où � � 
X ( � ainsi la variable t des instants de 

défaillance varie selon la grandeur du paramètre
. Elle subit une extension lorsque 
 a une 

valeur importante. Par contre, lorsque  la grandeur 
 a une valeur réduite, la variable t est 

soumise à une contraction ce qui justifie la dénomination de paramètre d’échelle 
. L’impact 

du paramètre 
 sur la fonction de densité de probabilité f(t) s’exprime par la détermination de 

l’étendue de son étalement sur l’axe horizontal. 
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2-4-2 Paramètre d’origine O : 

Il est établi que sa valeur est inferieure à la composante minimale des instants de défaillances 

soit :[9�6 � �, [ � 1,2, … , 9. 

a- Si � � 0, alors cela veut dire que dès la mise en exploitation, un sous ensemble des 

équipements était avarié. 

b- Si � � 0, cela signifie que l’origine du temps par rapport aux instants de défaillances 

est bien connue et qu’elle coïncide avec les données de la fiabilité opérationnelle. 

c- Si � � 0, alors l’ensemble des équipements étaient en survie complète dans 

l’intervalle ^0, �_. Cela signifie qu’aucun composant ou sous-système n’a subi une 

avarie pendant cet intervalle de temps. 

En guise d’illustration de l’impact du paramètre d’origine, on constate que la courbe de la 

fonction de densité de probabilité f(t) subit une translation vers la gauche lorsque la valeur de 

� est positive et vers la droite quand la valeur de � est négative. 

2-4-3 Paramètre de forme Q : 

Ce paramètre possède une interprétation physique bien précise. La signification exacte 

attribuée au paramètre de forme � dépend de sa valeur. 

1. Si β < 1 et t s’accroît alors le taux de défaillance décroît et le matériel est en période 

de jeunesse. 

2. Si β = 1 le taux de défaillance est constant, on est en présence d’un matériel de 

fatigue. 

3. Si  β > 1et t s’accroît alors le taux de défaillance croit d’une manière exponentielle, 

le matériel est en période d’usure. 

4. Si 1 < β < 2, le taux de défaillance est fortement croissant au début et plus faiblement 

ensuite. 

5. Si β = 2, le taux de défaillance est linéairement croissant. 

6. Si β > 2, le taux de défaillance est faiblement croissant au début puis fortement. 
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Figure 2.1 : Variation du taux de défaillance en fonction du paramètre β. 

2-4-4Modélisation du comportement du taux de défaillance ou courbe en 

baignoire : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.2 : Courbe en baignoire relative à la variation du taux d’avarie. 
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Etant donné que le taux de défaillance décroît pour� � 1, il devient constant pour � � 1 et 

croît lorsque� � 1.De là découle la forme générale de la courbe en baignoire (Figure 2.2) qui 

modélise le comportement général du taux de défaillance d’un matériel quelconque pendant 

toute la durée de son exploitation. 

On distingue trois périodes dans la courbe du taux de défaillance en fonction de l’âge de 

l’équipement. 

� Le premier correspondant à la jeunesse du produit. Les défaillances sont dues à des 

défauts de fabrication ou à des phénomènes à évolution rapide. 

Le taux de défaillance décroît avec l’âge. Cette période a une durée de vie variable 

suivant le produit. Elle s’échelonne entre quelques heures et quelques centaines 

d’heures. 

� La deuxième présente un taux de défaillance sensiblement constant. Elle correspond à 

l’apparition de défaillances provenant de causes très diverses. Cette période 

correspond à la vie utile. Sa durée s’étend de quelques milliers d’heures pour les 

pièces mécaniques à plusieurs centaines de milliers d’heures pour les composants 

électroniques. 

� La dernière est caractérisée par un taux de défaillance croissant. Elle correspond à 

l’apparition des défaillances dues à l’usure ou à la fatigue. 

L’information fournie par le paramètre de forme � joue un rôle capital dans l’orientation 

de la politique de maintenance d’où la nécessité absolue de procéder à son estimation de la 

manière la plus rigoureuse possible. Notons à ce niveau que l’optimalité de l’estimation 

d’un des trois paramètres du modèle Weibull standard est interdépendante avec celle des 

deux autres. 
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B=0.5 

Quant à l’influence du paramètre de forme �, elle s’exerce sur l’ensemble des fonctions liées 

à la fiabilité, notamment celle de la fonction de densité de probabilité de Weibull et du taux de 

défaillance. 

En outre, l’impact des paramètres de forme β s’exerce également sur l’allure de la fonction de 

fiabilité du modèle Weibull standard (Figure 2.3)  ainsi que sur sa fonction de densité de 

probabilité (Figure 2.4). 

 

   Figure2.3 : Impact du paramètre de β sur l’allure de la fonction de fiabilité de Weibull. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.4 : Influence du paramètre β sur l’allure de la fonction de densité de 

probabilité de Weibull standard. 
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1 
R(t) R(t) 

R(t) 

1 
1 

Age (t) Age (t) Age (t) 

Il est à remarquer que ces différentes courbes ont été tracées pour γ = 0. Ces mêmes courbes 

subiront une translation vers la droite si  γ > 0 et vers la gauche si γ < 0. 

2-4-5 Evolution comparative de la fiabilité et du taux de défaillance pendant la 

durée de vie d’un équipement : 

 

 

Période de jeunesse          Période de maturité                              période de vieillesse 

 
Allure du taux de 

défaillance pendant les trois 
Périodes de vie d’un matériel. 

 

 

  

 R(t) 

     

 

 

   

 

 

 

 

        Période de jeunesse Période de maturité  Période de vieillesse 

 

Figure 2.5 : Evolution comparative de la fiabilité et du taux de défaillance pendant les trois 
périodes de vie d’un matériel. 
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2-5 Transformation doublement logarithmique du modèle Weibull 

standard  

Si la durée de vie t suit une loi de Weibull standard,on aura : 

U�L� � M 
 N��L#O
P �

                                                                    (2.9) 

d’où R(t) = 1 – F(t) =N��L#O
P �

                                                        (2.10) 

Introduisons l’opérateur logarithmique népérien il vient : 

ln1– F(t) = - (
L� OP �Q                                                         (2.11) 

où                                    - ln 1– F(t)=�L� OP �Q                                                            (2.12) 

ou bien encore :  

ln 
MM�K�L� =�L� OP �Q                                                              (2.13) 

Prenons une seconde fois l’opérateur logarithmique népérien on trouve : 

ln ln 
MM�K�L� = ln �L� OP �Q                                                      (2.14) 

ce qui donne : 

ln ln 
MM�K�L� = βln ( 

L – OP )                                                       (2.15) 

ou bien : 

ln ln 
MM�K�L� = βln(t – γ) – β                                                  (2.16) 

� Cas oùγ = 0. 

Dans ces conditions l’équation (2.16) devient : 

ln ln 
MM�K�L� = βlnt – βlnη                                                  (2.17) 

β 

β 
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Posons :                                 y =Ln ln 
M

M�K�L� ,  x = lnt,                                                       (2.18) 

on obtient : 

y = βx – βlnt                                                                    (2.19) 

Il existe un papier fonctionnel du type Weibull (Figure 2.6) ou d’Allan Plait (Figure 2.7) dont 

les ordonnées sont proportionnelles à y et graduées en F(t) et les abscisses sont 

proportionnelles à x et graduées en t. Si l’on porte sur ce graphique des points ti, F(t i), ces 

points s’aligneront sensiblement sur une droite, dans l’hypothèse où les durées de vie suivent 

une distribution de Weibull. 

La pente de la droite sera proportionnelle à β et l’abscisse du point d’intersection de la droite 

avec l’ordonnée  y = 0, soit F(t) = 0,632 correspondra au paramètre d’échelle η.  

En effet si                                                  y = ln ln
M

M�K�L� = 0,                                            (2.20) 

on a                                                            ln 
M

M�K�L� = 1                                                       (2.21) 

on bien                                                    ln  1– F(t ) -1 = 1                                                  (2.22) 

d’où                                                           ln1– F(t) =-1                                                     (2.23) 

En prenant l’exponentiel des deux membres, on aboutit à : 

1 – F(t) = N�M                                                    (2.24) 

ce qui implique                            F(t) = 1 – N�M = 1 – 0,368 = 0,632                                 (2.25) 

Ainsi pour y = 0, on a : 

βlnt – βlnη = 0                                                      (2.26) 

d’où :                                                          lnt = lnη                                                           (2.27) 

et donc :                                                       t = η                                                                 (2.28) 
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C'est-à-dire que l’abscisse du point d’intersection de la droite avec l’ordonnée y = 0 sera égale 

au paramètre d’échelle η. Pour faciliter l’utilisation, les graphiques courants portent les 

graduations suivantes : 

� Echelles verticales : A gauche : graduée suivant F(t)%. 

                                             A droite : graduée suivant y=ln ln 
M

M�K�L�. 
� Echelles horizontales : Inferieure : graduée suivant t. 

                                                 Intermédiaire : graduée suivant x=ln(t). 

De plus, ces graphiques comportent soit un axe vertical spécifique à l’évaluation de β ou bien 

un rapporteur d’angle permettant d’estimer le même paramètre. 

 

 

Figure 2.6: Modèle du graphique fonctionnel de Weibull. 

 

 

X= Ln t  (échelle  logarithmique) 

Exp x=t (échelle  linéaire) 

Axe relatif à l’estimation du paramétre de forme β 

Ln
 ln

M
M�

K�L�
 

Variable t (échelle  linéaire) 

F(t) % 
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Figure 2.7 : Modèle du graphique fonctionnel d’Allan Plait. 

y= ln ln
M

M�K�L� 
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2-6 Méthode graphique d’estimation ponctuelle des paramètres du modèle 

Weibull standard    

2-6-1 Exemple d’application relatif au cas oùO=0 : 

a. Type de dispositif : Relais 1 

b. Relevé historique des données de défaillance Ti en nombre d’opérations 

c. Taille de l’échantillon n=20 

d. Estimateur de la fonction de répartition : F(ti)= 
6

7A  

Tableau 2.4 : Données de fiabilité du dispositif : Relais 1. [53]. 

I II 

T i F (ti) Ti F (ti) 

190000 0,048 850000 0,524 

334000 0,095 900000 0,571 

365000 0,143 960000 0,619 

420000 0,190 1102000 0,667 

472000 0,238 1195000 0,714 

589000 0,286 1240000 0,762 

610000 0,333 1303000 0,810 

662000 0,381 1342000 0,857 

792000 0,429 1807000 0,905 

840000 0,476 2063000 0 ,952 

NB : 

Il faut préciser qu’on a considéré trois types de relais : 

•  Relais n°1 du type électromécanique dont les données d’avarie sont exprimées en nombre 

d’opérations effectuées et sont traitées graphiquement, en utilisant le papier fonctionnel de 

Weibull, selon la variante d’Allan Plait. 

• Relais n°2 du type électromécanique dont les données d’avarie sont exprimées en nombre 

d’heures de fonctionnement et sont traitées statistiquement, numériquement au niveau du 

dernier chapitre consacré au traitement computationnel à vérifier des instants de 

défaillance. 
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• Relais n°3 du type électronique (Téléston) dont les données d’avarie sont exprimées en 

nombre de cycles de fonctionnement. 

Remarquons que l’adoption de trois sortes différentes d’unités de mesure par rapport aux trois 

exemples précédents montre clairement que la notion de temps de fonctionnement d’un 

équipement doit être entendue au sens large du terme. 

 

 

Ln
 ln

M
M�

K�L�
 

Figure 2.8 : Représentation sur graphique à échelle fonctionnelle de la distribution de Weibull 
(graphique d’Allan Plait) des données de fiabilité du dispositif : Relais 1. 
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2-6-1-1 Determination du paramétre d’origine γ : 

Après avoir représenté les points relatifs aux données de défaillance d’un échantillon composé 

de vingt relais1 sur le graphique fonctionnel de Weibull, selon la variante d’Allan Plait(Figure 

2.8),on remarque, clairement, qu’ils sont sensiblement rectilineaires.Cela signifie que γ =0 et 

que le  modèle Weibull est entierement valide. 

2-6-1-2 Determination du paramétre de forme β : 

L’arc de cercle gradué sur la partie gauche du papier fonctionnel d’Allan Plait permet de 

d’estimer graphiquement le paramétre d’echelle β , en tracant le rayon paralléle à la droite 

expérimentale d’où β=2.  

2-6-1-3 Determination du paramétre d’èchelle η : 

la valeur du paramétre d’échelle est lue, directement, sur le graphique fonctionnel, du type de 

Weibull ou d’Allan Plait. Elle est égale à l’abscisse, au niveau de l’axe horizontal du point de 

la droite empirique dont l’ordonnée est nulle .En suivant la procédure décrite plus haut on 

trouve  η=950000 opérations. 

2-6-1-4 Determination du temps moyen de bon fonctionnement (M.T.B.F) :  

Le papier fonctionnel du type d’Allan Plait est complété dans la partie superieure par une 

échelle indépendante qui fournit la valeur du ratio : M.T.B.F /η . 

Afin d’obtenir  la valeur M.T.B.F, il suffit d’effectuer une multiplication de ce rapport par la 

valeur de η.Ainsi en lisant sur l’échelle superieure la valeur du ratio M.T.B.F / η 

corréspendant àla grandeur paramétrique β=2 ,on parvient à :    

M.T.B.F / η = 0.88623.                                                  (2.29) 

 

d’où  M.T.B.F =  0.88623 * 950 000  ie  M.T.B.F   =  840 000 opérations. 

Quant à la probabilité de survie du relais1 pour 106 opérations, elle est donnée par la formule : 

R(t) = exp-(t/ η)β                                                     (2.30) 

 

Finalement  R(106)  = 0.313.D’après, cette grandeur le niveau de la fiabilité du système 

relais1 est faible. 
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Tableau 2.5 : Résultats de l’estimation graphique 
                      spécifique au dispositif : Relais 1. 

 

 
 

 

 

 

 

2-6-2 Exemple d’application relatif au cas γ < 0 : 

a. Type de dispositif suivi en fiabilité : Téléston   

b. Relevé historique des données de défaillance Ti en nombre de cycles de 

fonctionnement. 

c. Taille de l’échantillon n=12 

d. Estimateur de la fonction de répartition F(ti)=
6

7A  

Tableau 2.6 : Données de défaillance du système : Téléston. 

 

 

 

 

 

 

 

En reportant les points [Ti ; F (ti)] ; i=1,2,…n. sur le graphique fonctionnel du type Weibull, 

on remarque que l’on obtient une forme géométrique curvilinéaire dont la concavité est 

tournée vers le haut.  

Paramètre  Valeur de l’estimateur  

correspondant 

� 0 

� 2 

η 950 000  opérations 

M.T.B.F 840 000 opérations 

R(t) 0.313 

I II 

T i F (ti) Ti F (ti) 

1 0.076 5 0.384 

1.5 0.115 6 0.461 

2 0.153 8 0.615 

2.5 0.192 9 0.692 

3 0.23 9.5 0.730 

4 0.307 10 0.769 
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Figure 2.9: Détermination graphique ponctuelle des paramètres du modèle Weibull standard 

dans le cas où γ < 0. 

 

2-6-2-1 Determination du paramétre d’origine γ : 

Dans le but d’obtenir une forme affine du diagramme de dispersion N [Ti ; F (ti)] ,il est requis  

d’effectuer une translation de chaque point de la série de Ti ; i=1,2,…n. relative à la courbe 

Cvers la droite, d’une grandeur constante ,on voit que l’allure incurvée initiale se redresse 

pour se transformer en une forme linéarisée. La valeur pour la quelle on parvient à la droite 

(L1) est appelée  le paramètre de repérage noté γ.  

Après avoir effectué, un certain nombre de tentatives de translation adéquate, on est parvenu à 

la grandeur γ = -2 cycles .Cela veut dire que des la réception, une partie du lot des systèmes 

relais 1 était avariée. 

2-6-2-2 Determination du paramétre de forme β : 

A présent pour déterminerβ on commence par tracer la droite (L2) paralléle à (L1) et passant 

par le point η = 1. Ce dernier point appartient à l’axe horizontal intermédiaire. Ainsi 

déterminée, la droite  (L2) coupe l’axe vertical relatif au paramétre d’échelle β et qui passe 

par le point d’abscisse exp(-1) .Le point d’intersection de la droite (L1) avec l’axe vertical β, 

dont l’échelle est - ln ln
M

M�K�L� donne la valeur recherchée du paramètre de forme, soit β = 4 .  

Variable t 

F(t)% 

L1 L2 

γ = - 2 

Le sens de la   

translation 

Axe du paramètre d’échelle 

η 
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2-6-2-3 Determination du paramétre d’èchelle η : 

En ce qui concérne l’estimateur graphique du paramétre d’échelle η ,sa valeur est obtenue au 

niveau de l’intersection de la droite  (L1) avec l’axe horizontal intermédiaire. Dans ce cas, on 

parvient à η = 9.2 cycles. 

2-6-2-4 Determination du temps moyen de bon fonctionnement (M.T.B.F) : 

Sachant que la formule du M.T.B.F est donnée par l’équation : 

 

M.T.B.F = η x + γ                                                   (2.31) 

Par référence au tableau de calcul du M.T.B.F se trouvant dans l’annexe 2, on trouve que la 

valeur de x correspondant à β = 4 est egale à 0.9064 ,ce qui nous améne aprés subtitution à 

l’égalité  : 

M.T.B.F = 9.2 * 0.9064  - 2 = 6.338 cycles                                (2.32) 

De méme ,on sait que la formule de la variance vaut : 

 Var(t) = η * y                                                         (2.33) 

Puisque la valeur de y correspondant à β = 2 donnée par le tableau de calcul du M.T.B.F se 

trouvant dans l’annexe  2 est égale à 0.254 alors : 

Var(t) = 9.2 * 0.254 = 2.337 cycles                        (2.34) 

 
Tableau 2.7 : Résultats de l’estimation graphique ponctuelle 

spécifique au dispositif : Téléston. 

 
Paramètre  Valeur de l’estimateur  

correspondant 

�                    -2 

� 4 

Η 9.2  cycles 

M.T.B.F 6.338 cycles 

Var(t) 2.337 cycles 
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2-6-3 Exemple d’application relatif au cas γ > 0 : 

a.  Type de système suivi en fiabilité : Dispositif. 

b. Relevé historique des données de défaillance Ti en nombre d’heures de 

fonctionnement. 

c. Taille de l’échantillon n= 10. 

d. Estimateur de la fonction de répartition F(ti)=
6

7A  

Tableau 2.8 : Données de défaillance du dispositif : Dispositif. [6]. 

T i 5 15 25 35 45 55 65 75 85 95 

F (ti) 0.091 0.181 0.272 0.363 0.454 0.545 0.636 0.727 0.818 0.909 

 

En représentant le nuage de points N[Ti,F(ti)] ; i=1,2,…n du tableau (2.8).sur le graphique 

fonctionnel du type Weibull standard, on observe une forme géométrique incurvée dont la 

concavité est tournée vers le bas .  

Figure 2.10: Détermination graphique ponctuelle des paramètres du modèle Weibull standard 

dans le cas où  γ > 0.   

C 

L1 
L2 

� =20 

β = 1.5 

Ƞ = 100 

  Le sens de la   

translation 
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2-6-3-1 Determination du paramétre d’origine γ : 

Afin de connaître la valeur du paramètre d’origine γ selon la méthode graphique, il faudrait 

soumettre la courbe C à un mouvement de translation vers la gauche, jusqu’à l’obtention 

d’une forme géométrique correspondant à une droite (L1). 

Après un certain nombre d’essais de redressement de la courbe C d’une manière appropriée, 

la valeur du paramètre d’origine γse fixe à 20 heures.  

2-6-3-2 Determination du paramétre de forme β : 

En procédant de la méme maniére que dans le cas précédent ,on constate que la droite (L2) 

coupe l’axe vertical du paramétre d’échelle ,au point β = 1.5 . 

2-6-3-3 Determination du paramétre d’èchelle η : 

Etant donné que lepointd’intersection de la droite empirique (L1) avec l’axe horizontal 

intermédiaire coincide avec la valeur 100,alors η = 100 heures. 

2-6-3-4 Determination du temps moyen de bon fonctionnement (M.T.B.F) : 

Puisque M.T.B.F = ƞ x + γ et sachant que la valeur de x correspondant àβ = 1.5  vaut 0.9027, 

alors M.T.B.F =  100 * 0.9027 + 20 = 110.27 heurs. 

En outre, on sait que la variance de la variable aléatoire t est donnée par l’equation : 

Var(t) = η * y                                                          (2.35) 

D’après le tableau relatif au calcul du M.T.B.F  se trouvant en annexe 2, la valeur de la 

variable y associée à β = 1.5 vaut 0.613 alors :  Var(t) = 100 * 0.613 = 61.3 heures. 

Tableau 2.9 : Résultats de l’estimation graphique ponctuelle   

spécifique au dispositif : Dispositif. 

 
Paramètre  Valeur de l’estimateur  

Correspondant 

� 20 heures 

� 1.5 

η 100 heures 

M.T.B.F 110.27 heures 

Var(t) 61.3 heures 

 

2-6-4 Commentaire : 

Puisque les estimateurs du paramétre d’échelle dans les trois exemples traités ont des valeurs 

strictement supérieures à l’unité alors les trois dispositifs considérés sont dans la phase de 
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vieillesse qui coincide avec un taux de défaillance croissant,ce qui justifie la mise en œuvre 

d’une politique de maintenance préventive . 

2-6-5 Critique de la méthode graphique d’éstimation ponctuelle des paramétres 

du modèle Weibull standard : 

Il est établi que la structure du papier fonctionnel de Weibull dans sa forme originale est basée 

sur une étude mathématique détaillée .Cela veut tout simplement dire, que toutes composantes 

à caractére geométrique du graphique de Weibull ont une explication mathématique précise. 

Malheureusement, la procédure appliquée pour transformer la forme curvilineaire du 

diagramme de dispersion N[ ti , F (ti) ] dépend, intégralement, de l’habilité de l’opérateur 

maintenancier qui se trouve désormais dépourvu d’un critére du type numérique ou statistique 

lui permettant d’apprécier, éxactement, le degré de linéarisation auquel le nuage de points 

initial, a été soumis.                      

Finalement, la forme affine obtenue après redréssement du nuage de points considéré est 

admise sur la base d’un jugement visuel de l’allure réctilinéaire à laquelle on est parvenue,ce 

qui constitue un défaut majeur de l’éstimation graphique du triplet paramétrique du modèle 

Weibull standard et spécialement la grandeur paramétrique de localisation γ. 

Donc la question qui se pose, avec insistance, consiste à doter cette méthode graphique 

d’estimation ponctuelle d’un critère d’optimalité statistiquement ou numériquement, fondé 

capable d’indiquer le niveau maximum de l’intensité de la liaison linéaire entre les deux 

grandeurs variables, respectivement, ln(ti - γj) et  ln ln
  �a���. Cet important probléme sera 

traité d’une maniére détaillée, dans une étape ultérieure. 

2-6-6 Limite du modèle Weibull standard : 

On doit noter,  qu’à l’exception de la période de jeunesse, le modèle Weibull standard n’est 

pas apte pour rendre compte de la fiabilité d’un logiciel quelconque car le comportement 

géométrique du taux de défaillance correspondant est distinct de celui observé pour les 

équipements du type matériel. 

La différence la plus marquante est que la troisième phase de vie d’un logiciel se caractérise 

par un taux de défaillance non croissant car ce système immatériel est soumis à 

l’obsolescence  et par  conséquent toute politique de maintenance devient sans intérêt. Par 

contre  la période de vie  utile se distingue par des phases où le logiciel en question bénéficie 

de restauration. 
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A l’instar d’un équipement physique, la période de jeunesse d’un logiciel est également 

marquée par la pratique d’un déverminage, c’est-à-dire procéder à un test permettant de 

ramener le composant dans la période de maturité ou de vie utile. 

D’une manière analogue, par rapport aux spécialistes développeurs  de logiciels, le 

déverminage est axé sur la détection et l’élimination de toute sorte d‘erreurs et de buggs dues 

à la défaillance au stade de la conception. 

L’évolution générale du taux de défaillance d’un système logiciel pendant les trois périodes 

qui caractérisent sa durée de vie est représentée par la Figure (2.11). 

 

t 

Figure 2.11 : Illustration graphique du comportement du taux de défaillance d’un logiciel 
pendant toute sa duré de vie. 

 

0 

λ(t) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre 3                                                                           Fondement de la théorie de l’estimation 

 

65 

 

3-1 Position du problème d’estimation  

La loi de distribution d’une variable aléatoire, un modèle de corrélation régression en tant  

qu’illustration de deux types de schémas stochastiques sont caractérisés par un certain nombre de 

paramètres numériques, dont on ignore les valeurs exactes; on  doit juger leur valeur par 

référence aux résultats d’observation. 

Ainsi, si on observe les valeurs aléatoires d’un système aléatoire bi-varié, les résultats obtenus ou 

plus, précisément, les données d’échantillonnage, peuvent être représentés sous la forme : 

�����, ���, �����, ���, … , �
��
, �
� 

Une fonction quelconque de ces résultats d’observation soit : 

��
� � �
���, ���, ���, ���, … , ��
, �
��                              (3.1) 

 

est dénommée statistique : 

Les statistiques sont systématiquement employées pour confectionner des estimateurs des 

paramètres inconnus. 

En guise d’exemple une probabilité relative à un événement quelconque est estimée par la 

fréquence relative des cas favorables sur le nombre total des cas possibles. 

L’inférence statistique est une technique utilisée pour obtenir à partir d’un échantillon tiré d’une 

population mère des estimateurs fiables de certains paramètres de cette population. 

Comme l’échantillon ne fournit qu’une information partielle, ils évident que de tels estimateurs, 

soient  entachés, désormais, d’une certaine marge d’erreurs. 

Il est possible dans une certaine mesure, de contrôler cette marge d’erreur. 

Ces estimateurs peuvent s’exprimer soit d’une manière ponctuelle ou encore mieux par intervalle 

de confiance. 
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3-2 Estimation ponctuelle  

3-2-1 Définition :  

Soit X une variable aléatoire du modèle M(X ;θ )=0, où  θ est un paramètre certain mais de 

valeur inconnue. Nous voulons approcher ce paramètre inconnu  θ.  

Pour réaliser cela, on tire un échantillon de taille n, c’est-à-dire  ���, ��, … , �
� de X. 

Il y a  lieu, alors, de déterminer une statistique permettant d’estimer le mieux possible la valeur 

inconnue du paramètre. 

Le procédé calculatoire s’appelle désormais estimation statistique ou plus précisément estimateur 

pour bien en indiquer la fonction. 

Les valeurs concrètes des estimateurs calculés sur des échantillons distincts seront dispersées 

aléatoirement autour de la vraie valeur du paramètre recherché. 

Un estimateur est donc une variable aléatoire réelle que nous pouvons noter ��.  

La question qui se pose maintenant est de définir les propriétés que doivent satisfaire ces 

estimateurs pour être sures dans sens donné. 

Précisons que lorsqu’un paramètre � d’une population est estimé par un seul nombre, déduit des 

résultats d’observation de l’échantillon, ce nombre est appelé un estimateur ponctuel du 

paramètre inconnu. 

3-2-1-1 Estimateurs sans biais : 

 Un estimateur �� non biaisé est défini tel que : 

���� � � �                                                                    (3.2) 

C'est-à-dire quel que soit le nombre d’observations, son espérance mathématique ���� � est 

identique à la valeur théorique du paramètre inconnu de la population. 

L’écart ∆� ���� �– � donne une mesure du biais de l’estimateur �� au cas où celui-ci est 

incorrect. 
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3-2-1-2 Estimateur asymptotiquement sans biais ou efficace : 

C’est un estimateur �� tel que le biais s’annule quand la taille de l’échantillon n augmente 

indéfiniment. 

lim
�� ���� � � �                                                                 (3.3) 

Il va de soit que tout estimateur sans biais l’est nécessairement asymptotiquement. 

3-2-1-3 Estimateur efficace : 

Pour expliciter la notion d’efficacité d’un estimateur scalaire, considérons un échantillon ��, ��, … , �
 extrait d’une population parente normale : 

���, �, ���� � �√�!" exp �& ��'(�)�") �                                   (3.4) 

de variance ��� � *+,�-� connue et dont la moyenne m est supposée inconnue. On se fixe 

comme objectif la détermination d’un estimateur du paramètre inconnue sur la base des 

réalisations  ��, ��, … , �
. 

Deux estimateurs concurrents sont proposés notamment la moyenne arithmétique : 

�. � �
 ∑ �0
01�                                                                    (3.5) 

et de la demi somme des valeurs extrêmes  de l’échantillon : 

2 � �3456�378�                                                                (3.6) 

On montre que ces deux estimateurs sont à la fois consistants et sans biais. Ce qui rend 

problématique le choix entre ces deux estimateurs. Il semble logique d’adopter le critère selon 

lequel l’estimateur le plus sûr est celui dont la mesure de la dispersion aléatoire par rapport à la 

valeur théorique du paramètre inconnu � lorsqu’on passe d’un échantillon de taille n à un autre 

est la plus petite. Mais afin de calculer l’intensité de la fluctuation d’une variable, aléatoire on 

emploie habituellement la variance. Or on démontre que la dispersion de l’estimateur initial de la 

moyenne m est donnée :  

*+,��� � ")
                                                          (3.7) 
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qui est manifestement inferieure à celle du second estimateur soit : 

*+,�29� � !)")�: ;< �
�                                                   (3.8) 

Il est donc plausible d’adopter le premier estimateur car il possède le minimum de fluctuations 

autour de la véritable valeur du paramètre à estimer, c’est-à-dire : 

*+,��=� > *+,�29�  et  ���=� � ���=� � �                           (3.9) 

Finalement, un estimateur efficace se distingue par un minimum de variance comparativement 

aux autres. 

Notons  que pour être en mesure d’établir qu’un estimateur �� est sans biais, consistant et efficace 

il est impératif de connaître la loi de la distribution parente. Dans ce contexte, si nous supposons 

que la variable aléatoire étudiée X ne suit pas une loi de distribution normale mais une loi de  

densité uniforme, on aurait abouti à un résultat opposé. Cela est dû au fait que la variance dans le 

cadre de cette hypothèse du premier estimateur de la moyenne soit : 

?+,��� � �@345'@378�)��
                                                    (3.10) 

est bien supérieure à celle du deuxième donnée par : 

?+,�2� � �@345'@378�)��
'���
6��                                                  (3.11) 

3-2-1-4 Estimateur convergent : 

Un estimateur �� est dit convergent du paramètre � s’il converge en probabilité vers � lorsque la 

taille de l’échantillon tend vers l’infini. 

Deux conditions sont suffisantes pour qu’une suite d’estimateurs �� converge en probabilité vers 

la vraie valeur du paramètre � : 

a) lim
�� �� ��� � �. 

b) lim
�� ?+,� ��� � 0. 
Par conséquent, l’estimateur  convergent �� est asymptotiquement sans biais. 

Si de plus l’estimateur �� est sans biais alors �� est dit absolument correct. 
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3-3 Nécessité de l’estimateur ensembliste ou par intervalle de confiance  

Il est établi qu’un estimateur ponctuel ne donne aucune information sur le degré de précision de 

l’estimation effectuée. Cela s’explique par le fait que l’erreur possible dans l’estimateur 

engendrée par les fluctuations d’échantillonnage n’est pas connue. 

Afin de savoir le degré de confiance qu’on peut accorder à un estimateur ponctuel unique, il est 

nécessaire de lui associer un intervalle contenant éventuellement la vraie valeur de paramètre 

inconnu avec une certaine fiabilité. 

3-3-1 Définition : 

Partant d’un estimateur  �� d’un paramètre inconnu�, l’estimation par intervalle de confiance 

consiste à déterminer un intervalle dans lequel il est probable que la valeur du paramètre s’y 

trouve. 

Deux limites, l’une inferieure, l’autre supérieure constituent les extrémités de l’intervalle de 

confiance. A ces limites est associée une certaine probabilité �1 & D� de contenir la vraie valeur 

du paramètre inconnu. Symboliquement cela s’écrit de la manière suivante : 

EFG0
H I � I GJKLM � 1 & D                                               (3.12) 

où D est le seuil de risque attribué à l’intervalle de confiance de ne pas englober la vraie valeur 

du paramètre �. 

A remarquer que la construction d’un  intervalle de confiance nécessite la connaissance préalable 

de la distribution d’échantillonnage de l’estimateur correspondant. 

3-3-2 Exemple d’application : 

Une étude de fiabilité portant sur un échantillon de 25 dispositifs mécaniques a montré que la 

série des durées de fonctionnement  entre défaillances consécutives, dans des conditions de 

contrainte déterminées, est distribuée suivant une loi gaussienne de moyenne N. = 240 h et 

d’écart-type OP � 55,2 S. 

On demande d’estimer par intervalle de confiance le temps moyen de bon fonctionnement 

(MTBF) au niveau de confiance de 95%. 
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Le problème posé consiste donc à évaluer à partir de la moyenne des instants de survenances de 

pannes N0; U � 1,2, … , V soit N.=MTBF, un intervalle dans lequel il est vraisemblable que la vraie 

valeur de la moyenne m s’y trouve. 

Cet intervalle est obtenu en déterminant deux limites auxquelles est attribuée une certaine 

probabilité de contenir la vraie valeur de m. 

Par définition cet intervalle est défini par l’équation suivante : 

E�WX & Y I � I  WX Z Y� � 1 & D                                      (3.13) 

qui s’interprète comme étant le probabilité que � [ \WX & Y; WX Z Y]  vaut 1 & D où D est le seuil 

de risque fixé à priori. 

Après avoir prélevé l’échantillon et trouvé l’estimateur ponctuel N. , les extrémités de l’intervalle 

de confiance prendront la forme. 

N. & Y I � I N. Z Y                                                    (3.14) 

Remarquons que N. est une réalisation de WX et que la constante Y calculée à l’aide de l’écart-type 

de la distribution d’échantillonnage  WX et au niveau de confiance �1 & D� choisi au préalable. 

On montre que si on prélève un échantillon aléatoire de taille n d’une population mère normale 

de variance connue alors la distribution de WXsuit une loi normale de moyenne ��WX� de variance                         

                   ?+, �WX� � ^_)
                                                      (3.15) 

D’après le théorème central limite, au cas où la distribution WX est inconnue ou bien si la variance 

de la population est inconnue, un échantillon de taille V ` 30, nous permet de considérer que WX 

suit approximativement une loi de Gauss.  

Par voie de conséquence si on adopte une variable 2 � bX'(^_ √
c  alors la grandeur variable  u suit 

une loi normale centrée réduite. 

Ainsi pour déduire un intervalle aléatoire auquel est associée une probabilité �1 & D� de contenir 

la vraie valeur de m; on détermine Y de façon à avoir :  
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 E�WX & Y I � I  WX Z Y� � 1 & D                                         (3.16) 

En utilisant la variable centrée réduite u l’équation précédente devient : 

&2d) I bX'(^_ √
c I 2d)                                                 (3.17) 

Ceci s’explique graphiquement comme suit : 

 

 

 

 

 

  

 

En multipliant les deux extrémités de la double inéquation par  OP √Vc  on obtient : 

E e&2d) OP √Vc I WX & � I 2d) OP √Vc f                                         (3.18) 

La soustraction du terme  WX de chaque membre donne : 

E e&WX&2d) OP √Vc I � I WX & 2d) OP √Vc f � 1 & D                           (3.19) 

 

Le changement de signe des différents termes de cette équation implique, nécessairement, le 

changement du sens des inégalités d’où  

��2� 

2 &2g�  Z2g�  

0 

�1 & D� 

Figure 3.1 : Test bilatéral d’admission de la valeur du      
paramètre de la moyenne m avec un seuil de risque :α / 2. 
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E eWXZ2d) OP √Vc ` � ` WX & 2d) OP √Vc f � 1 & D                               (3.20) 

autrement dit : E eWX&2d) OP √Vc I � I WX Z 2d) OP √Vc f � 1 & D                                          (3.21) 

qui correspond à la forme : E�WX&I � I WX Z Y� � 1 & D                                                    (3.22) 

ce qui entraîne que :  

Y � 2d) OP √Vc                                                            (3.23) 

Par conséquent l’intervalle de confiance ayant un niveau de confiance �1 & D� d’encadrer la 

vraie valeur de m s’écrit : 

N. & 2d) OP √Vc I � I N. Z 2d) OP √Vc                                           (3.24) 

avec : 2d) � 2h,h�i � 1,96 ( Annexe Tableau 2) de la loi normale centrée réduite) 

En substituant chaque terme de cette inégalité par sa valeur on obtient :  

i- Limite inferieure :  

G0
H � 240 & ��,mn��ii,��√�i � 240 & 21,6384 � 218,3616 p 218 S                  (3.25) 

ii- Limite supérieure : 

 GJKL � 240 Z ��,mn��ii,��√�i � 240 Z 21,6384 � 261,3616 p 262 S                                      (3.26) 

On associe à cet intervalle un niveau de confiance de�1 & D�=95% de contenir la vraie valeur de 

la moyenne m du temps de bon fonctionnement de ce type de dispositif mécanique avec une 

probabilité de 95%. 
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On pense que la grandeur m se situe dans une position quelconque de cet intervalle : 

 

 

 

 

 

3-4 Validité de l’hypothèse d’un modèle de défaillance  

Le traitement des données de fiabilité issues d’un ensemble d’essais en laboratoire ou provenant 

des résultats d’exploitation nécessite l’émission au préalable d’une hypothèse à propos du 

modèle de défaillance  à adopter éventuellement. Dans quelle mesure l’hypothèse émise est-elle 

valable ? 

En fait, on ne peut être formel que par rapport aux hypothèses rejetées. Cela est d’autant plus 

vrai  que le nombre d’observations est faible. Dans ces conditions, la zone de confiance est très 

large et le rejet de l’hypothèse avancée est très rare. Autrement dit si le test n’est pas significatif,  

alors d’autres hypothèses meilleures que celle proposée peuvent exister. 

Afin de réduire le risque d’affirmer des choses erronées on devrait formuler un certain nombre 

d’hypothèses et rejeter celles pour les quelles le test n’est pas significatif. 

La statistique mathématique nous fourrent deux types de tests : 

I) Les tests paramétriques qui ne sont valables que pour un modèle de répartition précis. 

II)  Les tests non paramétriques qui sont applicables pour tous les modèles de répartition. 

3-4-1 Test non paramétrique de Kolmogorov –Smirnov : 

Soit ��N� la fonction de répartition empirique correspondant à un ordre croissant de n 

observations classées selon un ordre croissant et soit F(t) la fonction de répartition théorique. 

On démontre que q
 � r+�|��N0� & t�N0�|  suit une loi de probabilité ne dépendant que de la 

taille de l’échantillon n et cela quelque soit la fonction de répartition théorique F(t). 

 

218 h N.=240 h G0
H  GJKL  

261 h 

 

WX 

Figure 3.2 : Positionnement graphique des deux limites respectivement 
inferieure et supérieure  de l’intervalle de confiance pour la moyenne N. . 
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On peut donc écrire : 

E,uv\r+�|��N0� & t�N0�| > q
g] � 1 & D                                (3.27) 

La valeur q
g est donnée par la Table 3 de Kolmogorov- Smirnov  qui se trouve en annexe. 

De cette façon on a                               q
 w q
,g                                                                   (3.28) 

Ce qui nous ramène à  refuser l’hypothèse du modèle théorique. 

3-4-1-1 Version graphique du test de Kolmogorov- Smirnov : 

Graphiquement le test de Kolmogorov –Smirnov consiste à tracer une zone d’acceptation autour 

de F(t) qui doit contenir les valeurs réelles de Q(t) pour que le modèle théorique soit admis. 

La variation graphique du test de Kolmogorov –Smirnov est fondée sur la double inégalité : 

t�N� & q
,g I ��N� I t�N� Z q
,g                                            (3.29) 

 

 

 

 

 

 

 

 

NB : 

Les divers points correspondant aux valeurs de la loi de répartition réelle Q(t) sont reliés par des 

segments de droite de façon à obtenir un diagramme en escalier. 

3-4-1-2 Test binomial simplifié : 

 Le champ d’application du test binomial simplifié s’étend à toutes les lois  de répartition car 

c’est un test non paramétrique. Étant donné que la version originale du test binomial est basée 

sur une procédure longue, on préfère utiliser une variante approchée qui présente l’avantage 

d’aboutir à des limites plus resserrées que celles données par le test   de Kolmogorov- Smirnov. 

En effet en faisant usage, à la place du terme q
 du test de Kolmogorov – Smirnov, la valeur de  

Figure 3.3 : Forme graphique du test Kolmogorov –Smirnov. 

0 

F(t) 

Q(t) 

N0 

Valeurs de la loi  
de répartition 
réelle  Q(t) 

Valeurs de la 
fonction de 
répartition 
théorique F(t) q
g q
g 

Limite inférieure du test 
Kolmogorov –Smirnov 

Limite supérieure du test 
Kolmogorov –Smirnov 
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la densité de probabilité de la loi binomiale correspondant à la valeur référentielle de la fonction 

de répartition, c’est-à-dire F(t)=0,5 pour une taille n quelconque de l’échantillon soit x�V, 0,5� 

on obtient un test plus sensible que le précédent. 

Le Tableau 4 se trouvant en annexe présente en fonction de n et pour un seuil de signification 

donné D les valeurs de  x�V, 0,5, D� qui s’interprètent dans notre cas comme l’écart théorique 

entre la loi de répartition proposée F(t) et la loi de  répartition réelle Q(t). 

D’une manière similaire au test de Kolmogorov – Smirnov, on montre que l’écart maximal. 

x�V� � r+�|��N� & t�N�|                                                (3.30) 

suit une loi ne dépendant que du seuil de risque et du nombre n d’observations. 

Ainsi on peut écrire, avec niveau de confiance �1 & D�% que : 

E,uv\r+�|��N� & t�N�|] > x�V, 0,5, D� � 1 & D                           (3.31) 

Il s’en suit que le critère de décision est donc le suivant. 

Si on a x�V� > x�V, 0,5, D� au seuil de risque D alors rien ne s’oppose à admettre le modèle 

théorique F(t) proposé : 

3-4-1-2-1 Variante graphique du test binomial simplifié : A l’instar du test de Kolmogorov – 

Smirnov le test binomial simplifié a une interprétation graphique. 

Elle consiste également à tracer une zone dite d’acceptation du modèle théorique F(t) en se 

basant sur la double inégalité. 

t�N� & x�V, 0,5, D� > z�N� > t�N� Z x�V, 0,5, D�                          (3.32) 

qui indique que les deux limites respectivement inferieure t0
H�N� et supérieure tJKL�N� de 

l’intervalle de confiance avec un seul de signification D et qui est sensé contenir l’ensemble des 

points de la fonction de répartition réelle  Q(t) afin que le modèle théorique F(t) soit accepté. 
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On a préféré représenter, simultanément, dans la même Figure 3.4 les deux formes graphiques, 

respectivement, les limites extrêmes du test  binomial simplifié et de  Kolmogorov – Smirnov 

pour montrer, visuellement, que le premier test est plus sensible que le second. 

3-5 Méthode d’estimation du maximum de  vraisemblance 

Comparativement à la méthode d’estimation des moindres carrés et à celles des moments, la 

méthode d’estimation du maximum de vraisemblance conduit à des estimateurs plus sûrs. En 

particulier elle aboutit, certes, à des estimateurs comportant un certain biais, mais 

systématiquement consistent surtout si la taille de l’échantillon est grande. De plus si on impose 

des conditions de régularité à la fonction de densité de probabilité f(x,θ), les estimateurs du 

maximum de vraisemblance θMV sont convergents, asymptotiquement sans biais, 

asymptotiquement normaux et asymptotiquement efficaces. Cependant si la taille de 

l’échantillon étudié est réduite les estimateurs donnés par la méthode d’estimation du maximum 

de vraisemblance perdent partiellement leurs bonnes propriétés initiales. Dans ces conditions 

d’autres méthodes d’estimation, notamment, la méthode des moments, la méthode des moindres 

carrés peuvent être employées. 

 

0 

F(t) 

Q(t) 

N0 

Valeurs de la loi  
de répartition 
réelle  Q(t) 

Valeurs de la 
fonction de 
répartition 
théorique F(t) q
g q
g 

{�
,h.i,g� 
{�V,0.5,D� 

Limite inférieure du test 
Kolmogorov –Smirnov 

Limite supérieure du test 
Kolmogorov –Smirnov 

Limite inférieure 
du test binomial 
simplifié  

Limite supérieure 
du test binomial 
simplifié  

Figure 3.4 : Formes graphiques des tests binomial simplifié 
et Kolmogorov –Smirnov. 
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De plus, la mise en œuvre de la méthode du maximum de vraisemblance nécessite la 

connaissance exacte de la densité de probabilité ou de la loi de probabilité objet d’investigation. 

Ce qui est souvent impossible à réaliser. Afin de contourner cette difficulté on se contente 

d’estimer la densité de probabilité f(x,θ) ou la loi de probabilité P(x,θ) de sorte qu’elle ne 

s’écarte pas trop des modèles réels respectifs dans le but de réduire l’influence négative sur les 

bonnes propriétés des estimateurs du maximum de vraisemblance. Au cas où on observe une 

démarcation entre le modèle aléatoire réel et le modèle aléatoire estimé on obtient des 

estimateurs possédant des propriétés de moindre qualité mais considérés comme stables. 

Sur un autre plan, lorsque le nombre k des paramètres θ1, θ2, …,θk inconnus est grand, les 

estimateurs obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance risquent de perdre leur 

propriété de convergence, ce qui peut être contourné par l’augmentation significative de la taille 

n de l’échantillon. 

Finalement, la méthode du maximum de vraisemblance est plus désirable lors de la construction 

des estimateurs du point de vue du degré de confiance qu’ on doit leur accorder. En pratique, il 

faut reconnaitre que cette méthode nous conduit à résoudre des systèmes d’équations très 

complexes. 

3-5-1 Principe de la méthode du maximum de  vraisemblance : 

Selon la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance, tout estimateur ÔMV du paramètre 

inconnu θ compte tenu des observations x1, x2,…, xn d’une variable aléatoire ξ (suivant une loi 

de probabilité de densité fξ (x,θ) ou de probabilité P(ξ = x) se définit à partir de la condition. 

L (x1, x2, …, xn ; ÔMV) = Max L (x1, x2, …, xn ; ÔMV)                                                   (3.33) 

Où L est la fonction de vraisemblance définie comme étant la densité conjointe des résultats des 

observations indépendantes de la variable étudiée ξ c'est-à-dire du vecteur (x1, x2, …, xn). 

Formellement on a : 

 L (x1, x2, …, xn ; ÔMV) = f(x1, θ) ; f(x2, θ) ; … ; f(xn, θ).                                             (3.34) 

Les valeurs de la fonction de vraisemblance L(x1, x2, …, xn, θ) sont directement proportionnelles 

à la probabilité d’obtenir le système de résultats d’observations (x1, x2, …, xn). Il est donc 

logique de choisir en qualité d’estimateur du paramètre inconnu θ la valeur ÔMV qui rend cette 

fonction de vraisemblance L(x1, x2, …, xn ; ÔMV) maximale pour les valeurs d’échantillonnage 

(x1, x2, …, xn). 
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Dans le cas où les conditions de régularité sont satisfaites, l’estimateur du maximum de 

vraisemblance est la solution de l’équation. 

|�}~,}�,…,}� ; Ô��|�  = 0.                                                                                                    (3.35) 

Si la fonction de vraisemblance contient k paramètres, c'est-à-dire si :      

 L(x1, x2, …, xn ; θ1, θ2, …, θk ) = ∏ ���0 , ��,��,…,���
01� .                                       (3.36) 

alors les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres θ1, θ2, …,θk doivent 

satisfaire les équations : 

���}�,�~,��,…,�����~   = 0 

���}�,�~,��,…,������   = 0                                                                                                            (3.37) 

 

 

       

   
���}�,�~,��,…,������   = 0 

Au cas où la fonction f(x,θ) satisfait certaines conditions de régularité et si l’optimum est atteint 

en un point intérieur du domaine des valeurs possibles de θ, alors les dérivées partielles de la 

fonction L(x1, x2, …, xn ; θk)doivent s’annuler au point ÔMV et par suite, celles du logarithme de 

la fonction de vraisemblance. 

Ln L(x1, x2, …, xn ; θk) = ∑ �� ����1~ }�, �~,��,…,���                                                 (3.38) 

et cela en raison de la monotonie de la relation liant 

 L(x1, x2, …, xn ; θk) à ln L(x1, x2, …, xn ; θk).                                                           (3.39) 

A noter que cette dernière fonction est évidemment plus commode dans la conduite des calculs. 
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� ~√��       �' ∑  �} '        �����~ ���
�1~  

2 

3-5-1-1 Illustration : Cas d’une distribution continue : 

Considérons une variable aléatoire x de densité de probabilité normale soit : 

Q(x,m,δ2) = 
�√��^   ��5�3�²)�²                                                            (3.40)                                             

De moyenne E(x) = m et de variance  

Var(x) = δ2                                                                                                          (3.41) 

On demande de calculer les estimateurs ponctuels du maximum de vraisemblance correspondant 

à m et à δ.2 

Supposons que l’on ait l’échantillon x1, x2, …, xn extrait d’une population parente normale à une 

dimension dont les deux paramètres m et δ2 sont inconnus. 

On sait que la fonction de vraisemblance dans ce cas est de la forme : 

L(X,θ)=L(x1,…, xn ; m, δ2)=
~√���   � –�} –���

��� � ~√�   �'�} –���
��� … ~√��   ��� } –���

���  

                                              � ∏ ~√���  �& ∑ �}&��²���~     �����1~                                                             (3.42)                                                                                                         

Ce qui peut s’écrire autrement : 

L(x1, x2, …, xn ; m, δ2) = (2�δ2)-n/2   �� ∑ �5�3�²87��     2O2                                         (3.43)                 
  

Le logarithme népérien de la fonction de vraisemblance donne : 

Ln L(x1, x2, …, xn ; m, δ2) = - 
�� �� ��- 

�� ln δ2 - 
~��� ∑ �}� &  ����1~ 2                                          (3.44)                   

Dérivons ln L(x i, m, δ2) par rapport à  m et δ2 et annulant les dérivées partielles obtenues, on 

parvient au système de deux équations. 
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�� �� ,� ,…,� ;(;^² ��(  = 

�̂² ∑ �� & ��
01�  =0 

 �� �� ,� ,…,�  ;(;^² ��^²  = 
 �^²  + 

∑ �� '(�87����^² �²  = 0                                                      (3.45)                    

Determinons la solution du sytstéme (3.45). 

La premiére équation : 

~� ∑ �} & ����1~  =0     implique que            ∑ } &  � ���1~  = 0                                       (3.46)                   

 

d’où l’estimateur ponctuel du maximum de vraissemblance de la moyenne m soit : 

mMV = 
∑ }����~�                                                                                 (3.47)                   

La deuxieme équation implique que : 

'
�^²  + 
��^¡ ∑ �� – ��²
01�  = 

'
O2 6∑ �� –(�²87���^¡  = 0                                       (3.48)                    

Ce qui donne – nδ2 + ∑ �} & ��²��1~   = 0                                                                                (3.49)                    

d’où l’éstimateur ponctuel du maximum de vraissemblance de la variance δ2 soit : 

��¢�  = 
~� ∑ �}� – ��²�                                                             (3.50)                   

3-5-2 Application de la méthode du maximum de vraisemblance au modèle Weibull 

standard : 

Partant d’une serie d’observations (t1, t2, …,tn) d’une variable aléatoire T relative au temps de 

défaillance d’un certain équipement et issue de la densité de probabilité du modèle Weibull. 

On suppose que les équipements sont observés dans leur contexte réel d’exploitation et que le 

caractére differentiel des conditions de l’envirronnement soit négligeable.                             

 Soit f(t,θ) la densité de probabilité du modèle Weibull. 

 

β 
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 f(t,θ)�
£¤¥
¤¦     §  ¨ P' ©  ª «��     ��¬' \_� ­® ]  ¯U ° >  N >  Z∞

0                             ¯U & ∞ >  N >  °
²                                                         (3.51)                    

Les paramètres γ, η, β sont les composantes du vecteur inconnu θ. 

Puisque f(t, θ) = 
§  . 

� «��    (t – γ�§'�� ��®« �P – ©�§ 
= 

§ «   (t – γ�§'�� ��®« �P – ©�§ 
        (3.52)                    

alors en posant λ = 
'~³                                                                                                                                            

on peut écrire : 

��N, �� �  Yx�N –  °�§'� �'´�P'©�                                                   (3.53)                   

 

La série temporelle de survenance des défaillances (t1, t2, …, tη) est évidemment assimilable à 

des événements aléatoires indépendants et donc la fonction de vraisemblance s’établit comme 

suit : 

L�ti, γ, β, η� � λβ�t� –  γ�»'�  e'¼�½�'¾�¿ . λβ�t� –  γ�»'�  e'¼�½)'¾�¿ … λβ�t< –  γ�»'�  e'¼�½À'¾�¿
                

(3.54) 

Introduisons les deux opérateurs, respectivement, de produit et de sommation : 

G�NU, , °, x, Á� �  ∏ Yx� 01� N –  °�§'� �'´ ∑ �P   '©�«    87��                                               (3.55)                   

L’usage de l’opérateur logarithmique népérien conduit certes à une équation transcendante 

distincte de la précédente mais n’affecte pas la substance du problème d’optimisation en suspens. 

ln G�NU, , °, x, Á� � V ln °x Z �x & 1� ln ∏ Yx�ÁU�1 N –  °� & Y ∑ �N   & °�xVU�1            (3.56)                           

ou encore 

ln G�NU, , °, x, Á� � V ln ° Z  V ln x Z �x & 1� ∑ ln�NU & °�VU�1 & Y ∑ �N   & °�xVU�1    (3.57)                      
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La question qui se pose, maintenant, consiste à déterminer des estimateurs pour les grandeurs 

paramétriques γ, β, η telle que la fonction de vraisemblance dans sa double version originale 

initiale ou bien logarithmiquement transformée atteigne son maximum absolu, tenant compte des 

contraintes imposées au triplet paramétrique. 

Nous avons donc deux programmes mathématiques non linéaires, logiquement équivalents : 

²r+� � Yx�N  & °�§'��'´�P0 –©�§      
01�Sous les contraintes actives   x w  0, Á w  0, �UV NU w  ° Ë¤Ì

¤Í Î E 

P=r+� ¨V ln Y Z  V ln x Z �x & 1� ∑ ln�NU & °�VU�1 & Y ∑ �N   & °�xVU�1  ª                 (3.58) 

                                           Sous les contraintes actives 

Ï w  0, Á w  0, �UV N� w  ° 

ou bien en faisant apparaitre explicitement le paramètre d’échelle η on obtient : 

² r+� ∏ §  �P  '©  �§'��'�_7 –­® �«       01�Assujetti aux contraintes actives   x w  0, Á w  0, �UV NU w  ° Ò ÎP 

E � r+� ¨V ln � « Z  V ln x Z �x & 1� ∑ ln�NU & °�VU�1 & � «  ∑ �N   & °�xVU�1  ª            (3.59)                  

Sous les contraintes actives      

                                                β > 0,η > 0, min ti > γ 

 

D’après la structure analytique de la fonction objectif Max lnL(t,θ) les conditions de régularité 

sont satisfaites pour autant que les contraintes d’inégalité stricte imposées soient respectées. 

Entamons, à présent, la recherche de l’ensemble des points candidats en annulant le gradient de 

lnL(t,θ) soit :     

   ΔL(t, θ) = 0                                                                (3.60) 
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En détaillant les calculs on obtient : 

�����Ô,���Ï  = 
�Ï + ∑ �� �Ô�  – Õ���1~  - λ∑ �Ô�  – Õ�Ï ��1~  ln(Ô� - γ) = 0                                      

�����Ô,���Ö  = 
�Ö - ∑ �Ô�  – Õ�Ï³�1~  = 0                                                                                      (3.61) 

�����Ô,���Õ  = λβ ∑ �Ô�  – Õ�Ï��1~    -  (β – 1) ∑ �Ô�  – Õ�'~��1~  = 0                                             

              �  ÖÏ∑ �Ô�'Õ�~�Ï���~      - 
Ï'~∑ �Ô�  –Õ����~  = 0                                                                        

Il ressort clairement que les estimations ponctuelles des paramètres β, η, γ sont les solutions du 

système de trois équations transcendantes. 

3-5-2-1 Contraintes calculatoires :  

La résolution du système de trois équations normales (3.61) est une tâche fastidieuse. En 

effet Les deux auteurs M. Schwab et Guy Peyrache reconnaissent que les calculs sont 

extrêmement pénibles pour le cas du modèle Weibull à deux paramètres. Par conséquent les 

calculs seront d’autant plus complexes lorsque le paramètre γ, contrairement à l’hypothèse de 

Cohen, est non nul. 

Etant donné que le système (3.61) n’admet pas évidemment de solutions analytiques, il est 

nécessaire d’appliquer des méthodes appropriées d’analyse numérique. Mais, cela exige au 

préalable la conception d’un algorithme assez complexe car les formes analytiques des équations 

normales du système (3.61) sont du type transcendant.  

On outre, le paramètre de repérage γ ne peut être exprimé que d’une manière implicite, ce qui va 

nous conduire à une interprétation géométrique élémentaire de l’impact de cette grandeur 

paramétrique sur la série des données de défaillance.  

Afin de contourner le caractère fortement laborieux du processus calculatoire requis pour la 

résolution du système d’équations (3.59), on a jugé utile de mettre en place une autre approche 

du problème global d’estimation posé. 

3-5-3 Vers une approche alternative de segmentation du problème global 

d'estimation tridimensionnel : 

La modélisation empirique menée à la fin de notre recherche, du processus de linéarisation de 

l’allure curvilinéaire du modèle Weibull standard soumis à une transformation bi-logarithmique 

a offert l’opportunité de montrer numériquement et géométriquement que la variation du 
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paramètre de localisation est totalement, indépendante aussi bien du paramètre de forme β que du 

paramètre d’échelle η.  

L’exploitation par anticipation, de ce résultat déterminant de notre travail de recherche est la clé 

de la décomposition du problème complexe d’estimation  tridimensionnelle. La raison est toute 

simple en ce sens qu’il devient possible d’évaluer d’une manière isolée, la grandeur   

paramétrique centrale γ indépendamment des deux autres paramètres : La recherche du niveau 

maximum de l’intensité de linéarisation du nuage de points   

N     Ln(ti-γj) ; LnLn
��'×�P0�    ;      i=1, 2, 3,…n.                                                                        (3.62) 

devait impliquer, en toute logique, l’usage de l’outil statistique, largement utilisé, à savoir le 

coefficient de corrélation linéaire de Bravais-Pearson.  

Toute fois l’emploi fiable de cet instrument statique est soumis à certaines conditions qui ne sont 

pas, aisément, satisfaites dans le contexte pratique des études de corrélation. 

Le grand savant statisticien  le nommé R. A. Fisher a opéré un changement de variable adéquat 

qui a permis de lever les contraintes imposées. 

En tout état de cause, le coefficient de corrélation linéaire demeure la pierre angulaire dans la 

structure analytique des deux tests de linéarité de Fisher aussi bien unilatéral que bilatéral. C’est 

la raison pour laquelle on a jugé utile de s’appesantir sur les aspects tant théoriques que pratiques 

de cet instrument statistique, avant de passer, par voie réciproque à l’emploi de la tangente 

hyperbolique dans le but d’obtenir une meilleure estimation du coefficient de corrélation linéaire 

simple, pour ensuite adapter les catégories de tests précédents au cas du modèle Weibull standard 

soumis à une transformation bilogarithmique en utilisant la notion de paramétrage. 

De cette façon, les tests de linéarité de Z-transformée de Fisher ne seront plus ponctuels mais 

évoluant comme une fonction de la valeur du paramètre d’origine °. Dans ces conditions, on 

pourra élaborer quelques variantes d’un programme mathématique non linéaire avec paramétrage 

dont les valeurs modales du paramètre d’origine correspondant à leur maxima permettront 

d’aboutir à une estimation ponctuelle optimale du paramètre de localisation °. 

Une fois résolue, d’une manière isolée la question clé de détermination de l’estimateur ponctuel 

du paramètre d’origine °, on pourra passer à une phase ultérieure qui consiste à chercher les 

estimateurs ponctuels des paramètres respectivement d’échelle η et de forme x et cela sur la base 

de la série corrigée des données de défaillance ti, i=1, 2, …n, en soustrayant de chaque 

composante des instants de défaillance la valeur modale °M soit Ti=ti-°M , i=1,2,…n. 
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2 

Par ailleurs, il est possible de montrer que le système d’équations linéaires non homogènes 

obtenues en combinant les observations ti avec la forme bilogarithmiquement transformée du 

modèle Weibull standard est incompatible. Ainsi, il devient nécessaire d’appliquer les techniques 

d’optimisation non linéaire afin de trouver les estimateurs optimaux ponctuels de x et �. 

Plus précisément, en considérant la nouvelle série Ti, soit de se contenter de minimiser la norme 

euclidienne afin d’aboutir à des estimateurs non pondérés de x et �, ou bien, et dans le but de 

perfectionner la qualité des deux estimateurs précédents de minimiser la norme de Legendre. 

Dans les deux cas, on est confronté, seulement, à un système de deux équations correspondant au 

cas particulier du théorème de Fontené-Rouché à savoir le modèle de Cramer. De cette façon, on 

évitera la tâche fastidieuse de résoudre, simultanément, un système de trois équations normales 

du type transcendant dans le but de trouver l’extremum de la fonction du maximum de 

vraisemblance.          

Sur la base de ce qui précède, on peut, par anticipation sur les résultats de développements 

ultérieurs établir les deux relations d’équivalence logique entre trois sortes de programmes 

mathématiques, selon plusieurs variantes possibles. 

Pour des raisons de commodité on se bornera à présenter une importante illustration : 

 

r+� ¨V ln � « Z  V ln x Z �x & 1� ∑ ln�NU & °�VU�1 & � «  ∑ �N   & °�xVU�1  ª Î P1 

    β > 0,η > 0, min ti > γ ; i=1,2,…n ; j=1,2,…m 

 

                        r+� √V & 3|�,N+VSØ�,Ù�°Ú�| ` 1,645   ;  i=1,2,…n,  Û � 1,2 … . � 

           

   P1=     où    Ø�ÙÜ°ÛÝ � ∑ Þ
�P7'©ß� Þ
Þ
 ���à�_7�87�� '�8 ∑ Þ
�P7'©ß� ∑  Þ
Þ
 ���à�_7�87��87��
á∑ FÞ
�P7'©ß�M)'�8FÞ
�P7'©ß�M)87�� â∑ ãÞ
Þ
 ���à�_7�ä)'�8ãÞ
Þ
 ���à�_7�ä)87��

     (3.61) 

 

Min∑
01� åVåV 11&t�P7� & \x lnÜN0 & °ÛÝ Z x ln Á] 
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A présent, en introduisant l’opérateur logarithmique népérien, on obtient une nouvelle  

équivalence logique à (3.62)    

   r+� ¨V ln � « Z  V ln x Z �x & 1� ∑ ln�N0 & °Ú  �
01� & � «  ∑ �N   & °�§
01�  ª            Î  P1 

    β > 0,η > 0, min ti > γ ; i=1,2,…n ; j=1,2,…m  

                        r+� √V & 3|�,N+VSØ�,Ù�°Ú�| ` 1,645   ;  i=1,2,…n,  Û � 1,2 … . � 

  

P1=          où    æ}ç�Õè� � ∑ ���Ô�'Õè� ���� ~~�é�Ô�����~ '~� ∑ ���Ô�'Õè� ∑  ���� ~~�é�Ô�����~���~
á∑ F���Ô�'Õè�M�'~�F���Ô�'Õè�M����~ â∑ ã���� ~~�é�Ô��ä�'~�ã���� ~~�é�Ô��ä����~

                  (3.62) 

Min∑
01� åVåV ��'×�P7� & \x ln�N0 & °Ú� Z x ln Á] 
 

Finalement on est parvenu à segmenter le programme mathématique global d’estimation 

tridimensionnel fondé sur la fonction du maximum de vraisemblance en deux fonctions objectif 

partielles, la première concernant un problème de maximisation de l’intensité de la linéarisation 

du nuage de points :  

 

                              N      ln�NU & °Ú�  ; åVåV ��'×�NU�                                               (3.63) 

 

Tandis que la seconde, elle se rapporte à un problème de minimisation de l’écart quadratique. 

Il est important de noter que le comportement géométrique de l’ensemble de ces trois indices de 

performance (V1), dépend de la variation du paramètre d’origine ° .C’est la raison pour la quelle 

on les appelle, désormais, des fonctions économiques avec paramétrage. 

L’adoption de cette nouvelle approche va donner au problème d’estimation initial dans  sa variante  

segmentée une interprétation intéressante du point de vue de la géométrie analytique. 
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2 

4-1 Genèse du coefficient de corrélation linéaire de Bravais-Pearson  

Soit f(x,y) est la densité de répartition conjointe de deux variables aléatoires normales i e : 

F(x,y) = 
����������	� 
� �����	�
   � –����    – �	  ����������������  �  ������                                  (4.1) 

Où : i)mx est la moyenne arithmétique de la variable aléatoire x. 

ii) my est la moyenne arithmétique de la variable aléatoire y. 

        iii) δx est l’écart type de la variable aléatoire de x. 

IV) δy est l’écart type de la variable aléatoire de y. 

V) rxy est le cinquième paramètre dont dépend la loi normale bivariée. 

La formule donnant la valeur du paramètre rxy sera démontrée par la suite ce qui permettra 

d’en dégager la signification correspondante. Pour cela, calculons la covariance du système 

aléatoire bivarié bidimensionnel (x,y). 

Cov(x,y) = � � �x � mx��y � my�f�x, y�dxdy��������                          (4.2) 

En remplaçant f(x,y) par son expression il vient : 

I =
����������	� � � �� � ����� � ����������� 
� �����	��   ����� �  – �	����������������  �  ����� �               (4.3) 

Le calcul de l’intégraleI  requiert un changement de variables. 

En posant :U =
����√  !�  , on a  x-mx =√2 #$U  ,et  x =√2 #$U+mx                                                              (4.4) 

Posons également : 

V = 
������√���� 	  �  - 	�������������	  � = 

����������� 	  � - 	��������√� √��	                             (4.5) 

En combinant les deux relations (4.4) et (4.5) on obtient :   

V = 
������√�√�� 	  - 	%√��	 - ����� 	√� ��%  ������� 	  �                                                                                      (4.6) 

ou bien :√��   √� �  	  V = y – my - 	√� �  %                                                            (4.7) 

 

2 2 

� � 
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2 

Ce qui conduit à : 

y =√���√� �  	   V + my + 	√� ��%                                                                                  (4.8) 

ety-my =√���√� �  	  V + 	√� ��%                                                                                  (4.9) 

Divisions les deux membres de l’égalité (4.8) par �� 

������  = 
���√� √�� 	 .'�√�  	(���  = √� √� �  	  . ) * √� . 	%                                                    (4.10) 

Ensuite   

����  �� = (√� √� �  	 . ) * √� . 	%)2 = 2(1-r2)V2+4r √� �  	 UV+2r2U2                                        (4.11) 

En remplaçant (4.4), (4.9), et(4.10) dans l’exposant de l’exponentiel de (4.3) on obtient : 

������	 � 2U2 – 2r √�U(√�√� �  	. )+√�. 	%) + 2(1-r2)V2 + 4r√� �  	 UV + 2r2U2  

En développant il devient :  

������	 � 2U2 –4r√� �  	 UV- 4r2U2+ 2(1-r2)V2 + 4r√� �  	 UV + 2r2U2                                          (4.13) 

d’où                        
������	 � 2U2 –2r2U2+ 2(1-r2)V2                                                                                              (4.14) 

En prenant U2 comme facteur commun on a finalement : 

������	  � 2(1-r2)U2- 2(1-r2)V2   ce qui donne :                                                                         (4.15) 

�����	 �����	 �  (U2 + V2) = -(U2 + V2)                                                                                            (4.16) 

Tenant compte de (5), (11), et (18) l’intégrale (3) devient : 

I =
����������	� � � √� ��%�√� ���������� √� � 	�) * 	√� ��%�
��%�) �dUdV                       (4.17) 

Il est parfois utile dans le calcul d’une intégrale double qui s’étend sur un domaine D 

d’utiliser d’autres coordonnées (U,V) à la place des coordonnées cartésiennes (x,y). 

 

2 

(4.12) 

� 

� 

� 
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En fait si les variables (x,y) sont reliées à des coordonnées arbitraires (U,V) par des fonctions 

continues et différentiables de sorte que : 

X = f(U,V) ; y = g(U,V)                                                                                                       (4.18) 

Alors onobtient la formule de M. Ostrogradsky : 

+ ,��, ��-�-�.��  = + /�%, )�-�-� .0(' 1��,��1�%,)�  dUdV                                                   (4.19) 

OùG(u,v) = F  f(u,v) ; g(u,v)                                                                                               (4.20) 

et
1��,��1�%,)� =   

1�1( 1�1'1�1( 1�1'
     étant la Jacobienne des transformations. 

Puisque d’après (6) et (10) on a respectivement        x =√� ��U+mxet  

 y =√���√� �  	   V + my + 	√� ��% alors la Jacobienne du double changement de variables 
est par conséquent: 

1��,��1�%,)� =   

1�1( 1�1'1�1( 1�1'
   = √��� 2√�	�� √���√� � 	      = 2δxδy√� � 	                                        (4.21) 

Maintenant appliquons la formule (4.19) 

ainsi l’intégrale (19) peut s’écrire : 

I =
����������	� � � √���%�√����������� √� � 	�) * 	√���%�
��% �)�2δxδy√� � 	dUdV 

(4.22) 

ou bien : 

I =
�� � � √� ��%�√� ���������� √� � 	�) * 	√� ��%�
��% �)  �dUdV                                               (4.23) 

Ce qui conduit à : 

I =
�����√��	  � � %
�% -% � )
�)-)�������� + 

�	����� � % 
�% -% � 
�)-)��������                 (4.24) 

Calculons l’intégrale   I 1 = � % 
�% -%����                                                                          (4.25) 

On pose z = -u 2                dz = -2udu           du =  
-3��( 
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En substituant dans l’intégrale I1 il vient : 

I 1 = � % 
3 -3��(����  = 
��� � 
3 -3����  = 

��� 
3    =  
��� 
(  

I 1 =  
��� 
(     =  

���  exp-∞ - exp-∞ = 
��� �
56 - 

�
56 = 
���  0-0 = 0                                          (4.26) 

Cela implique que : 

� % 
�% -%����  =  � ) 
�) -)����  = 0                                                                                  (4.27) 

Donc l’intégrale I  se réduit à : 

I = 
�	����� � % 
�% -% � 
�)-)��������                                                                                  (4.28) 

A présent calculons l’intégrale I 2 = � % 
�( -(����                                                             (4.29) 

Appliquons la technique d’intégration par parties.  

On pose : U' = U                      d’où           dU' = Du                                                          (4.30) 

dV = uexp –u2 du       d’où        V= � ( 
�7 � ( -(                                                         (4.31) 

Sachant que :  

V= � ( 
�7 � ( -( = 
���  
�7 � (                                                                                    (4.32) 

alors : 

I 2 =  
���  ( 
�7 � (     + 

�� �  
�7 � ( -(����                                                                       (4.33) 

Le premier terme étant nul, il reste à calculer le second terme  

Soit   I3 = �  
�7 � ( -(����                                                                                                (4.34) 

Posons I3 = 
��I 4d’où      I 4 = �  
�7 � ( -(����                                                                    (4.35) 

Vu la caractéristique de symétrie de l’intégrale, on peut subdiviser l’intégrale indéfinie I 3 en 

deux termes identiques. 

Soit : 

I 4 = �  
�7 � ( -(����  = �  
�7 � ( -(2��  + �  
�7 � ( -(��2                                        (4.36) 
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ou bien : 

I 4 = �  
�7 � ( -(����  =2  �  
�7 � ( -(��8  

Calculons l’intégrale : I 5 = �  
�7 � ( -(��2                                                                     (4.37) 

Indiquons que cette intégral ne peut pas être évaluée par des méthodes élémentaires. Toutefois 

il est possible de procéder de la manière suivante : 

(I 5)
2 = (� 
�( -(��2 )2 = � 
�( -(��2 � 
�9 -(��2                                                                   (4.38) 

envertu du théorème de Fubini, il découle : 

�  -(��2 � 
�( ��2 
�9 -9 = + 
��(  �9  �-( -9.(9                                                          (4.39) 

où le domaine d’intégration Duw est tout le quadrant positif du plan u w. 

Transformons l’intégrale double(4.39) en coordonnées polaires. Pour cela on pose : 

u = r:;< =  ; w = r<>? =                                                                                                      (4.40) 

d’où : 

u2 + w2 = r2:;<� =+ r2<>?� = = r2                                                                                                                                  (4.41) 

ce qui entraine la Jacobienne des transformations : 

-�(,9�-�	,=�  = @-	:;<=-	 -	:;<=-=-	<>?=-	 -	<>?=-=
@                                                                                                      (4.42) 

d’où  : 

-�(,9�-�	,=�  = A:;<= �	<>?=<>?= 	:;<= A = r(cos2θ + sin2
θ) = r                                                           (4.43) 

Tenant compte de la formule de transformation des coordonnées (4.19) il vient : 

(I 5)
2 = + 
��(  �9 �-( -9.(9  = + 
�	-= -	.(9                                                                (4.44) 

        = �  -==B��=B2 � 
�	 -		B��	B2                                                                                             (4.45) 

Or : �  -==B��=B2  = C=D= 
��                                                                                                         (4.46) 
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Afin de calculer � 
�	 -		B��	B2 on effectue un changement de variable.  

Soit :     t = r2d’où     dt = 2r dr     ce qui donne dr = 
-E�	 

En substituant (4.43) et (4.44) dans � 
�	 	-		B��	B2 on parvient à :   

� 
�	 	-		B��	B2  = � 	
�E -E�	EB��EB2  = 
�� � 
�E -EEB��EB2                                                              (4.47) 

Puisque : � 
�E -EEB��EB2  = -
�E                                                                                            (4.48) 

alors : = 
�� � 
�E -EEB��EB2  =- 

�� C
�ED= - 
�� C2 � �D = 

��                                                            (4.49) 

d’où : (I 5 )
2 = �  -==B��=B2 � 
�	 	-		B��	B2  = (

��) (
��) = 

�F                                                          (4.50) 

Prenons la racine carrée de (4.50) on obtient : 

I 5 = G�  -==B��=B2 � 
�	 	-		B��	B2  = √��                                                                                    (4.51)

  

De (4.37) on sait que  I 4 = 2 I5 

alors : I 4 = √�                                                                                                                      (4.52) 

De plus de (4.33) on a   I 3 = 
�� I4    d’où                        I 3 = √��                                              (4.52) 

Finalement : I 2 = 
�� �  
�7 � ( -(����  = √�� (4.53) 

Si on revient à (4.22) on remarque qu’il reste à calculer� 
�)-)����    . 

L’évaluation de cette intégrale peut être effectuée de la même manière que celle employée 

pour le calcul de   I 4= �  
�7 � ( -(����  , et on peut prouver que :� 
�)-)����  = √�       (4.54) 

En substituant chaque terme par sa valeur dans (4.22) il vient : 

I = 
�	����� √�� √� =  

�	��� ����  = 	����                                                                                 (4.55) 

Or d’après (27) I est égal à la covariance de x, y ie : 

Cov(x,y) =	����                                                                                                                (4.56) 

0 
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et en fin de compte on aboutit à: r = 
:;'��,������  qui représente évidemment  la formule donnant le 

coefficient de corrélation linéaire de Bravais Pearson. 

4-1-1 Définition : 

Le coefficient de corrélation linéaire de Bravais-Pearson est donc un simple ratio sans unité, 

mesurant l’intensité de la relation linéaire d’un système de deux variables aléatoires x, y. Au 

numérateur on a la covariance entre x et y, alors qu’au dénominateur on a le produit des deux 

écarts types de x et y. 

4-1-2 Propriétés du coefficient de corrélation linéaire : 

4-1-2-1Premières propriétés : Limites du coefficient de corrélation linéaire  -1 ≤ rxy ≤ +1 

Avant d’entamer la démonstration de cette première propriété, indiquons que le coefficient de 

corrélation linéaire est un corollaire du théorème de Cauchy- Schwarz. 

On va commencer par donner la preuve de l’inégalité de Cauchy- Schwarz. 

4-1-2-1-1Théorème : Inégalité Cauchy-Schwarz. 

 Supposons que deux variable aléatoires x, y possèdent des moments finis de second ordre, 

alors : CH��, ��D   ≤ E(x2) E(y2) 

Le cas d’égalité est réalisé seulement si : P C� I J�D = 1  pour une certaine constante réelle 

λ ; λ KR .P C� I J�D s’interprète comme la probabilité d’occurrence de l’événement y = λ x 

4-1-2-1-1-1 Démonstration : 

Puisque par hypothèse les deux moments finis de second ordre E(x2) et E(y2) existent alors, 

nécessairement, l’existence des deux moments finis de premier ordre E(x), E(y) est assurée. 

Tout d’abord définissons une quantité positive auxiliaire : 

0 ≤ h(λ) = ECJ� � �D   ou λ K R*                                                                                                                      (4.57) 

Après développement on obtient : 

h(λ) = E(λ2x2 - 2λxy + y2)                                                                                                    (4.58) 

Distribuons l’opérateur linéaire de l’espérance mathématique 

h(λ) = λ2E(x2) - 2λE(xy) + E(y2)                                                                                         (4.59) 

Cette expression analytique peut être perçue comme un simple polynôme de second degré en 

λ ou bien comme un cas particulier d’une forme quadratique. 

a-Traitement de h(λ) comme un trinôme de second degré : 

a-1 Inégalité stricte de Cauchy-Schwarz : 

Afin que h(λ) > 0, il faut et suffit que le discriminant réduit soit strictement négatif : 

∆' < 0 ouCH��, ��D   - E(x2) E(y2) < 0  ,  autrement dit CH��, ��D<E(x2) E(y2)                                                                                   
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Dans ces conditions, le signe de h(λ) est identique à celui du coefficient du premier terme soit 

λ
2 qui est strictement positif. 

a-2 Egalité de Cauchy-Schwarz : 

Afin que h(λ) =0, pour une certaine valeur de λ soit λ0 le discriminant réduit  

∆' = CH��, ��D - E(x2) E(y2) = 0                                                                                           (4.60) 

Cela implique l’existence d’une racine double pour h(λ) donné par : 

λ0 = 
H��,��H���                                                                                                                     (4.61) 

En substituant dans E  λ0x-y  = 0     il vient      H LH��,��M�� � � � �N= 0                                                                                      

d’où
H��,   ��H�� �  � � � = 0                                                                                                 (4.62) 

Ainsi l’égalité de Cauchy-Schwarz signifie l’existence d’une relation linéaire entre les deux 

variables aléatoires x, y. Plus précisément les variables x, y sont proportionnelles : 

CH��, ��D - E(x2) E(y2) = 0 ⇒⇒⇒⇒ y = 
H��,��H�� � �                                                                  (4.63) 

Réciproquement, considérons une relation fonctionnelle linéaire entre x, y  

soit  y = λx                                                                                                                           (4.64) 

Maintenant, multiplions, successivement les deux membres de (4.63) par x ensuite par y. 

i) yx = λx2                                                                                                                                                                           (4.65) 

ii)  y2 = λxy                                                                                                                  (4.66) 

Introduisons l’opérateur de l’espérance mathématique. 

iii)  xy = λx ⇒⇒⇒⇒ E(xy) = λE(x2)                                                                                      (4.67) 

iv) y2 = λxy⇒⇒⇒⇒E(y2) = λE(xy)                                                                                       (4.68) 

d’où     E(xy) = 
�J E(y2)                                                                                               (4.69) 

Multiplions le membre gauche de la première équation par le membre correspondant de la 

deuxième équation. On procède de la même façon avec le membre de droite des deux 

équations. 

CH��, ��D  = λE(x2 )
�JE(y2)                                                                                          (4.70) 

d’où       CH��, ��D  = (x2) (y2)                                                                                       

 

Finalement on peut écrire que : 

y = 
H��,��H�� � �⇒⇒⇒⇒CH��, ��D   -  E(x2) E(y2) = 0                                                                 (4.71) 

En conséquence: 

      CH��, ��D=E(x2) E(y2) ⇔⇔⇔⇔ y = λx                                                                          (4.72) 
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Précisons que P λx = y =1 signifie que l’existence d’une relation linéaire entre x et y est un 

événement non pas vraisemblable mais certain. 

a-3 Inégalité de Cauchy-Schwarz : 

Remplaçons x par  x – E(x)  et y par  y – E(y)  dans l’inégalité de  Cauchy-Schwarz      CH��, ��D≤E(x2) E(y2)ce qui entraine : QHC� � H���DC� � H���DR  ≤ HC� � H���D C� � H���D                                            (4.73) 

Tenant compte de la définition de la covariance de x, y on peut écrire : 

Cov2(x,y) ≤ Var(x).Var(y)                                                                                          (4.74) 

Prenons la racine carré des deux membres de (4.74) il vient 

�S;' ��, �� = |S;' ��, ��| ≤ δxδy                                                                                                                  (4.75) 

En divisant (4.75) par δxδy on obtient : 

AS;' ��,������ A ≤ 1 on |	��| ≤ 1      ou bien -1≤ rxy≤ 1 

b-Traitement de la quantité h(λ) comme cas spécifique d’une forme quadratique : 

Afin d’aboutir directement au résultat escompté au lieu de h(λ) on considère une expression 

analytique équivalente : 

Soit :CJ�� � H���� � �� � H����D 
Posons : Q(λ) = CJ�� � H���� � �� � H����D   ≥ 0                                                            (4.76) 

En développant on obtient : 

Q(λ) = CJ �� � H���� � �J�� � H������ � H���� � �� � H����D  ≥ 0                           (4.77) 

Appliquons l’espérance mathématique : 

E Q(λ) = ECJ �� � H���� � �J�� � H������ � H���� * �� � H����D  ≥ 0                     (4.78) 

En se basant sur la signification statistique de chaque terme de EQ(λ) il s’en suit que :   

EQ(λ) = λ2var(x) - 2λCov(x,y) + var(y)                                                                               (4.79) 

Malgré l’existence d’une inconnue unique λ, seulement, il est possible de traiter EQ(λ) 

comme un cas spécial d’une forme quadratique. En effet on peut noter : 

 EQ(λ) = UT VU = C�J     �D U )V	 ��� S;'��, ��S;'��, �� )V	��� W L�J� N ≥ 0                                        (4.80) 

Ou U est le vecteur inconnu et V la matrice des variances covariances. 

En vertu des conditions de Sylvester pour que EQ(λ) ≥ 0 il faut que : 

i) Var(x) > 0                                                                                                              (4.81) 

ii)  X )V	 ��� S;'��, ��S;'��, �� )V	��� X ≥ 0                                                                                 (4.82) 

 

 

2 2 

2 

2 



Chapitre 4 :    Elaboration d’un nouvel estimateur ponctuel du paramètre d’origine du modèle Weibull. 

 

96 

 

2 

2 2 

2 2 

2 2 2 2 2 2 

En développant le déterminant, on obtient : 

Var(x).Var(y) – Cov2(x,y) ≥ 0    d’où l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

Cov2(x,y) ≤Var(x).Var(y)                                                                                           (4.83) 

 Prenons la racine carrée des deux membres de l’inégalité (4.83) il résulte : 

�S;' ��, ��≤  �)V	 ����)V	 ���                                                                       (4.84) 

Puisque par définition Var(x) > 0, Var(y) > 0   alors : 

|	��| = 
|S;'��,��|�)V	 ����)V	 ���≤ 1            ou bien       -1 ≤ rxy ≤ 1        

Remarquons que le signe du coefficient de corrélation linéaire de deux variables x, y est celui 

de la covariance respective. 

4-1-2-2 Deuxièmes propriétés : Invariance par transformation linéaire  

Si les variables aléatoires x, y sont liées par une relation fonctionnelle linéaire. Soit y = ax + b 

alors la valeur absolue du coefficient de corrélation linéaire correspondante est égale à l’unité. 

Démonstration de l’implication : y=ax+b         rxy  =1 

On pose : y = ax+bon a, alors, par définition la covariance de deux variables aléatoires x, y : 

Cov(x,y) = E C� � H���DC� � H���D 
En substituant y par sa valeur il vient : 

Cov(x,y) = E C� � H���DC�V� * Y� � H�V� * Y�D                                                            (4.85) 

               = E C� � H���DCV� * Y � VH��� � YD                                                               (4.86) 

               = E C� � H���DCV� � VH���D                                                                              (4.87) 

En prenant a comme facteur commun on a : 

Cov(x,y) = aEC� � H���DC� � H���D =  aE C� � H���D        d’où   

Cov(x,y) = aVar(x)                                                                              

Par ailleurs le produit des deux écarts types est égal à : 

δxδy = �H C� � H���D    �H C� � H���D      ce qui entraine 

δxδy = �HC� � H���D   �HC�V� * Y� � H�V� * Y�D   
Or δxδy = �H C� � H���D   �HCV� * Y � VH��� � YD                                              (4.88) 

ou bien δxδy = �H C� � H���D    �V HC� � H���D   = �V QHC� � H���D R    
d’où : δxδy= |V|EC� � H���D    autrement dit   δxδy= |V|Var(x)                                   

De (4.60) et (4.65), le rapport du coefficient de corrélation linéaire s’écrit : 

rxy = 
:;'��,����.��  = 

V)V	���|V|)V	��� = Z1ou bien |r   | = 1  

Réciproquement si la valeur absolue du coefficient de corrélation linéaire est égale à 1 alors 

les deux variables aléatoires x, y sont liés par une relation fonctionnelle linéaire. 
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Démonstration de l’implication réciproque :|r     | =1         y=ax+b  

Au départ, en employant des variables centrées réduites on construit l’expression analytique 

suivante : 

 Soit  
���H���
��  - 

\���H���
�� où ε =Z 1                                                                                       (4.89) 

En élevant au carré l’expression (4.89) devient : 

]C��H���D�� � \C��H���D�� ^   = α                                                                                                    (4.90) 

Appliquons l’opérateur linéaire de l’espérance mathématique E. 

E(x) = E ]C��H���D�� � �\C��H���DC��H���D���� * \  C��H���D��   ^                                                           (4.91) 

En se basant sur la signification statistique de chaque terme on note: 

E(x) =
)V	���)V	��� - 2ε:;'��,����.��  + 

\   )V	���)V	���  ou  E(x) =
)V	���)V	��� - 2εrxy+ε

2 )V	���)V	���                                 (4.92) 

Puisque rxy = Z1 alors E(x) = 1- 2ε2+ 1 = 1+1-2 = 0   autrement dit : 

E(x) = E ]C��H���D�� � \C��H���D��   ^ = 0                                                                                     (4.93) 

d'où 
C��H���D�� � \C��H���D�� = 0   ou bien encore   

��H�����  = 
\C��H���D��                                           (4.94) 

Par conséquent il existe une relation linéaire entre x et y. 

4-1-2-3Troisième propriété : 

Si les variables aléatoires x, y sont indépendantes alors la valeur du coefficient de corrélation 

linéaire rxy est nulle, l’inverse n’est pas vrai, sauf dans l’hypothèse où le système 

aléatoire(x,y) obéit à un modèle gaussien. Dans ce cas, la non corrélation des deux variables 

aléatoires normales entraîne également leur indépendance linéaire. 

Démonstration : 

Afin de pouvoir prouver le bien-fondé de la première implication et étant donné que : 

Rxy = :;'��,����.�� = 0 ⇒⇒⇒⇒Cov (x,y) = 0  alors on se limite à montrer que Cov(x,y) = 0 dans 

l’hypothèse où les deux variables aléatoires x, y sont linéairement indépendantes. 

Théorème :  

Si x et y sont deux variables aléatoires indépendantes et g(x), h(y) sont deux fonctions 

univariées alors : 

EC_���. `���D = EC_���D EC`���D                                                                                     (4.95) 

Preuve : 

Par définition, on a : 

EC_���. `���D = � � _���. `���a��, ��-�-���������                                                           (4.96) 
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Puisque x,y sont indépendantes alors   a��, ��=f1(x) . f2(y)                                                (4.97) 

d’où    EC_���. `���D = � � _���. `���a���a���-�-���������                                            (4.98) 

ou encore EC_���. `���D = � _���a���-� � `���a���-���������                                       (4.99) 

or � _���a���-�����  = EC_���Det   � `���a���-�����  = EC`���D                                   (4.100) 

Ainsi on aboutit à :  

EC_���. `���D = EC_���D . EC`���D                                                                                 (4.101) 

Corollaire :  Si x, y sont deux variables aléatoires indépendantes alors  Cov(x,y) = 0 

Preuve : 

On pose :g(x) = x - E(x), h(y) = y - E(y)                                                                           (4.102) 

EC_���. `���D = EQC� � H���DC� � H��DR = Cov(x,y)                                                     (4.103) 

Par référence au théorème (4.95) 

EC_���. `���D = E C_���DHC`��D                                                                                    (4.104) 

En remplaçant g(x) et h(y) par leur valeur respective il vient : 

Cov(x,y) = E C� � H���DHC� � H��D                                                                                (4.105) 

Puisque l’opérateur de l’espérance mathématique est linéaire donc : 

Cov(x,y) = QH��� � HCH���DRQH��� � HCH���DR                                                             (4.106) 

Sachant que les espérances mathématiques E(x), E(y) sont des constantes, il s’en suit que : 

Cov(x,y) = CH��� � H���DCH��� � H��D = 0         

 

(4.107) 

Réciproquement si les deux variables aléatoires x, y sont distribuées suivant une loi normale 

bidimensionnelle et au cas où le coefficient de corrélation linéaire est nul, alors les variables 

x, y sont statistiquement indépendantes si l’on suppose l’existence d’une loi normale bivariée 

à laquelle obéient les deux variables aléatoires x, y et puisque on a supposé que rxy= 0 donc 

l’équation de la fonction de la densité de probabilité bidimensionnelle devient égale à : 

Q(x,y) = 
������� exp 

��� L�������� *  ��������  N                                                              (4.109) 

ou bien : Q(x,y) = 
������� exp 

��� �����  �� �  exp 
��� ������� �                                            (4.110) 

Il est maintenant clair que les variables normales (x, y) de densité (4.109) sont non seulement 

non corrélées mais également indépendantes. 

En effet on peut écrire : 

Q(x,y) = 
���√�� exp 

���������� ���√�� exp 
����������  = Q(x) g(y)                                     (4.111) 

Par conséquent il résulte que : Rxy = 
2����= 0                                                        (4.108) 
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C'est-à-dire que la densité de probabilité du système aléatoire (x, y) est égale au produit des 

densités marginales, ce qui prouve l’indépendance des variables aléatoires (x, y). 

Ainsi, dans le cas d’un système de variables aléatoires normales (x, y) il  est vérifié que leur 

non corrélation entraine également leur indépendance. 

Dans le cas où l’hypothèse de la non normalité de la distribution des variables aléatoires (x, y)  

leur non corrélation n’entraine pas leur indépendance. 

Il peut être question d’une relation fonctionnelle du type parabolique ou une autre forme non 

linéaire entre x et y, ce qui témoigne en faveur de leur dépendance, malgré la nullité du 

coefficient de corrélation linéaire respectif. 

4-1-3 Estimateur ponctuel du coefficient de corrélation linéaire :  
4-1-3-1 Estimateur ponctuel de Bravais-Pearson du coefficient de corrélation linéaire : 

Le coefficient de corrélation linéaire rxy calculé à partir d’un échantillon de taille n, donne une 

estimation ponctuelle du vrai coefficient de corrélation de la population mère noté Pxy. 

On sait que Pxy est défini par le rapport : 

Pxy = 
:;'��,����.��  = 

HQC��H���DC��H���DR�HC��H���D  �HC��H��D                                                                           (4.112) 

     = 
HC����H�����H����H���H���D�HC�  ���H����H ���D�HC�  ���H����H  ���D                                                               (4.113) 

    =   
H�����H���H����H���H����H���H����H��  ���H���H����H  ����H��  ���H���H����H  ��� 

d’où :  

Pxy = 
H�����H���H����H��  � �H  ����H��  � �H  ���                                                                                            (4.114) 

Finalement l’estimateur ponctuel rxy (Bravais –Peason) de Pxy est donné pas la formule: 

rxy = 
�? ∑ �>�>��? ∑ �>�? ∑  �>?>c�?>c�?>c�

G�? ∑ �>�d�? ∑ �>?>c� e?>c�    G�? ∑ �>�d�? ∑ �>?>c� e    ?>c�
                                                          (4.115) 

4-1-3-2 Estimateur ponctuel de Oklin et Pratt du coefficient de corrélation linéaire : 

D’autre part les deux auteurs Oklin et Pratt ont proposé en 1958 une formule permettant une 

estimation ponctuelle  plus rigoureuse du coefficient de corrélation linéaire rxy soit : 

 

rxy = řxyL� * ��ř��?�g�N                                                                                                                                                  (4.116) 
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4-1-3-3 Considérations générales sur l’estimation du coefficient de corrélation linéaire :  

A présent la question qui se pose avec insistance est de savoir de quelle maniére on doit juger 

si la valeur empirique du coefficient de correlation liniéaire rxyest assez grande pour établir 

qu’il existe une corrélation linéaire effective entre les deux variables aléatoires (x, y), c’est-à-

dire que sa grandeur s’écarte d’une facon significative de zero. 

Précisions que le coefficient de correlation lineaire rxy calculé à partir d’un échantillon de 

taille n fournit seulement une estimation ponctuelle du coefficient linéaire de la population 

parente Pxy . 

Il est logique de considérer le paramétre Pxy comme la valeur moyenne de la série des 

coefficients de correlation rxy obtenus à partir de l’ensemble des échantillons de même taille, 

tous prélevés dans une même population mére soit : 

E(rxy) = Pxy avec : E(rxy) = 
h� ∑ ij�kBj IPxy 

où m étant le nombre d’échantillons prélevés. 

Comme la valeur empirique du coefficient de corrélation linéaire rxychange d’un échantillon à 

l’autre alors l’estimateur řxy devient ainsi une variable aléatoire autour de la vraie valeur du 

paramètre Pxy . En fait, nous sommes devant ce qu’on appelle une distribution 

d’échantillonnage de rxy. 

4-1-4 Limite de l’estimateur ponctuel du coefficient de corrélation linéaire :   

Lorsque la distribution du système aléatoire x, y n’obéit pas à une loi normale bivariée, la 

valeur du coefficient de corrélation linéaire rxy est d’autant moins sûre que la taille de 

l’échantillon considéré est réduite. Ainsi la valeur empirique du coefficient de corrélation 

linéaire de Bravais-Pearson  peut ne pas s’écarter de zéro d’une manière significative. 

4-1-5 Réduction du risque d’une estimation ponctuelle défaillante  

Dans le but d’éviter au maximum possible d’aboutir à une estimation ponctuelle erronée du 

coefficient de corrélation linéaire, on peut appliquer deux méthodes statistiques 

complémentaires. 

4-1-5-1 Importance du jugement graphique  

L’usage du coefficient de corrélation requiert une certaine prudence car s’il n’y a pas toujours 

de correspondance entre la tendance du nuage de points et la tendance linéaire du modèle 

adopté, on risque d’aboutir à des résultats erronés. Afin de saisir le bien fondé de ce problème 

reprenons l’essentiel de l‘étude statistique graphique menée par F.J Anscombe(35), tout en 
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donnant des commentaires adoptés. Dans cet article, on voit que le traitement statistique de 

quatre jeux de données conduit à des résultats tout à fait identiques. On n’à pas abouti, 

seulement à une même qualité d’ajustement linéaire exprimée par un coefficient de 

corrélation simple soit : i�l I 0,82 et un  même écart résiduel soit #o I 1,94, mais également 

à une équation de régression linéaire similaire représentant paradoxalement les quatre cas de 

figures distinctes à savoir : y = 0.5x + 3 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
A la vue de ces graphes, on constate que Figure 4.1 illustre une erreur manifeste de 

spécification de modèle qui est de nature parabolique et non pas linéaire. 

Quant à la Figure 4.3, on constate que la droite de régression n’est absolument pas justifiée 

car elle passe par un seul point du diagramme de dispersion. 

Si on considère la Figure 4.4, on remarque un cas de figure où la droite de régression est 

effectivement justifiée car la tendance générale du nuage de points coïncide avec une forme 

rectilinéaire.  

Maintenant si on revient à la Figure 4.2, on constate qu’elle montre le cas d’une relation 

linéaire entre x et y traduite d’une manière non rigoureuse par l’équation de régression en 

raison de l’existence d’un point qui selon toute vraisemblance est aberrant. 

10 

y 

x 
15 5 

5 

15 

Figure :4.1 

10 

y 

x 
15 5 

5 

15 

Figure : 4.3 

10 

y 

x 
15 5 

5 

15 

Figure : 4.2 

10 

y 

x 
15 5 

5 

15 

Figure : 4.4 



Chapitre 4 :    Elaboration d’un nouvel estimateur ponctuel du paramètre d’origine du modèle Weibull. 

 

102 

 

A cet égard, rappelons l’essentiel d’une étude de corrélation menée aux Etats-Unis 

d’Amérique à propos de la relation entre le nombre d’habitants et le nombre correspondant de 

postes de télévision dans neuf villes américaines : 

Denver, Saint Antonio, Kansas City, Seatle, Cincinati, Buffalo, Nouvelle Orleans, Malvoni, 

Holston étude qui a abouti à un coefficient de corrélation linéaire égal paradoxalement 

seulement à 0,43.   

L’introduction des données relatives une dixième ville a conduit à un coefficient de 

corrélation dont la valeur a atteint un seuil 0,995. Cela veut dire que l’augmentation de la 

taille n de l’échantillon étudié d’une unité a induit un accroissement du coefficient de 

corrélation de 56,5%. Dans l’hypothèse d’une distribution normale de x et y, ce nouveau 

coefficient de corrélation devait coïncider avec une dépendance presque linéaire entre  les 

variables objet d’investigation. Il est clair que dans le cas où le système x, y s’écarte d’une loi 

normale, une semblable interprétation du coefficient de corrélation linéaire serait loin d’être 

justifiée. 

Cela s’explique par la présence d’une donnée anormale qui s’éloigne considérablement des 

autres de sorte qu’il est impossible d’estimer l’ensemble des observations comme un 

échantillon homogène issu d’une même population. Devant une telle situation, de quelle 

manière peut-on procéder. 

En fait, les techniques statistiques nous fournissent, heureusement, une méthode d’élimination 

d’un point d’observation à caractère douteux. 

4-1-5-2 Méthode d’élimination des données d’observation douteuses :   

Avant d’entamer le calcul du coefficient de corrélation linéaire, on devrait analyser le 

diagramme de dispersion pour s’assurer du non existence de points aberrants. Si tel est le cas, 

on peut justifier leur existence, seulement, à l’aide des fluctuations aléatoires 

d’échantillonnage ou bien il ya une anomalie dans les conditions de collecte des données 

statistiques. 

En réalité, il est en général, difficile de vérifier si les conditions de recueil des données ont 

subi un changement considérable. 

C’est la raison pour laquelle on fait quasi-systématiquement appel à la méthode statistique 

destinée à résoudre un tel problème. 

En se fixant un seuil de signification s et en cherchant la valeur maximale théoriquement 

permise tu dans (l’annexe tableau 4) soit t�v��w, x� correspondant aux paramètres n, taille de 



Chapitre 4 :    Elaboration d’un nouvel estimateur ponctuel du paramètre d’origine du modèle Weibull. 

 

103 

 

l’échantillon et x I 200s I $% on vérifie si l’inégalité tu z t�v��w, x� est satisfaite ou 

non. 

Au cas où l’inégalité précédente n’est remplie, il s’en suit que l’observation anormale  $�ku {| $�v� doit être éliminée de tout traitement statistique ultérieur. 

Précisons que l’interprétation de la grandeur  s en tant que probabilité d’éliminer à tort la 

donnée douteuse n’est rigoureuse que si l’échantillon des observations est issu d’une 

population gaussienne. 

4-1-5-2-1 Exemple illustratif : 

Considérons un échantillon de données de défaillance d’un bloc mécanique  de locomotive 

électrique : }h I 3000 ��, } I 7000 ��, }� I 9000��  }� I 4000 ��, }� I 11000 ��, }� I 9000�� 

}� I 6000 ��, }� I 10000 ��, }� I 5000��  
}h8 I 17000 ��, }hh I 7000 ��, }h I 8000�� 

Il s’agit, au fait des essais de vieillissement dans des conditions de laboratoire se rapprochant 

le plus possible du régime d’exploitation. A la vu de ces résultats d’observation, on se pose la 

question de savoir si la plus grande valeur soit  }h8 I 17000 �� n’est elle pas une 

conséquence d’adoucissement considérable des conditions des essais. En effet, si nous 

admettons, à tort, cette grandeur, dans l’échantillon nous augmenterons anormalement les 

caractéristiques de fiabilité du système. Ainsi si on se donne un seuil de significations I 0,05 

alorsx I 200s I 10%. 

D’après (l’annexe tableau4) on trouve :t�v��w, x� I t�v��12,10� I 2,387 alors que  

tu I ��������!� I h�888��888��h8 I 2,426 

Où }�  est la moyenne de }k , � I 1,2, … , w et #�est l’écart type de t. 

Puisque V� � V����12,10� il convient d’éliminer la valeur aberrante t�h � I 1700km. Car la 

condition de non rejet de la valeur douteuse soit V� z t����n, Q� n’est pas vérifiée. 

En conclusion l’analyse du diagramme de dispersion devient un préalable  à toute étude de 

corrélation. 
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4-1-6 Estimateurs par intervalle de confiance du coefficient de corrélation 

linéaire : 

Dans l’hypothèse où la distribution conjointe des variables x, y est normale et que la taille de 

l’échantillon n est suffisamment grande, il est possible d’admettre que la distribution de řxy est 

approximativement normale de moyenne égale à la valeur théorique E(rxy) et de variance 

Var(rxy) = 
���	 �?��  . Cependant si la taille de l’échantillon n est petite, l’assimilation de la 

distribution de rxy à une loi de Gauss s’avère très grossière et cela est d’autant plus vrai que |	�� | tend vers  1. 

Tenant compte de ces considérations, on peut déterminer les limites de l’intervalle de 

confiance C	  , 	  Den recourant à la formule : 

r inf,sup ≈ ř  +
ř���ř ��? Z % � ���	 �√?��                                                                                      (4.118) 

où 
% �  est la valeur de la variable centrée réduite normale N(0,1) de sorte que  la vraie valeur du 

coefficient de corrélation rxy appartient à l’intervalle C	   , 	  D avec un niveau de confiance   

(1-α). 

4-1-7 Limite de l’estimateur de coefficient de corrélation linéaire par intervalle de 

confiance   

L’estimateur ensembliste du coefficient de correlation linéaire est donné par la formule 

(4.118).  Toutefois sont usage est assujetti à deux restrictions : 

i) La vraie valeur de rxy ne doit pas être proche de ±1 

ii)  La taille n de l’échantillon doit être suffisamment grande. 

4-1-7 Estimations par intervalle de confiance de la variable Z-transformée de 

Fisher : 

Afin de lever cette double restriction et améliorer par la même la normalité de la fonction de 

densité de probabilité du coefficient de corrélation empirique rxy exprimée par la relation : 

F(r xy) = 
����?��� (1-p2)    (1-r2)     

�  ��7	�     V	<>? 7	���7   	   �                                                             (4.119) 

RA. Fisher a démontré que le changement de variable soit : 

Z = 
�� ℓn  

 ��	      ��	                                                                                                          (4.120) 

�� 

XY 
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inf sup 

Appelé  Z  transformée de Fisher permet de transformer la distribution (4.119) en une 

distribution normale. 

Il a montré parallèlement que la distribution d’échantillonnage de cette nouvelle variable Z est 

avec une très bonne approximation distribuée normalement avec un écart type ne dépendant 

pas de p :  δZ = 
�√?�g                                                                                                          (4.121) 

et de moyenne :   E(Z) =
��ℓn(

��7��7� + 
7��?���                                                                       (4.122) 

Le terme correctif de droite en (4.122) est toujours petit par rapport à l’écart type et donc on peut 

le négliger. Il ne joue un rôle que si on a calculé un grand nombre de coefficients de corrélation 

linéaire et que l’on veuille tirer la valeur moyenne de Z. 

Maintenant, on dispose de tous les éléments qui permettent de construire, au seuil de 

signification α, l’intervalle de confiance C�   , �   D autour de E(Z).  

On a en effet : Zinf < E(Z) < Zsup                                                                                                                                   (4.123) 

En détaillant, on parvient à : 

�� ℓn (
��	��	� + 

	��?��� - (��
�√?�g<E(Z) <

�� ℓn (
��	��	� + 

	��?��� + (��
�√?�g                        (4.124) 

où la variable aléatoire u = 
��H����√?�g  suit une loi gaussienne centrée réduite et (��est la valeur de 

la variable centrée réduite telle que la probabilité que u soit comprise entre- (�� et (��estégale à 

(1-α). 

Indiquons que la variable aléatoire Z =
�� ℓn ( 

��	��	� est tout simplement l’expression 

logarithmique de la fonction argument tangente hyperbolique de rxy, c'est-à-dire 

Z = argth r   ou bien Z=artanh r                                                                                       (4.125) 

Par conséquent, il est possible de transcrire les limites de l’intervalle de confiance pour E(Z) 

de la manière suivante : 

Argth r + 
	��?��� - (��

�√?�g<E(Z) < Argth r + 
	��?��� + (��

�√?�g                               (4.126) 

 



Chapitre 4 :    Elaboration d’un nouvel estimateur ponctuel du paramètre d’origine du modèle Weibull. 

 

106 

 

inf 

inf 

sup 

sup 

4-1-8 Fonction tangente hypergolique de Z-transformée de Fisher et Estimation 

par intervalle de confiance du coefficient de corrélation linéaire: 

Remarquons que R.A Fisher a produit des tables qui facilitent le passage de rxy vers Z et 

réciproquement. De plus, puisque la correspondance de la transformation de Fisher est 

univoque, autrement dit, à une valeur de rxy correspond une seule valeur de Z et inversement. 

Parallèlement les signes de la fonction Z = arth rxy et de son argument rxy coïncident, ce qui 

conduit à  |�| = arth(rxy)                                     

Si l’on détermine un intervalle de confiance pour p à partir d’un coefficient de corrélation 

positif, la limite supérieure de l’intervalle sera plus proche de la valeur observée de rxy que la 

limite inferieure. Par contre, si la valeur de rxy est négative, c’est la limite inferieure de 

l’intervalle de confiance qui sera plus proche de rxy que la limite supérieure. Toutefois au fur 

et à mesure que la taille de l’échantillon s’accroît, l’asymétrie de la distribution de rxy 

diminue. 

A présent dans le but de fixer les extrémités de l’intervalle de confiance autour du coefficient 

de corrélation de la population pxy on doit procéder dans le sens opposé, en allant de Z 

transformé de Fisher vers le coefficient de corrélation empirique rxy. 

Il est possible de tirer à partir de Z transformée de Fisher la valeur de rxy par la résolution de 

l’équation  Z =
�� ℓn ( 

��	��	�                                                                                                  (4.127) 

Prenons l’exponentiel des deux membres de (4.127) on obtient  e2Z =
��	��	                       (4.128) 

Ce qui implique que  e2Z- re2Z = 1+r    ou bien  e2Z-1 = re2Z+r                                         (4.129) 

d’où  r = 

����
���� .Cette formule rend possible la détermination des limites de l’intervalle de 

confiance autour de pxy soit 

��      ��
��      ��< PXY <


��     ��
��     ��                                                           (4.130) 

Sachant que Th Z = 

��
� �

��
� � = 


����
����où Th Z  est la fonction tangente hyperbolique de Z, on 

peut déterminer l’intervalle de confiance autour de la vraie valeur de Pxy, 

soit :   Th Zinf < Pxy < Th Zsup                                                                                                                                          (4.131) 

Exemple : Un échantillon de quarante bus à été suivi en exploitation pour connaitre l’impact 

du coût de maintenance préventive sur le niveau de fiabilité opérationnelle.   
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On a enregistré pour chaque bus le montant alloué à la maintenance préventive pour 20 mois 

de fonctionnement, en même temps, que le niveau de fiabilité opérationnelle observée. 

L’estimation ponctuelle de la corrélation entre ces deux variables a donné : řxy = 0,76. 

On demande d’estimer par intervalle de confiance, le coefficient de corrélation linéaire pxy 

entre ces deux grandeurs variables avec un niveau de confiance de 1- α = 95%. 

La limite inferieure de l’intervalle de confiance pour E (Z) est donnée par :  

Zinf = Argth Z + 
	��?��� - (��

�√?�g                                                                             (4.132) 

d’où : Zinf = 0,996 + 0,0095 – 1,96 . 0,16442  = 1,0055 – 0,322 = 0,6934 

Tandis que la limite supérieure pour E(Z) est donnée par : 

Zsup = Argth Z + 
o �u�h� + (��

�√?�g                                                                            (4.133) 

d'où : Zsup = 1,0055 – 0,322 = 1,3275 

Finalement l’intervalle de confiance autour de  E(Z) est : 

0,6934 < E(Z) < 1,3275 

Maintenant déduisons l’intervalle de confiance pourPxy  

La limite inferieure pour Pxy vaut: 

rinf = 
 ��¡,¢££¤��h ��¡,¢££¤��h = 

 �,¥£¦¦�h �,¥£¦¦�h = 
�,8����,8��� = 0,604 

La limite supérieure pour Pxy est égale: 

rsup = 
§���,¥�¨©��h§���,¥�¨©��h = 

§�,¢©©�h§�,¢©©�h = 
h�,h��8h�,h��8 = 0,869 

En fin de compte l’intervalle de confiance pour Pxy est : 0,604 <Pxy< 0,869 

auquel correspond une probabilité   1- α = 95%  de contenir la vraie valeur de Pxy. 

Ainsi au seuil de signification de α = 5% on peut affirmer qu’il existe une corrélation linéaire 

significative entre la variable du coût de maintenance préventive et celle du niveau de fiabilité 

opérationnelle. 
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4-2 Optimisation non linéaire avec paramétrage et estimation ponctuelle du 

paramètre d’origine du modèle Weibull  

La question qui se pose, maintenant, est de savoir comment à partir  des deux tests de linéarité 

de Z- transformée de Fisher, respectivement, unilatérale et bilatérale de confectionner des 

fonctions objectif appropriées dont les valeurs modales coïncident avec l’estimateur ponctuel  

optimal  du paramètre de repérage γ. 

En réalité, la méthode à suivre consiste, après avoir appliqué les  deux tests de linéarité de Z- 

transformée de Fisher au modèle Weibull standard soumis à une double transformation 

logarithmique, à  les faire changer  de leur forme ponctuelle en une forme carrément 

fonctionnelle, car leur variation respective va dépendre de la variation du paramètre d’origine  

γ . 

 Ainsi, on aboutira à deux sortes de fonctions économiques chacune d’elles, géométriquement  

parlant est caractérisée par une allure concave et  par conséquent ayant un optimum unique 

qui représente, précisément le maximum global. 

4-2-1 Test unilatéral de linéarité de  Z-transformée de Fisher avec    paramétrage 

et estimation ponctuelle du paramètre d’origine: 

Ficher a démontré que lorsque la liaison linière entre deux variables (x, y) est vraisemblable 

alors,  avec un niveau de confiance de  (1-α), l’inégalité suivante est vérifiée : 

√w � 3ª«i}¬w­®�.lª ¯ °±                                                                                               (4.134) 

où «i}¬w­®�.lest la fonction arc tangente hyperbolique du coefficient de corrélation simple 

soit : 

² I «i}¬w­®�.l I h ln ´h�µ¶.·h�µ¶.·¸                                                                                      (4.135) 

et °± est la valeur de la variable : 

° I ¹�º�¹�!»                                                                                                                          (4.136) 

distribuée suivant la loi normale centrée réduite telle que la probabilité que U soit supérieure 

ou égale à la grandeur √w � 3ª«i}¬w­®�.lªvaut (1-α).  

Dans ces conditions, on suppose vraie l’existence d’une liaison linéaire entre x, y.  Par 

exemple si on choisit un niveau de confiance de 95%, Ce qui veut dire qu’on s’est fixé un 
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seuil de risque α=5%, d’où  °± I 1,645 (voir l’annexetableau2 de la  loi de Gauss centrée 

réduite ). 

Pour ce cas de figure, on peut formuler le test unilatéral  de linéarité de Z-transformée de 

Fisher comme suit :√w � 3ª«i}¬w­®�.lª ¯ 1,645                                                           (4.137) 

Si on applique ce test au modèle Weibull standard soumis à une double transformation 

logarithmique et voulant, en même temps, aboutir au maximum de redressement linéaire 

du nuage de points :  ¼ ]ln�}k � ½¾� ; ln hh�À��Á�^, on se trouve désormais confronté à un 

problème d’optimisation avec paramétrage d’où la fonction objectif : 

Â¬$ √w � 3|«i}¬w­®�,l�Ãj
| ¯ 1,645   ; ¾ I 1,2 … . �                                                (4.138) 

où®�l�Ã� I ∑ Äu��Á�ÅÆ
 ÄuÄu ���Ç��Á
ÈÁc� ��È ∑ Äu��Á�ÅÆ
 ∑  ÄuÄu ���Ç��Á
ÈÁc�ÈÁc�
G∑ ÉÄu��Á�ÅÆ
Ê���ÈÉÄu��Á�ÅÆ
Ê�ÈÁc� Ë∑ UÄuÄu ���Ç��Á
W���ÈUÄuÄu ���Ç��Á
W�ÈÁc�

                         (4.139) 

est le coefficient de corrélation linéaire de Bravais-Pearson avec paramétrage . 

La fonction économique (4.138) n’est autre que l’expression du test unilatéral de linéarité  de  

Z- transformée de Fisher avec paramétrage au seuil de risque de α=5%. 

Remarquons que d’un point de vue géométrique cela se traduit par des figures distinctes, la 

première relative au cas où le mode  du paramètre d’origine est positif  alors que la seconde se 

rapporte au cas où le mode de ce même paramètre est  négatif 

4-2-1-1Cas de la valeur modale positive  du paramètre d’origine :γM > 0 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.5 : Test de linéarité Z-transformée de Fisher avec paramétrage s I 5% : ÃÌ � 0. 
0 

L 

ÃÌ � 0 

√w � 3 A«i}¬w­®$,Í dÃ¾eA 
Â¬$√w � 3ª«i}¬w­®$,Í�ÃÂ
ª 

√w � 3 A«i}¬w­®$,Í dÃÎeA I 1,645 

    Ã 

 

Droite de démarcation 
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L 

√w � 3 A«i}¬w­®$,Í dÃ¾eA 
4-2-1-2 Cas de la valeur modale négative du paramètre d’origine : γM <  0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.6 : Evolution du test unilatéral de  Z-transformée de Fisher avec paramétrage au               
seuil de risque s I 5% pour 

Notons que la droite  (L)  représentée par l’équation                                                        indique  

un seuil limite au dessus duquel l’hypothèse de linéarité entre les deux grandeurs variables   

ln�}k � Ãj
,  ÏwÏw hh�À���   est acceptée  et au dessousduquel la même l’hypothèse est rejetée.  

Finalement la valeur modale        est l’estimateur ponctuel optimal du paramètre d’origine du 

modèle Weibull standard.  

4-2-2 Test bilatéral de linéarité de  Z-transformée de Fisher avec  paramétrage et 

estimation ponctuelle du paramètre d’origine : 

Excepté le cas où le paramètre d’origine Ã est nul, la forme du modèle Weibull 

logarithmiquement transformé soit : 

ÏwÏw hh�À��� I Ð ln�} � Ã� � Ð ln Ñ                                                                        (4.140) 

représente une allure curvilinéaire. Le diagramme de dispersion de la série double des 

données opérationnelles : 

]ln�}k , Ãj
 ; ÏwÏw hh�À���^ , � I 1,2, … , w , ¾ I 1,2, … , �                                          (4.141) 

doit, dans ces conditions, subir une translation horizontale dans le sens requis en faisant varier 

la grandeur du paramètre d’origine Ãj  ; ¾ I 1,2, … , � . 

Â¬$√w � 3ª«i}¬w­®$,Í�ÃÂ
ª 

√w � 3 A«i}¬w­®$,Í dÃÎeA I 1,645 

Ã ÃÌ z 0 

ÃÌ z 0. 

√w � 3 A«i}¬w­®$,Í dÃÎeA I 1,645 

ÃÌ 

Droite de démarcation 

0 
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Le critère d’arrêt de ce processus de translation coïncide avec l’aboutissement à un maximum 

de linéarité de la forme  géométrique du  diagramme de dispersion. Ainsi se pose la question 

de mesure non pas statique mais évolutive de l’intensité de la liaison linéaire entre 

ln�}k, Ãj
  Ò} ÏwÏw hh�À���                                                                                                    (4.142) 

Dans ces conditions, il est préférable de faire usage de la Z transformée de Fisher qui offre la 

possibilité de détermination de la tendance linéaire évolutive du nuage de points avec 

intervalle de confiance. 

A chaque nouvelle valeur du paramètre d’origine Ã correspond donc un niveau plus grand 

d’intensité de la relation linéaire entre les deux grandeurs variables                                       

ln�}k, Ãj
  Ò} ÏwÏw hh�À���. 
Chaque nouveau seuil d’intensité de la liaison linéaire entre les variables 

ln�}k, Ãj
  Ò} ÏwÏw hh�À���  coïncide avec une valeur précise de la Z- transformée de Fisher. 

Ainsi la variation du paramètre d’origine Ã implique la variation                                                                               

de la Z-transformée de Fisher de sorte qu’ l’on puisse identifier la relation fonctionnelle 

notée:     

²�Ãj
  I    «i}¬w­®�,l�Ãj
 ; ¾ I 1,2, … , �                                                                     (4.143) 

De la on définit «i}¬w­®�Ãj
; ¾ I 1,2, … , �comme la Z-transformée de Fisher avec 

paramétrage. La fonction «i}¬w­®�Ãj
; ¾ I 1,2, … , �  atteindra son  maximum global une 

fois réalisé le maximum de linéarité du nuage de points : 

Ó Ôln�}k, Ãj
 ; ÏwÏw 11 � Õ�}�Ö , � I 1,2, … , w , ¾ I 1,2, … , � 

A ce stade de notre raisonnement et après avoir établi la position du problème, il s’agit, à 

présent, de passer à une phase ultérieure. En effet, il reste à concevoir une fonction objectif 

tenant compte du test bilatéral de linéarité de Z- transformée de Fisher qui ne sera plus 

constant mais deviendra, également, variable en fonction de la grandeur du paramètre 

d’origine  Ã .En atteignant son maximum, cette fonction économique va nous conduire à un 

autre estimateur ponctuel du paramètre de localisation. Finalement le programme  
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Figure 4.7 : Représentation graphique de  ²�Ãj
ku× ,²�Ãj
�Øl ,²�Ãj
ÙÚÛ en fonction de Ãj 

0 

mathématique, en suspens, peut être formulé de la manière suivante :     

Â¬$ U«iÜ}¬w­ d®�,l�Ãj
e Z µ¶,·�ÅÆ
 �u�h� Z |Ý�
h√u�hW  ;   ¾ I 1,2, . . , �                                (4.144) 

Dans le cas particulier où le seuil de risque est fixé à s I 5%, la fonction objectif exprimée 

en termes du test bilatéral de linéarité de  Z-transformée de Fisher est donnée par : 

Â¬$ ²Þ�ß,ÙÚÛ�Ãj
 I Â¬$ Ôh Ïw Uh�µ¶,·�ÅÆ
h�µ¶,·�ÅÆ
W Z µ¶,·�ÅÆ
 �u� � Z h,��√u�hÖ , ¾ I 1,2, … �         (4.145) 

Les estimateurs du paramètre d’origine sont donc les valeurs modales de Ã correspondant aux 

optima :Â¬$²Þ�ß �Ãj
, Â¬$²�àá �Ãj
, Â¬$²ÙÚÛ�Ãj
. 

En anticipant sur les résultats du traitement numérique des données de fiabilité, on distingue 

les variantes géométriques  suivantes : 

 

4-2-2-1 Cas où la valeur modale de â est positive :âã � 0 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Â¬$ ²�ÃÌ�ÙÚÛ ²�Ãj
 

²�Ãj
�Øl 

ÃÌ � 0 

Ã 

Â¬$ ²�ÃÌ��{Í ²�Ãj
ÙÚÛ 

²�Ãj
ku× 

Â¬$ ²�ÃÌ��wä 
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Figure 4.8 : Représentation graphique  de  ²�Ãj
ku× ,²�Ãj
�Øl ,²�Ãj
ÙÚÛen fonction de Ãj 

 

0 

4-2-2-2 Cas où la valeur modale de âest  négative : âã z 0 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A remarquer que les valeurs modales de Ã relatives aux fonctions objectif 

Max²�Ãj
ku×, Â¬$ ²�Ãj
�Øl ,  Max ²�Ãj
ÙÚÛ sont identiques. Par conséquent l’estimateur 

ponctuel du paramètre d’origine estÃÌ .  

Il  permet un redressement optimal du nuage de points :Ó ]Ïw�}k, Ãj
; ÏwÏw hh�À���^ afin que la 

forme géométrique du diagramme de dispersion correspondant tende le plus possible vers une 

allure rectilinéaire.  

4-2-3 Inverse du test bilatéral de linéarité de  Z-transformée de Fisher avec 

paramétrage et estimation ponctuelle du paramètre d’origine : 

Étant donné que l’on cherche, toujours, à ce que la forme géométrique du nuage de points   

Ó ]Ïw�}k , Ãj
; ÏwÏw hh�À���^   se rapproche le plus possible d’une allure rectilinéaire après 

translation.les fonctions objectif correspondantes formulées sur la base de l’inverse du test 

bilatéral de linéarité de  Z-transformée de Fisher avec  paramétrage, s’expriment comme suit : 

 

i. Max TanhZsup(γj)= Max Rx,y ,sup (γj) 

ii.  Max TanhZmoy(γj)= Max Rx,y,moy (γj) 

²�Ãj� 

ÃÌ z 0 

 Â¬$ ²�ÃÌ �å|æ 

Ã 

²�Ãj
�Øl 

²�Ãj
ÙÚÛ 

²�Ãj
ku× 

Â¬$ ²�ÃÌ��{Í 

Â¬$ ²�ÃÌ��wä 
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Figure 4.9 : Représentation graphique de Tanh Zsup(γj),Tanh Zmoy(γj) ,Tanh Zinf(γj)en fonction de Ãj 

iii.  Max TanhZinf(γj)= Max Rx,y,inf (γj) 

D’après l’analyse statistique et numérique ultérieure et d’un point de vue géométrique 

l’inverse du test bilatéral de linéarité de  Z-transformée de Fisher avec paramétrage donne les 

deux figures respectivement (4.9) et (4.10). A préciser que la fonction tangente hyperbolique 

avec paramétrage notée  Tanh Z(γj) s’identifie au coefficient de corrélation simple avec 

paramétrage désigné par  Rx,y(γj).  

De plus, on doit indiquer qu’il existe une relation biunivoque entre la fonction  

«i}¬w­®�,l�Ãj
 ; ¾ I 1,2, … , �   et la fonction réciproque respective Tanh (γj). Il apparaît 

clairement que les trois valeurs modales correspondant aux maxima des trois courbes relatives 

aux fonctions Tanh Zsup(γj), Tanh Zmoy(γj), Tanh Zinf(γj) sont identiques dans le cas où le mode 

γM est positif ou bien négatif comme le montre les deux figures (4.9), (4.10). Par conséquent, 

l’estimateur ponctuel optimal du paramètre d’origine est égale à γM > 0 pour le cas où la valeur 

modale de Ã  est positive et vaut γM < 0 pour le cas où la valeur modale de γM est négative.     

 

4-2-3-1 Cas où la valeur modale de  â est positive :âã � 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

   Max TanhZsup(γj)= Max Rx,y ,sup (γj) 

 Max TanhZmoy(γj)= Max Rx,y,moy (γj) 

Max TanhZinf(γj)= Max Rx,y,inf (γj) 

 
TanhZmoy(γj)=Rx,y,moy (γj) 

0 
Ã 

TanhZsup(γj)=Rx,y ,sup (γj) 

 

TanhZinf(γj)= Rx,y,inf (γj) 

 ÃÌ � 0 
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Figure 4.10 : Représentation graphique  de  Tanh Zsup(γj), Tanh Zmoy(γj), Tanh Zinf(γj) en fonction de Ãj 
 

4-2-3-2 Cas où la valeur modale de âest  négative : âã z 0 : 

 

 

 

 

 

 

          

 

                                          ÃÌ z 0 

 

 

4-2-4 Méthode de résolution du problème d’optimisation posé : 

De part la structure analytique des fonctions objectif précédentes notamment : 

Max ®�,l�Ãj
 et Â¬$²Þ�ß,ÙÚÛ�Ãj
 j=1,2,3,…,m, la méthode d’approximation successive paraît 

la plus adaptée pour déterminer les points optimaux. 

Toutefois, un problème demeure en suspens et il est relatif à la grandeur du pas 

d’incrémentation qu’on doit adopter pour la conduite des calculs. Il est évident qu’il doit être 

choisi de manière à ce que la valeur modale trouvée coïncide, effectivement, avec le 

maximum  de la fonction objectif et non pas en deçà ou au delà de l’optimum requis. 

En l’absence d’un critère théorique général pour sélectionner le pas d’itération de γ, on a 

effectué une analyse numérique qui nous a permis de constater que la zone de stabilité des 

optima concernant les indices de performance en question correspond à ∆γ = 1. 

 

Tanh Z(γj) 
   Max TanhZsup(γj)= Max Rx,y ,sup (γj) 

 

Max TanhZinf(γj)= Max Rx,y,inf (γj) 

 

0  
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TanhZmoy(γj)=Rx,y,moy(γj) 
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TanhZinf(γj)= Rx,y,inf (γj) 

Max TanhZmoy(γj)= Max Rx,y,mo(γj) 
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5-1 Priorité du traitement des systèmes linéaires non homogène  

Après avoir évalué l’estimateur ponctuel optimal du paramètre d’origine γ et ensuite procéder à 

la correction de  la série des instants défaillances ti ie Ti = ti – γji=1,2,…n ; j= 1,2,…n, on sera 

confronté à un problème de détermination des valeurs des paramètres inconnu respectivement  de 

forme β et d’échelle η. Mais, cela est conditionné au préalable par la solution d’un système 

linéaire non homogène du type incompatible, ce qui nécessite l’usage deces techniques 

d’optimisation approprié. Seulement, afin d’éviter l’application directe et brutale de ces 

techniques, on a jugé utile pour des raisons pédagogiques de traiter d’abord le cas général de la 

solution d’un système linéaire non homogène du type compatible, en faisant appel aux théorèmes 

Fontene-Rouché et de Kronecker-Capelli. Le but essentiel visé consiste à saisir la nuance 

existant entre les solutions approximatives d’un système linéairenon homogène inconsistant et 

celles à caractère exacte d’un système linéaire non homogène consistant.  

5-1-2 Théorème de Fontene- Rouché : 

Considérons le système linéaire non homogène (S) de telle manière que le déterminant Det (R) 

des coefficients des r  premières inconnues dans les r  premières équations soit non nul.  

a11 x1+ ……. + a1r xr+……. + a1p xp= b1 

            ………………………………………………………………..  

S                     ar1 x1+ ……. + arrxr+……. + arpxp= br 

……………………………………………………………….. 

an1 x1 + ……. + anrxr+……. + anpxp= bn 

 

Où les coefficients aij et bi sont donnés dans le corps K (généralement R ou C) et où les xi sont 

des inconnues à valeurs dans K. 

Le système (S) peut s’écrire sous forme abrégée : 

� �����
�
��� 	 
� , i= 1, 2,…n ;   j= 1,2,…p.                                                                   (5.1) 

ou bien, 
1

,
P

j j
j

i

X A B A
=

=∑ étant  les vecteurs colonnes de A.                                                     (5.2) 

ou encore sous forme matricielle     AX = B                                                                              (5.3) 

où A est la matrice des coefficients ���matrice ànlignes et p colonnes, B la matrice des
�, Xcelle 

des inconnues��puisque le système (S) est non homogène donc le vecteur B est non nul.  

Par définition, le rang de la matrice A est nommé rang du système : 
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1 
Det(A) 

1 

Det(A) 

Adj(A) 
Det(A) Adj(A) 

Det(A) 

5-1-2-1 Premier cas de figure : 

Le nombre d’équations est égal au rang du système d’où,  Rang (A) = n alors p ≥ n 

5-1-2-1-1Première variante : 

Rang (A) = n = p.                                                                                                                      (5.4) 

g est alors une application linéaire à la fois. 

(i) surjective :Im (g) = Dim (F) = p = rang (A)                                                           (5.5) 

(ii)  surjective :Det (A) ≠ 0           Range (A) = p                                                           (5.6) 

or Dét (A) ≠ 0             ker (g) = 0                                                                                               (5.7) 

Donc g est de plus bijective et donc la matrice A possède un inverse A-1. 

• Elaboration de la règle de Cramer : 

Supposons que le déterminant Dét (A) de la matrice A ne soit pas nul : Dét (A) ≠  0. 

Multiplions à gauche les deux membres de l’égalité AX = B par la matrice inverse A-1de A, on 

obtient :  A-1 AX = A-1 B                                                                                                            (5.8) 

or : A-1 A = I .où I   étant  la matrice unité, et I X= X. 

de sorte qu’il découle de (5.8) que : X = A-1 B                                                                          (5.9) 

Sachant que la matrice inverse de A est donnée par la formule :  A-1 =                                   (5.10) 

alors : X =                   B                                                                                                           (5.11) 

 

Etant donné que Adj (A) est la transposée de la matrice des cofacteurs, on peut écrire dans le cas 

d’une matrice A d’ordre n = 3. 

 ������
  =                 


���� 
���� 
����
���� 
���� 
����
���� 
���� 
����
      
�     
�     
�

                                                                        (5.12) 

Effectuons la multiplication des matrices dans le second membre : 

������  =                      

�
���� 
�
���� 
�
����
�
���� 
�
���� 
�
����
�
���� 
�
���� 
�
����

                                                                (5.13) 

Egalons les éléments respectifs des matrices colonnes à gauche et à droite, on obtient : 

�� 	 
�
�����
�
�����
�
������� ���                                                            (5.14) 

�� 	 
�
�����
�
�����
�
���� ��� ���                                                            (5.15) 

�� 	 
�
�����
�
�����
�
���� ��� ���                                                            (5.16) 
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On remarque facilement que la première égalité peut s’écrire : 

�� 	 �
��� ��� � 
����

 
��� 
�                                                                        (5.17) 


���� étant dans ��� ��� le cofacteur de���. 
Si on rapproche cette relation (5.17) de ��� ��� 	  � 
����

 
��� ���                                    (5.18) 

Qui tout simplement le développement de��� ���suivant sa première colonne. On voit 

immédiatement que � 
����
 
��� 
� n’est autre que le déterminant d’ordre n en remplaçant dans 

��� ��� la première colonne par la matrice colonne!�. 
 On le désignera parDet (A)1. Par conséquent la valeur de la première inconnue est égale à : 

�� 	 ��� ������� ���                                                                                                                              (5.19) 

avec   ��� �����   

� ���  … �� 
�... ���... … �� ...
 �� … �  

                                                                                       (5.20) 

En général on a : 

�� 	 �
��� � 
����

 
��� 
�∀∀∀∀i = 1, 2, … ,n                                                                                   (5.21) 

Donc la valeur d’une inconnue quelconque vaut: �� 	 ��� ������� ���  i = 1, 2, … , n                        (5.22) 

En désignant par��� ����  le déterminant déduit de ��� ��� par remplacement des coefficients 

de la colonne i par les termes constants de la colonne 
�. 
Les formules �� 	 ��� ������� ���  i = 1, 2, …, n s’appellent formules de Cramer. Elles résolvent dans le 

cas général un système de Cramer. 

Remarquons que les formules de Cramer ont dans le cas général un intérêt plus théorique que 

pratique, elles exigent le calcul de n+1 déterminants et permettent quand le ��� ���n’est pas nul 

de calculer une inconnue du système indépendamment des autres.  

5-1-2-1-1Deuxième variante : 

Rang (A) = n < p                                                                                                                    (5.23) 

Compte tenu de cette hypothèse on a : 

Rang (A) = Dim Im (g) = Dim F = n, autrement dit : Im (g) = F                                           (5.24) 

En conséquence, g est surjective et ainsi quel que soit le vecteur B le système (S1) à des 

solutions. 

De plus, on sait que : Dim ker (g) + Dim Im (g) = Dim F = p                                                (5.25) 
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Non injective : ker (g) ≠ 0 

Non surjective : Im (g) ≠ F 

S2 

et que : Rang (A) = Dim Im (g)                                                                                               (5.26) 

Donc : Dim ker (g) = p – Rang (A)                                                                                         (5.27) 

Il résulte qu’on a un système de Cramer par rapport aux inconnues principalesx1, x2, …, xr. 

a11 x1 + a11 x2 + ……. + a1r xr= b1- a1.r+1 xr+1 - … - a1pxp = k1 

S1         …………………………………………………………………………………………………….. 

an1 x1 + ar2 x2 +……. + arrxr= br – ar.r+1 xr+1 - … - arpxp = kr 

 

ce qu’il signifie que nous sommes devant un système indéterminé à (p-r) paramètres. 

5-1-2-2 Deuxième cas de figure : 

Le nombre d’équations est supérieur au rang du système. 

Rang(A) >  n                                                                                                       (5.28) 

Pour mener le raisonnement, adoptons l’interprétation vectorielle du système (S). Soit E et F 

deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n sur le corps K et M = (e1, e2, …, ep), 

N = (f1, f2, …, fn) deux bases respectives de E et de F 

Soit l’application g deE dans Fqui a pour matrice A. Si l’on désigne par X le vecteur de E qui a 

pour coordonnées dans M les inconnuesx1, x2, …, xpet par B le vecteur de F qui a pour 

coordonnées dans N les seconds membresb1, b2, …, le système (S) équivaut alors à la forme 

vectorielle g (X) = B                                                                                                                 (5.29) 

Tenant compte de l’hypothèse Rang (A) <n , l’application linéaire g n’est plus surjective 

puisque : 

Rang (A) = Dim Im (g) < Dim F = n 

De plus g n’est pas injective car : ker (g) ≠ 0 

 

 

 

L’équation vectorielle g(X) = B a des solutions ou non selon que B Є Im(g) ou B Є Im (g). 

Il faut examiner à quelle condition le vecteur B appartient au sous espace image de g : 

B Є Im(g) ≠ F des r vecteurs colonnes de la matrice A. 

Soit le système suivant S2 formé des r équations principales et d’une équation auxiliaire.  

a11 x1+ ……. + a1rxr+ ……. + a1p xp= b1 

……………………………………………………………………. 

a1r x1 + ……. + arrxr+……. + arpxp= br 

 

 

Donc g  

Dim E = p Dim F = n 

aq1 x1 + ……. + aqrxr+……. + aqpxp= bq 

X 
 
 
Ker (g) 

B 
 
 
Im (g) 

g 

E F 
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Ar  ,B) 

(5.30) 

L’équation d’ordre q est supplémentaire avec, r+1 ≤ q ≤ n. 

Le système (S2) sera compatible si et seulement si, le vecteur B = (b1, b2, …, bq) appartient a 

l’espace des r vecteurs colonnes : A1 = (a11, a21, …, aq1)
T…Ar = (a1r, a2r, …, aqr)

T. 

Cela est du au fait que Im (g) est engendrée par les vecteurs de base  g(e1), g(e2), …, g(er)  qui 

sont tout simplement les r premiers vecteurs colonnes de la matrice des coefficients A. Mais pour 

que  B Є Im(g) il faut et il suffit que les (r+1) vecteurs. g(e1), g(e2), …, g(er),B  soient liés 

linéairement dans l’espace F. La question qui se pose maintenant est de savoir à quelle condition 

ces (r+1) vecteurs constituent une famille liée. Afin de répondre à cette question, on énonce le 

théorème suivant : 

Théorème fondamental :  

Pour que n vecteurs d’un espace H de dimension m forment un système linéairement dépendant, 

il faut et il suffit que leur déterminant dans une base H. 

En vertu de ce théorème, on a alors : Det  g(e1), g(e2), …, g(er), B  = 0. 

Cela implique que la matrice de ces (n+1 )vecteurs colonnes(A1, A2, …,              soit de rang 

strictement inferieur à n+1ou bien Rang (C) < r+1                                                                 (5.31) 

Par ailleurs, on sait que : 

          C =
 % 
�
&    � � … � & 
 

              =
         ���  … 
�&          �&�   … �&& 
�


&          � �    … � & 
 
  

Et que par hypothèse Det(R) est non nul, il s’ensuit que la matrice C est de rang égal ou 

supérieur  à r. 

Autrement dit, Rang (C) ≥ r.                                                                                                   (5.32) 

La comparaison des deux inégalités précédentes (5.10) et (5.11) montre qu’elles ne peuvent être 

compatibles que si et seulement si le rang de la matrice C est strictement égal à r. 

La satisfaction de cette condition suppose évidemment la nullité des (n-1) déterminants d’ordre 

(n+1) nommés déterminants caractéristiques dont la forme générale correspond à : 

 

Det (Ck) =  
% 
�
&
'� … 
'& 
'

         =       

���  … 
�&�&�   … �&& 
�

&
'�    … 
'& 
&

              , r+1 ≤ k ≤ n 

Réciproquement, si l’ensemble des déterminants caractéristiques sont nuls, les p vecteurs 

colonnes de A appartiennent au sous- espace engendré par les r premiers vecteurs colonnes et par 

conséquent Rang (C) = r                                                                                                          (5.33) 



Chapitre 5 :         Résolution du cas général d’un système linéaire compatible  non homogène 

 

121 

 

Finalement, la condition nécessaire et suffisante pour que le système (S) soit consistant est que 

tous les déterminants caractéristique soient nuls : 

Det (Ck+1) = Det (Ck+2) = … Det (Cn-1) = Det (Cn) = 0                                                            (5.34) 

Afin de conclure cette étude, il convient d’énoncer le théorème suivant : 

Théorème de Fontené- Rouché : 

Soit un système (S) de n équations linéaires à p inconnues, de rang r. 

a. Si Rang (A) = n = p. (S) est un système de Cramer, il possède donc une solution 

unique. 

b. Si Rang(A) = n < p. le système (S) est indéterminé à (p-r) paramètres. Le système (S) a 

des solutions obtenues en attribuant des valeurs aux (p-r)inconnues auxiliaires, les r 

inconnues principales sont alors données par la règle de Cramer. 

c. Si Rang (A) < n et les (n-r) déterminants caractéristiques de (S) sont nuls, alors le 

système (S) se réduit aux r équations principales et on le résout comme dans le second 

cas. 

d. Si Rang (A) < n et si l’un des déterminants caractéristiques est différent de zéro, le 

système (S) n’a pas de solution.  

5-1-2-3Positionnement relatif de deux droites de régression conjuguées comme cas particulier 

du théorème de Fontené-Rouché : 

Le cas spécifique du théorème de Fontené- Rouché, à savoir le système de Cramer trouve une 

application intéressante en permettant de montrer que les droites de régression conjuguées des 

variables aléatoires (x, y) se recoupent effectivement au centre de gravité du nuage de points de 

la série double des observations (xi, yi), i = 1, 2, …, n. 

La forme analytique de la droite de régression de y par rapport à x est fournie par : 

                    Y(x) = r.                                                            (5.35) 

 

Quant à la droite de régression conjuguée, elle a comme expression analytique l’équation 

suivante : 

X(y) = r 
()
(�(y – my) + mx.                                                                                                 (5.36) 

 

où : 

• r est le coefficient de corrélation linéaire. 

• (�est l’écart type de la variable aléatoire x. 

• ()est l’écart type de la variable aléatoire y. 

δ y 
δ x 

(x- mx) + my 
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xy 

• mx est la moyenne arithmétique de x. 

• my est la moyenne arithmétique de y. 

Les paramètres r, (�,  (), mx,my sont respectivement le coefficient de corrélation linéaire de  

(x, y) ; l’écart type de x, l’écart type de y ; la moyenne arithmétique de x et enfin la moyenne 

arithmétique de y. 

Maintenant procédons aux transformations requises pour parvenir à un système algébrique 

linéaire non homogène. 

Concernant la première équation de régression y(x) on a : 

δx y = r δy (x – my)+δxmy .                                                                                                        (5.37) 

δx y = r δy x – r δymy + δxmy .                                                                                                   (5.38) 

d’où : 

-r δy x + δx y = δxmy - r δymy .                                                                                                   (5.39) 

De même, pour la seconde équation x(y) on a : 

 δy x = r δx y - r δxmy + δymx .                                                                                                   (5.40) 

δy x - r δx y = δy mx - δxmy .                                                                                                       (5.41) 

Ainsi on obtient le système (S) qui suit : 

          -rδy x + δx y = δx my - r δy my . 

            δy x - r δx y = δy mx - δxmy . 

 

Matriciellement transcrit le système (S) devient : 

*& () (�() * & (�    �   )  =
   ()+) *& ()+)   ()+� * & (�+)  

Calculons tout d’abord le déterminant du système (S) pour voir s’il est compatible ou non : 

∆ = det (A) =
  *&() (�() * &(�    =&�(�() * (�()                                                                   (5.42) 

Prenons (�() comme facteur commun il vient : 

∆ = det (A) =(�() �&� *  ��                                                                                                    (5.43) 

En adoptant l’hypothèse selon laquelle r2 ≠ 1 et sachant par définition que (� , 0, () , 0 donc 

on parvient à : 

∆ = det (A) =(�()�&� *  �� . /                                                                                             (5.44) 

Il s’ensuit immédiatement que les deux rangs respectivement de la matrice fondamental A et la 

matrice élargie AB  sont nécessairement identiques d’où : 

Rang (A) = rang AB  = 2                                                                                                         (5.45) 

S 

https://www.clicours.com/
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Le système (S) est donc compatible et il coïncide avec le cas particulier du théorème de  

Fontené- Rouché caractérisé par la triple égalité : 

Rang A = n = p                                                                                                                        (5.46) 

Par conséquent il admet une solution unique fournie par la règle de Cramer soit : 

� 	 0�
0 	 �(� +)1 &()+�� (��()+�1&(� +)� 1&(�(�()�&�1��                                                                                                  (5.47) 

En développant il découle : 

� 	 1&(��(� +)1 &()+��1(��()+�1&(� +)�
(�()�&�1��                                                                                   (5.48) 

� 	 1&(��+)�&�(�()+�1(�()+�1&(��+)�
(�()�&�1��                                                                                    (5.49) 

d’où la valeur de la première inconnue aléatoire x :  

� 	 (�()+��&�1��
(�()�&�1�� 	 +�                                                                                                                                                                 (5.50) 

Pour l’argument aléatoire y on a : 

) 	 0)0 	
  *&() �(� +) *  &()+��() �()+� * &(� +)�(�()�&� * ��  

 

Aprés développement on obtient : 

) 	 1&()�() +�1 &(�+)�1()�(�+)1&() +��
(�()2&�1�3                                                                                   (5.51) 

) 	 1&()�+��&�(�()+)1(�()+)1&(��+)�
(�()�&�1��                                                                                    (5.52) 

d’où la valeur de la seconde variable aléatoire y : 

� 	 (�()+)�&�1��
(�()�&�1�� 	 +)                                                                                                                                                                 (5.53) 

 

Le vecteur solution est donc : 

 

U =  
�) =   +�+)                                                                                                                            (5.54) 

 

Cela signifie tout simplement que les droites de régression passent ensemble par le point moyen 

G'(mx, my) du nuage de points de la série double (xi, yj), i = 1, 2, …, m. comme l’indique la 

Figure 5.1. 
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N’étant pas symétriques par rapport à la première bissectrice, les deux équations de régression 

y(x), x(y) ne sont pas réciproques l’une de l’autre mais elles sont conjuguées. 

 

 

 

 

 

my 

x' x 

y' 

mx 

X(y) = ky+ d 

y(x) = kx+ b 

Nuage de point 

 (mx, my) point moyen 

Figure 5.1 :Représentation des deux droites de régression conjuguées 

y 



Chapitre 5 :         Résolution du cas général d’un système linéaire compatible  non homogène 

 

125 

 

4 
2 

5-1-2-4Résolution d’un système d’équations linéaires selon le théorème deFontené-Rouché : 

Soit à résoudre, selon le théorème de Fontené-Rouché le système (S) de quatre équations à trois 

inconnues. 

 

        u + v + 2 w         = - 2 
        u + 2 v + 3 w      = β 
S      3 u + 5 v + 8 w   = 2 
        5 u + 9 v + 14 w =5 

 

β, 5 étant deux paramètres strictement positifs. 

La démarche, de la solution du système (S) peut être entamée par sa transcription matricielle. 

     1       1       2             u                   -2 
     1       2       3                     β 
     3       5       8  =         2 
     5       9   14       w                                                 (5.55)                          
 

D’une manière condensée, on a : A X=B 

oú A est la matrice des coefficients a i j ; i= 1, 2, 3, 4 , j=1, 2, 3, 

X étant le vecteur des inconnues soit 67=�8 9 :�7 et B le vecteur colonne des constantes soit  

;7 	 � *2   4   2   µ � 7                                                                                                             (5.56) 

La solution du système (S), conformément au théorème de Fontené-Rouché requiert, au préalable la 

connaissance du rang de la matrice A. 

                                         1    1      2 

                                         1     2      3 

                                         3     5      8                                                                                        (5.57) 

                                         5     9      14 

Etant donné que la matrice A est rectangulaire, il est impossible de calculer, directement, le 

déterminant respectif. 

Afin de faciliter le calcul nécessaire, il est avantageux d’utiliser la méthode de Kuroch (7).          

    

5 

v 

d’où                    A=   

= 
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Tout d’abord, commençons par sélectionner un mineur non nul du second ordre. 

   D₂=?1 11 2? 	 1                                                                                                                      (5.58) 

Il s’en suit que le rang de la matrice A est au moins égal à 2 ie rang (A) A 2. Voyons s’il peut 

atteindre son niveau maximum coïncidant avec le nombre de variables à savoir rang (A) =P=3. 

La suite des opérations selon la méthode de Kuroch demande l’encadrement successivement par 

les colonnes et les lignes qui suivent D2.  

          1      2        2                 1    1        2 

B′₃	   1      2          3     , D′₃ =    1     2          3                                                         (5.59) 

           3      5      8                  5     9      14 

 

On établit, immédiatement que D₃=D′₃=0 car dans les deux cas la troisième colonne est une 

combinaison linéaire des deux premières. 

Puisque les déterminants D₃ et D’₃ sont nuls, on déduit que le rang de la matrice A est 

nécessairement inferieur à 3. Ainsi le rang de A est identiquement égal à 2. 

Sachant que le nombre d’équations est plus grand que le rang de A alors le nombre de 

déterminants caractéristiques pouvant être identifiés ne peut dépasser deux ie  

(D * E� 	 4 * 2 	 2. 
En bordant le mineur d’ordre deux non nul par les éléments correspondant de la colonne des 

constantes et par les éléments de la troisième ligne, on obtient le premier déterminant 

caractéristique : 

 

                       1      1        -2 

BG�H�BI�H 	     1      2          4                                                                                                (5.60) 

                        3      5        2 
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- + 

En encadrant le mineur de par les éléments respectifs de la colonne des constantes et par les 

éléments respectifs de la quatrième ligne, on parvient au second déterminant caractéristique : 

                            1       1       -2 

BG�I 	 BI�I 	      1       2          4                                                                                           (5.61) 

                            5       9        µ 

 

Afin de connaître les valeurs de BG�Het BG�I on applique la règle de Sarrus car l’ordre de ces 

déterminants caractéristiques est trois. 

 Précisons que la règle de Sarrus consiste à répéter, au dessous des deux tableaux fournis 

respectivement par BG�H et BG�I, les deux premières lignes et à affecter du signe positif les 

produits obtenus parallèlement à la diagonale principale, du signe négatif ceux obtenus 

parallèlement à la diagonale non principale : 

Pour le moment passons à l’application de la règle de Sarrus pour l’exemple traité. 

Par rapport à   BG�H  on procède comme nuit : 

 

 1        1 -2 

 1        2                J 

 3        5             2                 (5.62) 

  1        1             -2  

 1         2           4 

 

  

donc 

BG�I=  1.2.2+1.5(-2)+3.1.J    -   (-2).2.3+J.5.1+2.1.1                                        (5.63) 

BG�I=   (4-10+3J)-(-12+5J+2)     =(-6+3J)-(-10+5J) (5.64) 

BG�I= -6+10+3J-5J=4-2J                                                                                                       (5.65) 

d’où  BI�H 	 4 * 2J                                                                                                              (5.66) 
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Pour le second déterminant caractéristique BG�I 

on a : 

  1        1          -2 

  1        2          J 

  5        9          5 

  1        1         -2                       +                (5.67) 

-  1       2         J 

 

BG�I=  (1.2.5-1.92+5.1J�  -  (-2).2.5+J.91+5.11)                                                   (5.68) 

BG�I=(25-12+5J�-(-20+9J+5)                                                                                               (5.69) 

BG�I=25-12+5J+20-9J-5�                                                                                                      (5.70) 

BG�I=5 K 2 * 4J                                                                                                                     (5.71) 

d’où BG�I 	 2 * 4J K 5                                                                                                          (5.72) 

D’après le théorème de Fontené-Rouché, deux cas de figures peuvent être distingués : 

Premièrement : le système (s) est consistant si et seulement si les deux déterminants 

caractéristique sont nuls ie BG�H=BG�I=0 ce qui nous  ramène à double l’égalité   :  

-2J+4=-4J+5+2=0                                                                                                                   (5.73) 

A partir de la première équation  -2 J+4=0    on déduit la valeur du paramètre J qui est égal à 2. 

En substituant cette valeur dans la seconde équation  -4J +5+2=0    on parvient à la valeur du 

second paramètre soit 5=6. 

Donc les conditions de compatibilité du système (S) selon le théorème de Fontené-Rouché sont : 

(J,5� 	 (2,6) 

Puisque le rang du système (S) est égal à deux, ce dernier se réduit alors d’une manière 

automatique aux deux équations principales. 

En outre, on sait que (P-E)=3-2=1, ce qui signifie que le degré d’indétermination du système (S) 

vaut un. Pour fixer les idées, on considère 5, 9 comme deux variables principales, tandis que : 

est pris comme variable auxiliaire qui joue le rôle d’un paramètre. 
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Au cas où nous préférons retenir les deux premières équations, tout en négligeant les deux 

dernières, on aboutit à un système (MH) équivalant à S soit : 

             8 K 9 K 2: 	 *2 

             8 K 29 K 3: 	 4                                        8 K 9 	 *2: * 2 

S           38 K 59 K 8: 	 2                          Q�      8 K 29 	 *3: K 4 

 58 K 99 K 14: 	 5 

 

Il est remarquable que le rang de MH est identique à la fois au nombre d’équations et au nombre 

de variables. Le système (MH), par rapport aux inconnues principales 9, 8 est bien un système de 

Cramer. L’application de la règle de Cramer devient par conséquent possible.  

Ainsi on obtient successivement : 

S) T
∆T =

H
∆⇒ W        �1IX1I�           H    = H

H       H   =1                                                                                  (5.74) 

                             (-3: K J�          2          1      2 

 

d’où 8 	 *: * J * 4 et tenant compte du fait que J 	 2 il vient 8 	 *: * 6 

 

En attribuant à l’inconnue auxiliaire : la valeur arbitraire J, il résulte que  

8 	 *Z * 6                                                                      (5.75) 

C'est-à-dire que la variable principale 8 posséde une infinité de valeur dépendant du paramètre J 

SS) [
∆[ =

H
∆⇒ [

  H          �1IX1I�    = 1 

                        1         (-3: K J� 

d’où 9 	 �*3: K J� * �2: * 2� 	 *: K J K 2                                                                  (5.76) 

En remplaçant J par sa valeur, on parvient à 9 	 *: K 4 

Or, on  sait déjà que : 	 Z d’où 9 	 *Z K 4 et la solution globale du système (S) devient : 

5 	 *Z * 6 ;  9 	 *Z K 4 
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Par conséquent, il est possible d’obtenir une infinité de solutions en attribuant un nombre infini 

de valeurs arbitraires au paramètre J,ce qui confirme que le système (MH) est indéterminé à un 

paramètre. 

 Deuxièmement : si on suppose que D . 2 et 5 . 6 alors le système (MH) n’a pas de solution car 

il existe un déterminant caractéristique non nul ie BG�H . 0 et BG�I . 0 ce qui conduit à 

l’incompatibilité du système (S). 

Théorème de Kronecker-Capelli 

Un système algébrique linéaire non homogène admet une solution si, et seulement si, le rang de 

la matrice de ce système est égal au rang de la matrice élargie. 

Démonstration : 

Considérons un système (S) algébrique linéaire non homogène de n équations à p inconnues oú n 

n’est pas nécessairement identique à p : 

\]]̂
]]_ `

aHHbH aHIbI …aIHcd aIIbI …e e f
aHgbg … aHhbh�iHaIgcj … aIhbh�iIe f eakHbH akIbI …e e falHbH alIbI …

akgbg … akhbh�ike f ealgcj … alhbh 	 il

                                                        (5.77) 

Maintenant une précision importante s’impose à savoir que même dans le cas de l’hypothèse de 

consistance du système (S), le théorème de Kronecker-Capelli, bien qu’il soit un théorème 

fondamental de compatibilité d’un système algébrique linéaire non homogène, ne fournit 

malheureusement pas de méthode pratique de résolution. Dans ce qui suit, on va proposer des 

procédures permettant de solutionner le système (S) et cela en distinguant les différents cas de 

figures possibles. 

Au préalable, reconsidérons le système algébrique linéaire non homogène (S) dont la matrice 

fondamentale A= [akg] ; i=1,2,….p est de rang r qui est égal, rappelons le, au nombre maximum 

de lignes ou de colonnes linéairement indépendants de cette matrice des coefficients du  

système (S). 

 

 

s 
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Nous pouvons écrire ce système d’une manière condensée sous la forme : 

∑ akgbg
h
g�H 	 ik       ;   S 	 1,2, … D                                                                                           (5.78) 

Ce qui conduit à l’équation matricielle 

AX=B                                                                                                                                       (5.79) 

oú A est la matrice du système (S) , X le vecteur colonne des inconnues X=[bH, bI, … bg , … bho7et B le 

vecteur colonne des termes constants soit,  ; 	 piH, iI, … ik, … ilo7 
Selon les valeurs des coefficients et des composants constants, un tel système peut soit avoir une 

solution unique ou posséder une infinie de solutions ou bien encore n’admettre aucune solution. 

La matrice des coefficients des équations du système notée A est donnée par : 

q 	
rs
ss
st
aHH aHI …aIH aII …e e f

aHg … aHhaIg … aIhe f eakH akI …e e falH alI …
akg … akhe f ealg … alhuv

vv
vw
                                                                                      (5.80) 

On l’appelle matrice fondamentale du système S si on juxtapose à la matrice A le vecteur 
colonne des seconds membres des équations du système (S) ; on obtient une matrice dite élargie 
soit : 

G=

rs
ss
st
aHH aHI …aIH aII …e e f

aHg … aHhaIg … aIhe f e
iHiIeakH akI …e e falH alI …

akg … akhe f ealg … alh
ikeiluv

vv
vw
                                                                                (5.81) 

 

Admettant maintenant que le rang de la matrice A soit égal à r, auquel cas, le rang de la matrice 

élargie G  est au moins identique à celui de A c'est-à-dire,  

Rang [AB] =rang ( G ) ≥rang (A)                                                                                            (5.82) 

 

Adoptons l’hypothèse selon laquelle, le système (S) est consistant, autrement dit, qu’il admet une 

solution. Considérons que l’ensemble des nombres ZH, ZI, … , Zl  représente  la solution du 

système (S). 
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La substitution, dans le système (S) ; des inconnues par ces nombres, conduit à n identités : 

 M1   
aHHZH K aHIZI K …aIHZH K aIIZI K …e e f

KaHgZg K … KaHhZhKaIgZg K … KaIhZhe f e
	 iH	 iIeakHZH K akIZI K …e e falHZH K alIZI K …

KakgZg K … KakhZhe f eKalgZg K … KalhZh
	 ike	 il

                                          (5.83) 

Ce qui peu s’écrire d’une autre manière : 

ZH
rs
ss
taHHaIHeakHealHuv

vv
w

K ZI
rs
ss
taHIaIIeakIealIuv

vv
w

K x K Zg
rs
ss
st
aHgaIgeakgealguv

vv
vw K x K Zh

rs
ss
st
aHhaIheakhealhuv

vv
vw 	

rs
ss
st
iHiIeikeiluv

vv
vw
                                                  (5.84) 

ou bien encore  

ZHqH K ZIqI K x K Zyqy K x K Zzqz 	 ;                                                                          (5.85) 

oú qy, j=1,2,…,p sont les vecteurs colonnes de A d’une façon plus brève on obtient : 

∑ Zgqg 	 ;hg�H                                                                                                                          (5.86) 

La substitution dans le système (S) ; des inconnues par ces nombres conduit à n identités : 

M1 
\]̂
]_ `

aHHZH K aHIZI K …aIHZH K aIIZI K …e e f
KaHgZg K … KaHhZhKaIgZg K … KaIhZhe f e

	 iH	 iIeakHZH K akIZI K …e e falHZH K alIZI K …
KakgZg K … KakhZhe f eKalgZg K … KalhZh

	 ike	 il

                                   (5.87) 

 

Ces identités indiquent que le vecteur colonne des constantes B est une combinaison linéaire des 

vecteurs colonnes qy, j=1,2,…,p de la matrice A multipliés respectivement par les scalaires 

ZH, ZI, … Zg , … Zh d’où  

; 	 ∑ Zgqyhg�H                                                                                                                          (5.88) 

Ce qui montre que la dernière colonne de la matrice composite G= [AB] est une combinaison 

linéaire des autres colonnes de cette même matrice, la série des coefficients de cette combinaison 

étant, respectivement, les scalairesZH, ZI, … Zg , … Zh. Il est maintenant clair que tout vecteur 

colonne de la matrice élargie[AB],est également un vecteur colonne de la matrice A, excepté le 
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dernier, dont les éléments s’expriment linéairement par les éléments des autres vecteurs colonnes 

de la matrice A. 

Algébriquement, cela se traduit tout simplement par la nullité du déterminant du système et de la 

matrice composite [AB] soit det [AB] = det [1A,2A,3A,…jA,…,pA] = 0 

Il en résulte que les systèmes des vecteurs colonnes des deux matrices A et [AB] sont 

équivalents. Par conséquent, la matrice des coefficients A et la matrice composite G=[AB] 

possèdent le même rang, autrement dit 

rang [A] = rang [AB]                                                                                                                (5.89)                   

Réciproquement, admettons que le rang de la matrice fondamentale A soit identique  au rang de 

la matrice élargie [AB], ceci signifie, évidemment, que toute famille comportant un nombre 

maximal de vecteurs colonnes linéairement indépendants issus de la matrice A est aussi un 

système linéairement indépendant d’un nombre maximal de vecteurs colonnes de la matrice 

augmentée G= [AB]. C’est la raison pour laquelle, il est possible, d’exprimer la dernière colonne 

de la matrice élargie G combinaison linéaire du système des vecteurs de la matrice A. Plus 

précisément, si l’on dispose d’une suite de coefficients ZH, ZI, … Zg , … Zh  de telle sorte que si 

l’on effectue, successivement, les multiplications des vecteurs colonnes Aj, j=1,2,…,p et après 

sommation ,on parvient au vecteur colonnes des termes constants, c'est-à-dire, qu’on retrouve la 

combinaison linéaire précédemment établie soit : 

; 	 ∑ Zgqyhg�H                                                                                                                          (5.90) 

Ce qui montre que l’ensemble des nombres ZH, ZI, … Zg , … Zhforme bien une solution du système 

(S). 

Par conséquent, l’identité des rang des deux matrices A et [AB] engendre la consistance du 

système (S).      

Equivalence entre le theoréme de Fontené-Rouché et le théorème de Kronecker-Capelli : 
On démontre que la nullité de tous les déterminants caractéristiques d’un système d’équations 

linéaires AX=B équivaut à la condition que la matrice composite [AB] ait le même rang que la 

matrice des coefficients A.  
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5-1-2-5Illustration géométrique des théorèmes de Fontené-Rouché et Kronecker-Capelli : 

Soit un système algébrique linéaire non homogène de deux équations à deux inconnues. 

aHHb K aHI{ 	 iH. 
 S                           (5.91) 

aIHb K aII{ 	 iI 

où les coefficients aij, i = 1,2 ; j = 1,2. sont des réelle strictement positifs. 

Il est évident que chacune des deux équations du système (S), représente une droite dans R2ic 

dans le plan xoy. 

Afin de déterminer la solution de ce système (S), on doit envisager trois éventualités. 

Premièrement : 

Si le déterminant du système (S) est non nul S| 

detpqo 	 ∆	 ?aHH aHIaIH aII? 	 aHHaII * aIHaHI . 0                                                                 (5.92) 

où n est le nombre d’équations et p le nombre de variables, ce qui implique que le système (S) 

possède une solution unique. 

Etant donné que le rang de la matrice composite AB est égale au rang de la matrice des 

coefficients A ieRang [AB]=Rang [A]=2, la compatibilité du système S est également confirmée 

par le theoréme Kronecker-Capelli 

Géométriquement, cela signifie que les deux droites L1,L2 émanent du système (S) (figure 5.2). 

et ont un seul point d’intersection P(x,y) ieL1� L2={P(x,y)},  dont les coordonnées sont données 

par la formule de Cramer : 

b 	 ∆c
∆    ; { 	 ∆�

∆                                                                                                                        (5.92) 

où ∆b 	 �iH aHIiI aII�        ��  ∆{ 	 �aHH iHaIH iI�                                                                             (5.93) 

Remarquons dans ce cas que les coefficients des deux droites L1, L2 ne sont pas proportionnels, 

cela signifie que   
�dd��d . �d����                                                                                                      (5.94) 



Chapitre 5 :         Résolution du cas général d’un système linéaire compatible  non homogène

 

 

Figure 5.2 : Représentation graphique d’un système Linéai

Deuxièment : 

Si le déterminent du système (S) est nul

detpqo 	 ∆	 ?aHH aHIaIH aII? 	 aHH

alors le rang du système (S) est égale à l’unité

au nombre d’équations : Rang[A]<n

En outre puisque [n-Rang(A)]=1, donc on a un seul déterminant caractéristique qu’on va 

supposer égale à zéro ie 

�l�H 	 �H�H 	 ?aHH aHIaIH aII? 	
Ce qui entraine la compatibilité du système (S).

Compte tenu du Rang [A]=1, le système (S) se réduit automatiquement à une seule équation soit 

aHHb K aIH{ 	 iI . 

Si on suppose que Rang [AB

système S est compatible. 

Y= 
���  
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eprésentation graphique d’un système Linéaire bidimensionnel ayant une solution 
unique. 

déterminent du système (S) est nul ie 

? HHaII * aIHaHI 	 0,                                                                

est égale à l’unité autrement dit Rang [A]=1 et donc il est inférieur 

Rang[A]<n 

Rang(A)]=1, donc on a un seul déterminant caractéristique qu’on va 

? aHHiI * aIHiH 	 ∆{ 	 0                                                        

ne la compatibilité du système (S). 

[A]=1, le système (S) se réduit automatiquement à une seule équation soit 

B] = Rang[A] = 0 ; d’après le théorème de 

X= 
�c�  
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re bidimensionnel ayant une solution 

                                                                (5.95) 

Rang [A]=1 et donc il est inférieur 

Rang(A)]=1, donc on a un seul déterminant caractéristique qu’on va 

                                  (5.96) 

[A]=1, le système (S) se réduit automatiquement à une seule équation soit 

de Kronecker-Capelli, le 
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Par ailleurs, on sait que Rang 

paramètre. 

Par conséquent, le système (S) est indéterminé à un paramètre. Sel

Rouché, en attribuant des valeurs arbitraires à un

infinité de solutions 

 

Figure 5.3 : Représentation graphique d’un système 

Comme le montre la figure 5.3

queles coefficients ainsi que les termes constants des deux droites sont proportionnels entre eux, 

c'est-à-dire :
�dd
��d

	 �d���� 	 �d��            

Troisièment : 

Si le déterminant du système (S) est nul 

detpqo 	 ∆	 ?aHH aHIaIH aII? 	 aHH
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 [A]< p, ce qui signifie que l’une des variables va jouer le rôle d’un 

le système (S) est indéterminé à un paramètre. Selon le théorème de Fontené

Rouché, en attribuant des valeurs arbitraires à une des variables par exemple x onpar

eprésentation graphique d’un système linéaire bidimensionnel
Indéterminé à un paramètre. 

le montre la figure 5.3, les deux droites sont confondues, cela 

queles coefficients ainsi que les termes constants des deux droites sont proportionnels entre eux, 

                                                                                                    

Si le déterminant du système (S) est nul ie 

? HHaII * aIHaHI 	 0                                                                 
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, ce qui signifie que l’une des variables va jouer le rôle d’un 

on le théorème de Fontené-

e des variables par exemple x onparvient à une 

 

inéaire bidimensionnel 

, les deux droites sont confondues, cela s’explique par le fait 

queles coefficients ainsi que les termes constants des deux droites sont proportionnels entre eux, 

                                                                     (5.97) 

                                                                 (5.98) 
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donc le rang du système (S) es

nombre d’équations ie Rang [A] <n.

Parallèlement, puisque [P - Rang(A)]=1, alors il existe un seul déterminant caractéristique 

supposé non nul ie 

�G�H 	 �H�

En vertu du théorème de Fontené

dire d’un point de vue géométrique (figure 

Figure 5.4 : Représ

Par référence au théorème Kronecker
inférieur au rang de la matrice élargie 
(S) est inconsistant. 

Dans conditions, il est clair que les coefficients des deux droite

autrement dit :
�dd��d 	 �d����                                                   
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le rang du système (S) est égal à l’unité, ce qui veut dire également qu’il est inférieur au 

Rang [A] <n. 

Rang(A)]=1, alors il existe un seul déterminant caractéristique 

�H 	 �aHH iHaIH iI� 	 aHHiI * aIHiH 	 ∆{ . 0                           

vertu du théorème de Fontené-Rouché cela induit la non compatibilité du système (S), 

d’un point de vue géométrique (figure 5.3) que les deux droites L1 ; L2 sont parallèles

�1 ⁄⁄ �2       ���ù        �1 � �2 	 � 

 

eprésentation graphique d’un système linéaire incompatible

Kronecker-Capelli, cela suppose que le rang de la matrice 
inférieur au rang de la matrice élargie [AB] ie Rang [A] < Rang [AB] qui signifie que le système 

l est clair que les coefficients des deux droites L1;L2sont proportionnels
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t égal à l’unité, ce qui veut dire également qu’il est inférieur au 

Rang(A)]=1, alors il existe un seul déterminant caractéristique 

                           (5.99) 

Rouché cela induit la non compatibilité du système (S), c'est-à-

; L2 sont parallèles ie 

 

inéaire incompatible 

de la matrice [A] est 
qui signifie que le système 

;L2sont proportionnels : 

                                            (5.100) 
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5-3-Organigramme de résolution d’un système non homogène compatible AX = B de n équations linéaires, à p inconnues et de rang r 

ie Rang  A   = r selon les théorèmes de Fontené-Rouché et de Kronecker-Capelli : 

  

Non 

 

 

 

 

 

  

Existence d’un 
déterminant 

caractéristique non nul ou 
bien   Rang   A < Rang AB  

 

Rang  A  =n 

 

Rang  A  < n 

Absence de déterminant 

caractéristique non nul ou 

bien  Rang  A = Rang  AB   

Système incompatible  

Oui 

Non 

Oui  

n < p 

 

n = p 

Système compatible 
avec (n-p) paramètres 

Système de Cramer 

Non 

Oui 

Oui 

Oui 

Oui 

Oui 

Non 

Rang  A < p 

Rang  A = p 

 

Système compatible  

Système Cramer avec 
(n-p) paramètres 

Système Cramer avec 
une solution unique 

Oui 
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6-1 Définition d’un système linéaire non homogène du type incompatible  

Dans les études pratiques, menées dans différents secteurs de l’activité humaine, le chercheur est 

souvent, confronté à des systèmes linéaires non homogènes du type incompatible. Cet état de fait 

traduit, tout simplement, que le vecteur inconnu X dans l’équation matricielle AX = B est soumis 

à un nombre trop élevé de conditions qui malheureusement, ne peuvent pas être satisfaites, 

simultanément. Par référence au théorème de Fontené-Roché, cela signifie que :  

i. Le rang de la matrice des coefficients A est inférieur au nombre d’équations n : Rang(A) < n 

ii.  Parmi les [n-Rang (A)] déterminants caractéristiques, il en existe un dont la valeur est non 

nulle. 

Quant au théorème Kronecker-Capelli, cela veut dire que la condition respective de compatibilité 

du système AX = B soit Rang (AB) = Rang (A) n’est pas vérifiée. Par conséquent, on est en 

présence du cas où Rang (A) < Rang (AB) d’où la justification de la non consistance du système 

sus-indiqué. 

Rappelons que les conditions de non compatibilité du système AX =B, relatives, respectivement, 

au théorème de Fontené-Rouché et au théorème de Kronecker-Capilli, sont équivalentes. 

Cela implique que dans l’équation matricielle AX = B, le signe d’égalitén’a plus de raison d’être 

et on devrait noter plutôt AX ≠ B car il y a, nécessairement, un vecteur écart à composantes non 

nulles soit : 

AX – B = E                                                                            (6.1) 

Il n’est plus question de trouver des solutions exactes, car cela est, tout simplement, impossible 

et on doit se contenter d’un ensemble de résolutions approximatives, en utilisant les techniques 

d’optimisation non linéaires. 

6-2 Recherche de la solution optimale d’un système linéaire incompatible 

Sachant qu’il est impossible d’annuler E c'est-à-dire Ĕ� ���, on peut cependant chercher une 

méthode qui permet de le réduite à son niveau minimum. Pour ce faire, il est logique de 

concevoir une fonction objectif qui conduit à la minimisation des écarts quadratiques soit : 

Min (���� =	
 ��+	
�+….	

�…. +	
��= Min 
�∑� � 1	

�= Min ���                                      (6.2) 
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autrement  dit la fonction économique peut être notée de la manière suivante : 

Min ����= Min ��� � ���(AX-B)                                                                                (6.3) 

Étant donné que ��E� 0 , alors il devient plausible de faire usage de la notion de norme. 

Il est clair que la distance entre les termes constants du vecteur ��
 et celui de AX peut être 

mesurée par une norme adéquate. 

Parmi la série des normes disponibles, la norme euclidienne est fréquemment utilisée. 

Elle est définie comme suit : 

�� =||
�∑� � 1�
�  !
�-"
|| � =

�∑� � 1(�
�!
�-"
)²  , i = 1, 2,…n, j = 1, 2,…p.                                    (6.4) 

A présent, on introduit l’équivalence logique suivante : 

Min �(X) = $��%&'(||AX-B|||) $��%&'( �� ||AX-B||2                                                             (6.5) 

Conformément aux règles du produit scalaire on note 

$��%&'( ��||AX-B||�=$��%&'( �� *AX-B, AX-B �                                                                     (6.6)                     

Après développement, on obtient 

+��%&'( �� ,* ��, �� � �* ��, � � �* �, �� � .* �, � �/                                             (6.7)                                                         

En vertu de la propriété de symétrie, on a : 

Min �(X) =$��%&'( �� ,* ��, �� � �2 * ��, � � .* �, � �/                                             (6.8) 

Ecrivons les termes de la fonction objective d’une autre manière 

Min �(X) = $��%&'( �� ,* �, ��� � �2 * ���, � � .* �, � �/                                          (6.9) 

Appliquons les techniques de dérivation vectorielle  
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1���� � �� [2 ��AX-2��B]                                                                                                    (6.10) 

Les conditions du premier ordre pour avoir une solution optimale consistent dans la nullité du 

gradient de la fonction objectif soit : 

1���� � 0                                                                                                                               (6.11) 

D’où   ,��A X � ��B/ � 0                                                                                                      (6.12)          

Ce qui donne 

��A X=��B                                                                                                                             (6.13) 

En supposant que Det (��A) � 0, c'est-à-dire ��A est régulière, il résulte finalement que la 

solution optimale vaut : 

X =���A�5���B                                                                                                                      (6.14) 

6-2-1 Détermination de la nature de la solution optimale : 

En trouvant la solution optimale �6=���A�5���B, on est des lors, certain que la fonction 

économique �(X) est stationnaire,c’est-à-dire, que cet indice de performance passe 

nécessairement par unmaximum ou bien un minimum.Reste à prouver qu’il s’agit bien d’un 

minimum. Pour ce faire, on va étudier le comportement de la fonction objectif �(X) au voisinage 

du point optimum �.8  

On pose 9 � �:+;où;est un vecteur arbitraire                                                                          (6.15) 

Par conséquent�(X)=��� � ���(AX-B)                                                                                (6.16) 

devient égale à ��9 � ���(A9-B)                                                                                           (6.17) 

En substituant 9 par sa valeur on a  

[���6+<� � �/�[A(�6+Z�-B] = [A�6+AZ-�/�[A�6+AZ-B]                                                     (6.18) 

En développant on obtient : 

[(A�6)T+(A<��-�� ]  [A�6+AZ-B] = ,�>���+<���-��/[A�6+AZ-B ]                                     (6.19) 

=����AX+����AZ-����B+<���A�6+<���AZ-Z���B-��A�6-��AZ+��B                    (6.20) 
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En arrangeant les termes, il vient : 

= (��B-����6-����B+�6���AX)+(�<��A�6+(A<��A�6-(A<��B+(A<�) AZ-(A<��B       (6.21) 

= (A�6-���(AX-B)+2�AZ��AX-2�AZ��B+�AZ��AZ                                                              (6.22) 

Finalement on a : 

=  ���6 � ���(AX-B)+�2AZ��(A�6Z-B)+�AZ��AZ                                                                (6.23) 

ou bien 

= ���6 � ���(AX-B)+2<���(A�6-B)+�AZ�� AZ                                                                    (6.24) 

ou encore 

= ���6 � ���(AX-B)+2 <�(��A�6-��B)+��<��AZ                                                               (6.25) 

Mais ou sait déjà qu’à l’optimum on a : 

��A�6=��B                                                                                                                              (6.26) 

De là 

2<�(��A�6-��B)=0                                                                                                                  (6.27) 

De plus, il est clair que 

��<��AZ? 0                                                                                                                            (6.28) 

Ainsi : 

��9 � ��� (A9 � ��=���6 � ���(AX-B)+��<��AZ                                                             (6.29) 

Finalement on aboutit à 

� @ ��9� � ����>+��<��AZ                                                                                                   (6.30) 

C’est-à-dire que 

��9� � ����>                                                                                                                              (6.31) 
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La variation de la fonction économique au voisinage de l’optimum est positive ce qui établit 

immédiatement que � (�6) est absolument convexe et l’optimum obtenu �6 =�����5���B est 

bienun minimum global. 

6-2-2 Résolution d’un système linéaire inconsistant: 

Considérons le système linéaire incompatible (S) 

       -A� . A9 � B 

S               A� � C                                   A, B, γ étant des réels strictement positifs                   (6.32)   

      A� . A9 � B 

On suppose  également que B � E. 

Pour trouver la solution du système S, établissons, tout d’abord, les conditions de non 

comptabilité du système (S), en procédant selon le théorème de Fontené-Rouché. 

La forme matricielle du système (S) est 

F � α αα  0 α α H I �
9 J=IBCBJ ou bien �� � � avec p=2 et n=3                                             (6.33) 

On sait que rang (A) K min (�, L�ie rang (A)Kmin(2,3) 

or Det (A) = M�AA N N A0M  = A�                                                                                                       (6.34) 

Puisque O� 0 par hypothèse, alors Rang (A) = 2 

Etant donné que �-rang (A) =3-1 donc il existe un seul déterminant caractéristique 

soit        P	Q�RST�� � U�α α B α 0 C α α BU                                                                                          (6.35)  

En utilisant la règle de Sarraus on obtient : 

                   U�α α B  α 0 C  α α BU                                                         (6.36) 

�α α B   α 0 C 
- + 
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Le développement des Det (RST�) donne  

Det (R�T�)=(0+A�β+A�γ)-(0-A�γ+A�β)=2A�γ                                                 (6.37) 

Pour la suite calculons la matrice inverse ���A�5� 

���A�5� � VW��VXV�YZ[�VXV� = \�]^ __ `]^ab ]c                                                  (6.38) 

De plus 

��B �   d�α     α   α    α     0   αe IβγβJ � I αγ
2αβJ                                             (6.39) 

En substituant ces résultats dans la formule (6.14).donnant la solution minimale il résulte : 

�6 � I x
y J � �b ]c M2α²0 N N 03α²M I αγ

2αβJ � k �`]^
0 N N 0

��]^
l I αγ

2αβJ                               (6.40) 

Finalement on obtient 

�6 = I x
y J � I m̀non Jdonc � = p̀] et 9 = q]                                              (6.41) 

Il s’en suit que Det (R�T�)�0 et par conséquent, en vertu du théorème de Fontené –Rouché, le 

système (S) est incompatible . 

Cependant, il y a une alternative; en effet à défaut d’une solution exacte on se contente d’une 

solution approchée fournie par la relation (6.14). 

Pour trouver cette solution optimale, il faut tout d’abord, vérifier que les matrice (��A) est 

régulière. 

Or   ��A=d �α  α  α  α    0   αe F�α  αα N Nα0αH � d3α²   00 2α²   e                                                                    (6.42) 
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Puisque Det (��A)=6Ar � 0; la matrice est non singulière d’où la faisabilité de la solution 

optimale (6.14). 

                                                                       y 

�` : A� . A9 � B                                                                                            M 

                   L1 : -α x+ αy = B 

 

                                                    A(0,
t])                            uv � p̀w , q] � 

 

 

  

x’ x 

                      H(
5t] , 0�                                       D(

p̀],0)                                             P(
p],0) 

                                                                                                                     N 

 

                                                                            y’ 

Figure 6.1 : Localisation de la solution minimale globale du système (S). 

Remarque : 

La solution optimale se situe à l’intérieur du triangle N A M. Maintenant, on va déterminer la 

valeur minimale de l’erreur quadratique 

En substituant les valeurs des coordonnées du point optimum dans les équations du système (S) 

on obtient : 

 

L2 : x = 
p] 
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I	�	�	`J �
xyy
yz�A { p̀]| . A�  q]  � � BA { p̀]| � CA { p̀]| . A� q] � � B }~~

~� � xyy
yz 5p̀

5�p
p̀̀ }~~

~�                                                  (6.43)         

Min � AX � B ��=Min 
3 �  	�� � 1� �  $���	��+	��+	�̀)                                                                 (6.44) 

 = �5p̀��+(
5�p` ��+�p̀��= 

p��
+

rp� �
+

p��
                                          (6.45) 

Finalement on parvient à : 

                          Min
3�	�� � 1�=bp� �

=
�p̀�

                                                       (6.46) 

6-2-3 Etude du cas particulier où la matrice  ATA est non régulière : 

Quand la matrice ATA est singulière, c’est que son déterminant est nul et donc n’admet pas de 

matrice inverse. Le minimum de la norme euclidienne n’est plus unique mais dépend 

linéairement de ,� � �!�� ���/ paramètres.  

Cette éventualité se produit uniquement lorsque le rang r de la matrice A est inferieur au nombre 

des inconnues P :Rang(A) < P                                                                                                 (6.47) 

Autrement dit lorsque les vecteurs colonnes de A sont linéairement dépendants.  

Afin de trouver une solution optimale, on peut procéder comme suit : on considère d’une 

manière isolée ( r ) colonnes principales de A engendrant une sous matrice de même rang r que 

A. on suppose que ce sont les  premières colonnes de A : A1, A2,…..Ar, constituant la sous 

matrice AP alors que AS est la sous matrice des autres colonnes dites colonnes secondaires : 

A=[A P    AS], AP(n,r)                                                                                                                (6.48) 

Les inconnues principales x1,x2,…….. xr constituent le sous vecteur XP : 

� � \���� a      ;  �� � ���,��, … … … . �S,��
                                                  (6.49) 

�� � ,�T�, �T� … … … ��/�                                                       (6.50) 

d’où APXP=B                                                                                                                            (6.51) 
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En prémultipliant par ���  il vient  

��� ���� � ��� �                                                                   (6.52) 

De la on aboutit àla solution minimale unique : 

�6� � ,��� ��/5���� �                                                               (6.53) 

On démontre qu’on obtient une solution minimale en complétant cette solution par [n - rang(A)] 

zéros en emplacement des colonnes secondaires : 

�6 � ��6�, �6�, … . . �6S, 0, 0 … … 0�                                                   (6.54) 

A titre d’illustration, considérons le système suivant : 

� � � A� . B9 � AB3A� . 3B9 � 12AN                                                         (6.56)  

avec A � 0, B � 0 

Matriciellement, le système S peut s’écrire comme suit : 

\   α       β       3α     3β   a d  x  ye � I αβ
12AJ           AX=B                                                                             (6.57) 

On peut facilement montrer que Rang [A] < Rang[AB]et donc par référence au théorème de 

Kronecker-Capelli, le système (S) est incompatible. 

Il faut donc se rabattre sur une solution optimale du système (S).Par référence à (6.14) on sait 

que le minimum global de la norme euclidienne est donnée par :�6 � �����5���� 

Vérifions d’abord si ATA est non singulière. Pour cela, procédons au calcul du déterminant de la 

matrice ATA. 

��� � \A 3AB 3Ba \ A B3A 3Ba � \ �A� . 9A�� �AB . 9AB��AB . 9AB� �B� . 9B�� a                                (6.58) 

d’où 

�	Q,���/ � � �A� . 9A�� �AB . 9AB��AB . 9AB� �B� . 9B�� � � �A� . 9A���B� . 9B�� � �AB . 9AB��       (6.59) 
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Après développement du �	Q,���/ on parvient à :  

�	Q,���/ � A�B� . 9A�B� . 9A�B� . 81A�B� � A�B� � 18A�B� . 81A�B�= 0            (6.60) 

Ce qui implique que la matrice ATA est singulière. 

Prenons pour AP1 la première colonne de A 

��� � ,A    3A/                                                                   (6.61) 

����� ���� � ,A    3A/ d A3Ae � A� . A� � 10A�                            (6.62) 

et����� �� � ,A    3A/ d AB12Ae � BA� . 36A�                                                                             (6.63) 

d’où 

� � ����� ����5����� � � q]^T`b]^�_]^ � qT`b�_                                             (6.64) 

La première solution optimale est donc : 

,�, 0/� � dqT`b�_ , 0e                                                              (6.65) 

A présent prenons pour ��̂  la seconde colonne de A : 

��̂ � \ B3Ba                                                                    (6.66) 

��� �� � ,B, 3B/� \ B3Ba � B� . 9B� � 10B�                                    (6.67) 

Sachant que : 

��� � � ,B, 3B/� d AB12Ae � AB� . 36AB                                        (6.68) 

 

alors9 � ���� ���5���� � � ]q^T`b]q�_q^ � ]q�qT`b��_q                                                                     (6.69) 

 

 



Chapitre 6                          Optimisation non linéaire comme solution alternative aux systèmes linéaires incompatible 

 

150 

 

Par conséquent, la seconde solution optimale est: 

,0 , 9/ � d0 , ]q�qT`b��_q e                                                            (6.70) 

6-2-3-1 Interprétation géométrique : 

Les composantes du vecteur de l’erreur : 

 

E = d	�	�e                                                                         (6.71) 

d’où  	� � A� . B9 � AB                                                                                                        (6.72) 

	� � A �qT`b��_ � AB � ]qT`b]5�_]q�_                                             (6.73) 

	� � 5�]qT`b]�_                                                               (6.74) 

et 	� � 3A� . 3B9 � 12A                                                                                                       (6.75) 

 	� � 3BA �qT`b��_q � 12A                                                    (6.76) 

	� � `]q^T�_�]q5��_]q�_q                                                    (6.77) 

	� � `]q^5��]q�_q                                                       (6.78) 

 

Il est claire que les deux écarts, respectivement, 	� � 5�]qT`b]�_  et  	� � `]q^5��]q�_q   sont les deux 

distances approximatives des points (x, y) aux deux droites L1 et L2relatives au système (S). 

puisque rang (A) = 1 aucun couple des valeurs (x, y) ne saurait satisfaire simultanément leurs 

équations respectives. 

Les points d’une droite L parallèle, en même temps, àL1 et à L2 constituent la solution optimale. 

Les solutions obtenues par les deux matrices ��� et ��̂  sont les intersections de cette droite L 

avec les axes. 

Pour la représentation graphique et afin de fixer les idées on suppose que : 

A � 4  et  B � 3 
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6-3Adaptation de la minimisation de la norme euclidienne au cas particulier 

de l’estimation des paramètres de forme � et d’échelle � du modèle Weibull 

standard  

Un suivi en fiabilité d’un certain nombre d’équipements nous a fourni une série d’instants de 

défaillances : Q�, Q�, … Q�. En faisant les substitutions appropriées, dans la forme du modèle 

Weibull standard soumis à une double transformation logarithmique,  on obtient un système de n 

équations  linéaires à deux inconnues : 

� 
���
�
���

B���Q� � C�� � B��  � ���� ��5¡�[��B���Q� � C�� � B��  � ���� ��5¡�[^�...
...

...B���Q� � C�� � B��  � ���� ��5¡�[(�

N                                                                   (6.79) 

où C� est la valeur modale correspondant au maximum de l’intensité de linéarisation du nuage 

de points : 

y 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 2 3 4 5 0 

x 
5 6 

¢£ ¢¤ 

¢  

Figure 6.2 : Existence d’une infimité de solutions optimales représentées par la droite¢. 
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N¥ln�Q
� , ���� ��5¡�[¨�©                                                                (6.80) 

Matriciellement transcrit le système ��� devient : 

xy
yy
yy
yy
z ���Q� � C�� 1���Q� � C�� 1���Q` � C�� 1���Qr � C�� 1… … … … … . . . .���Q
 � C�� 1… … … … . . … . .���Q� � C�� 1}~

~~
~~
~~
�

xy
yy
yy
yy
yz B 

�B�� }~
~~
~~
~~
~�

�
xyy
yyy
yz ���� ��5¡�[������ ��5¡�[^�… … … … … … .���� ��5¡�[¨�… … … … … … . .���� ��5¡�[(� }~~

~~~
~�
                                     (6.81) 

ou bien d’une manière condensée on a �� � �                                                                      (6.82) 

La question qui se pose, en premier lieu, est d’étudier la compatibilité d’un tel système. 

Afin de connaitre le rang du système �S� on calcule le déterminant de la matrice des coefficients 

soit : 

P	Q��� � ����Q� � C�� 1���Q� � C�� 1� � ���Q� � C�� � ���Q� � C��                           (6.83)     

d’où                                         P	Q��� � �� {[�5p«[^5p«| � 0                                                       (6.84) 

Donc le rang maximum du système �S� est égal à 2 seulement il est inferieur au nombre 

d’équations n : �!�� ��� * �                                                                                                 (6.85) 

Parmiles ,� � �!�����/ � � � 2 déterminants caractéristiques, voyons s’il en existe un distinct 

de zéro. 

Soit le déterminant caractéristique : 

RST� � R�T� � ¬¬
���Q� � C�� 1 ���� ��5¡�[�����Q� � C�� 1 ���� ��5¡�[^����Q` � C�� 1 ���� ��5¡�[­�

¬¬                                                         (6.86)  
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� 

d’après la règle de Sarrus on a : 

                           ¬
¬®��[�5p«� � ®�®� ��¯°�±��®��[^5p«� � ®�®� ��¯°�±^�®��[­5p«� � ®�®� ��¯°�±­�

¬¬
®��[�5p«� � ®�®� ��¯°�±��®��[^5p«� � ®�®� ��¯°�±^�

                                          (6.87) 

Après avoir effectué les produits respectifs  on obtient :   

R�T� � ���Q� � C�� d���� �,�5¡�[­�/,�5¡�[^�/e . ���Q� � C�� d���� �,�5¡�[��/,�5¡�[­�/e . ²                               .
.���Q` � C�� d���� �,�5¡�[^�/,�5¡�[��/e 
Etantdonné que : 

i- Q� � C� � 0; �,�5¡�[­�/,�5¡�[^�/ � 0                                            (6.89) 

ii- Q� � C� � 0; �,�5¡�[��/,�5¡�[­�/ � 0                                           (6.90) 

iii- Q` � C� � 0; �,�5¡�[^�/,�5¡�[��/ � 0                                            (6.91) 

alors le déterminant caractéristique R�T� est  non nul ie R�T� � 0. Il s’en suit d’après le théorème 

de Fontené-Rouché que le système (S) n’admet pas de solution. Or d’après (6.14)on sait que la 

solution optimale vaut : 

� � �����5���� 

Effectuons le produit matricielle  (���� : 

��� � I���Q� � C�� ���Q� � C�� … ���Q
 � C�� … ���Q� � C��
1 1 1 1 J

xyy
yz ���Q� � C�� 1���Q� � C�� 1… … … … … .���Q
 � C�� 1… … … … … . . .���Q� � C�� 1}~~

~�
       (6.92) 

 

d’où  ��� � \∑ ,���Q
 � C��/��
·� ∑ ���Q
 � C���
·�∑ ���Q
 � C���
·� � a                                              (6.93) 

(6.88) 
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Examinons la régularité de la matrice ��� en calculant le déterminant respectif :  

P	Q����� � � ∑ ,���Q
 � C��/��
·� � ,∑ ���Q
 � C���
·� /�                                         (6.94) 

En multipliant les deux membres de l’égalité ��14� par le facteur  { ��^| il vient : 

��^ P	Q����� � ��^ ¥� ∑ ,���Q
 � C��/��
·� � �∑ ����Q
 � C����
·� ��©                          (6.95) 

d’où : 
� �� ∑ ,���Q
 � C��/��
·� � �∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^

�^                                                                  (6.96) 

ou bien : 

� �� ∑ ,���Q
 � C��/��
·� � ����Q¹ � C��ººººººººººººººº� �
                                                                   (6.97) 

ou bien encore : 

� �� ∑ ,���Q
 � C��/��
·� � 2 ����Q¹ � C��ººººººººººººººº� � . ����Q¹ � C��ººººººººººººººº� �
                                   (6.98)    

� �� ,∑ ���Q
 � C���
·� /� � 2 ���Q¹ � C��ººººººººººººººº �� ∑ ���Q
 � C���
·� . �� � ���Q¹ � C��ººººººººººººººº        (6.99) 

Or on sait que ∑ �1��
·� � � il s’en suit que : 

� �� ,∑ ���Q
 � C���
·� /� � 2 ���Q¹ � C��ººººººººººººººº �� ∑ ���Q
 � C���
·� . �� �∑ ���Q¹ � C���¹·�ººººººººººººººººººººº��
(6.100) 

� �� ∑ ¥,���Q
 � C��/� � 2 ���Q¹ � C��ººººººººººººººº ���Q
 � C�� .  ����Q¹ � C��ººººººººººººººº� �©�
·�                 (6.101) 

Finalement :  

��^ P	Q����� � �� ∑ ����Q
 � C�� � ���Q¹ � C��ººººººººººººººº���
·�                                              (6.102) 

On reconnaît, aisément, la formule de la variance de la variable aléatoire ���Q
 � C�� soit : 

��^ P	Q����� � »!�,���Q
 � C��/                                        (6.103) 

  d’où                      P	Q����� = n2* »!�,���Q
 � C��/                                                        (6.104) 
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Etant donné que n2 est strictement positif, alors, le signe du déterminant P	Q����� dépend 

uniquement de la variance»!�,���Q
 � C��/. Or la variance comme l’indique Vincent-Giar (57) 

en tant que caractéristique mesurant la dispersion des points d’observation autour de la moyenne 

possède un signe strictement positif. 

Ne pouvant être par définition négative, l’hypothèse de nullité de la variance »!�,���Q
 � C��/ 
est rejetée en ce sens qu’elle suppose que l’ensemble des valeurs observées sont, identiquement, 

égales à la moyenne. 

Par conséquent P	Q����� � 0, il résulte que la matrice ��� n’est pas singulière et admet donc  

un inverse, ce qui implique que le système (S) possède une solution optimale. 

L’optimum ou plus exactement le minimum recherché dans l’espace des paramètres inconnus est 

nécessairement unique. 

Maintenant calculant l’inverse de ��� : 
 

�����5� � VW��VXV�YZ[�VXV� � F � 5 ∑ ®��[¨5p«�(̧̈ �5 ∑ ®��[¨5p«�(̧̈ � ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � H
� ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^                                        (6.105) 

Ensuite calculons le produit matriciel ��� : 

��� � I���Q� � C�� ���Q� � C�� … ���Q
 � C�� … ���Q� � C��
1 1 1 1 J

xyy
yyy
yz ���� ��5¡�[������ ��5¡�[^�… … … … … … . .���� ��5¡�[¨�… … … … … … .���� ��5¡�[(� }~~

~~~
~�
  (6.106) 

Ce qui entraine le vecteur colonne suivant : 

��� �
xy
yy
yz∑ ���Q
 � C�� ���� ��5¡�[¨��
·�

∑ ���� ��5¡�[¨��
·� }~
~~
~�
                                                                      (6.107) 
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Il reste à déterminer les valeurs des inconnues B et   : 
\ B�B ln  a � F � 5 ∑ ®��[¨5p«�(̧̈ �5 ∑ ®��[¨5p«�(̧̈ � ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � H

� ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�∑ ®��[¨5p«�(̧̈ � �^ k∑ ���Q
 � C�� ���� ��5¡�[¨��
·� ∑ ���� ��5¡�[¨��
·� l                      (6.108) 

ou bien : 

xyy
yz B
�B ln  }~~

~� � ¼ � ∑ ®��[¨5p«� ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � 5∑ ®��[¨5p«�(̧̈ � ®�®� ��¯°�±¨�5 ∑ ®��[¨5p«�(̧̈ � ∑ ®��[¨5p«�®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � 5∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � ∑ ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � ½
� ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^           (6.109) 

 

d’où : 

B � � ∑ ®��[¨5p«� ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � 5∑ ®��[¨5p«� ∑  ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �� ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^                                                       (6.110) 

En divisant le numérateur et le dénominateur  par n on obtient l’estimateur ponctuel optimal du 

paramètre de forme B: 

B � ∑ ®��[¨5p«� ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � 5�( ∑ ®��[¨5p«� ∑  ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�(�∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^                                                       (6.111) 

Pour déterminer l’estimateur ponctuel optimal du paramètre d’échelle   on calcule d’abord le  

terme constant – B ln   soit : 

– B ln   � ∑ ,®��[¨5p«�/^ ∑ ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ � 5∑ ®��[¨5p«� ∑ ®��[¨5p«� ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �� ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^                        (6.112) 

ou bien : 

B ln   � ∑ ®��[¨5p«� ∑ ®��[¨5p«� ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ � 5∑ ,®��[¨5p«�/^ ∑ ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �� ∑ ,®��[¨5p«�/^(̧̈ � 5�∑ �®��[¨5p«��(̧̈ � �^                      (6.113) 
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En prenant l’exponentiel des deux membres  de l’égalité précédente on parvient à : 

 q � 	∑ ¿(�±¨¯À«� ∑ ¿(�±¨¯À«� ¿(¿( ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ � ¯∑ �¿(�±¨¯À«��^ ∑ ¿(¿( ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �
( ∑ �¿(�±¨¯À«��^(̧̈ � ¯d∑ {¿(�±¨¯À«�|(̧̈ � e^

                                    (6.114) 

Finalement l’estimateur ponctuel optimal du paramètre d’échelle   est donné par la relation : 

  � Á	∑ ¿(�±¨¯À«� ∑ ¿(�±¨¯À«� ¿(¿( ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ � ¯∑ �¿(�±¨¯À«��^ ∑ ¿(¿( ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �
( ∑ �¿(�±¨¯À«��^(̧̈ � ¯d∑ {¿(�±¨¯À«�|(̧̈ � e^Â

                                   (6.115) 

6-4 Conception de la fonction objectif du type pondéré 

Dans la pratique, la norme euclidienne �� =� AX � BÃ �� est souvent inadéquate pour les raisons 

suivantes : 

a) Les données numériques peuvent correspondre à des grandeurs physiques différentes ou 

d’échelles différentes. 

b) Certaines valeurs peuvent être plus précises que d’autres et il faut être sûr que 

l’approximation BÃ sera davantage influencée par les valeurs précises que les autres. 

c) Quand le modèle d’approximation est fondé sur un procédé de linéarisation la fonction 

objectif devient baisée. 

Ces considérations conduisent souvent à associer à chaque mesure un poids noté Ä
, i =1,2,…n. 

La norme des moindres carrés devient la norme des carrés pondérés de Legendre. 

Plus précisément, on a : 

  �� �       � � 1�
�!
�-"
Ã ��,Å =
��� � 1��
�!
� � "
Ã��Ä
                                  (6.116) 

Matriciellement la norme de Legendre devient : 

��WE=* �� � �, Ä��� � �� �                                       (6.117) 

 

où E=AX-B et W la matrice de pondération supposée symétrique 
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Ainsi les fonctions objectives acquièrent la forme suivante : 

Min  �È���É(X) = $���È�� �� * �� � �, Ä��� � �� �                                    (6.118) 

                                                  =$���È�� �� * �� � �, Ä�� � Ä� �                                    (6.119) 

En développant le produit scalaire on obtient : 

Min�È��,* ��, Ä�� � �* ��, Ä� � �* �, Ä�� � .* �, Ä� �/            (6.120) 

En réarrangeant les termes il découle : 

Min�È��,* �, ���Ä��� � �2 * �, ��Ä� � .* �, Ä� �/               (6.121) 

Min�È�� �� ,* �, ��Ä��� � �* ��Ä�, � � .* �, Ä�>]                 (6.122)  

A l’optimum le gradient de la fonction objectif est nul 

1�Ê(X)=���Ä��� � ��Ä�= 0                                          (6.123) 

En supposant��Ä� définie positive l’optimum pondéré est fourni par 

1�Ê(X)=(X)=0       ) �6=���WA�5���WB                              (6.124) 

Le calcul de la matrice de Hesse donne : 

1��Ê(X)=��WA(6.125)Sachant quela matrice de pondération W est définie positive par 

construction (4) donc��WA>0cela implique que la fonction objectif (6.118) est convexe et 

l’optimum obtenu est un minimum global. 

6-4-1 Perfectionnement  des estimateurs ponctuels  des paramètres de forme ß et 

d’échelle η du modèle Weibull standard  bi-logarithmiquement transformé par 

l’usage de la norme de Legendre : 

Il est évident que les deux fonctions objectif respectivement,  
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$�� ∑ ÌÍ�Q
� � F1 � 	‐{±¨¯À«Ï |ßHÑ��
·�                                                (6.126)      

et    $�� ∑ ¥���� ��5¡�[¨� � ,ß���Q
 � C�� � ß�� /©��
·�                                   (6.127) 

sont différentes, car la première est liée au modèle Weibull standard originale alors que la 

seconde est associée à sa forme bi-logarithmiquement transformée. 

Ainsi dans l’espace des paramètres ß, η les deux minimum ne coïncident pas.Les estimateurs de 

ß et η obtenus à partir du premièr indice de performance sont incontestablement plus sûrs que 

ceux dérivés du second en raison de l’effet de la transformation logarithmique double appliquée 

au modèle Weibull standard.  

Afin de pallier à cet inconvénient, on intègre dans la structure analytique de la fonction 

objectifun facteur de pondération. Dans les conditions du modèle Weibulllogarithmiquement 

transformé, puisqu ‘on démontre que le facteur de pondération  pour  une série  ti ;i=1,2,..,n non 

corrigée  vaut : 

Ò
 � Ó,1 � Í�Q
�/ ��,1 � Í�Q
�/Ô�                                                 (6.128) 

ou 

Ò
 � ,��Q
� ����Q 
  �/�                                                     (6.129) 

alors pour une série corrigée avec la grandeur de Gamma modale on trouve : 

Ò
 � Ó,1 � Í�Q
5C��/ ��,1 � Í�Q
5C��/Ô�                                  (6.130) 

ou bien                              Ò
 � ,��Q
5C�� ����Q 
5  C��/�                                                     (6.131) 

Par conséquent, la seconde fonction objectif acquiert, finalement, la forme analytique suivante : 

$�� ∑ ¥���� ��5¡�[¨� � ß���Q
 � C�� � ß��  ©� ,��Q
 � C�� ����Q
 � C��/��
·�        (6.132)
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Matriciellement transcrit cela donne :  

$�� �Ä� � $��,�� � �/�Ä,�� � �/                                                                        (6.133) 

 

où � �
xyy
yy
z���Q� � C�� 1���Q� � C�� 1² ²���Q
 � C�� 1² ²���Q� � C�� 1 }~~

~~
�
 ;                      �  �

xyy
yyz

�

���� }~~
~~� ;                               � �

xyy
yyy
yz���� ��5¡�[������ ��5¡�[^�²���� ��5¡�[¨�…���� ��5¡�[(�}~~

~~~
~�
                      (6.134) 

  et                  

xy
yy
yy
yz,��Q��C�� ����Q��C��/ 2 0 … … 0 … … 0

0 ,��Q��C�� ����Q��C��/ 2 0 … … 0… … … … … … … … … … … . . … … …0 0 … … ,��Q
�C�� ����Q
�C��/ 2 0… … … … … … … … … … … … … … … …0 0 … … 0 … … ,��Q��C�� ����Q��C��/ 2 }~
~~
~~
~�
         (6.135) 

Rappelons que W désigne la matrice de pondération. 

On sait déjà d’après (6.124) que le minimum absolu de la fonction objectif :$�� ,�� � �/�Ä,�� � �/est égal à � � ���Ä��5���Ä�       (6.136)

Ä � 



Chapitre 6                          Optimisation non linéaire comme solution alternative aux systèmes linéaires incompatible 

 

161 

 

Maintenant calculons l’inverse de ATWA.    

Soit ���Ä��5� � VW��VXÊV�ØÙÚ VXÊV                                                         (6.137)                                                                                 

           �  F ∑ ,Û�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ�ÚÜ5mÝ�/^àÜ¸� 5 ∑ ,Û�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ�ÚÜ5mÝ�/^àÜ¸� Þß�ÚÜ5mÝ�5 ∑ ,Û�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ�ÚÜ5mÝ�/^àÜ¸� Þß�ÚÜ5mÝ� ∑ ,Û�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ�ÚÜ5mÝ�/^àÜ¸� H
∑ dÛ�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ{ÚÜ¯áÝ|e^àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ�ÚÜ5mÝ�/^àÜ¸� ,Þß�ÚÜ5mÝ�/^5�∑ ,Û�ÚÜ5mÝ� ÞßÛ�ÚÜ5mÝ�/^àÜ¸� Þß�ÚÜ5mÝ��^              (6.138)                                                                                 

 Par ailleurs on a : 

��Ä� � F ∑ ,��Q
�C�� ����Q
�C��/��
·� ∑ ,��Q
�C�� ����Q
�C��/��
·� ���Q
�C��∑ ,��Q
�C�� ����Q
�/��
·� ���Q
�C�� ∑ ,��Q
�C�� ����Q
�C��/��
·� H                         (6.139) 

A présent calculons le produit matriciel   ��Ä� 

��Ä� � k∑ ,��Q
�C�� ����Q
�C��/����Q
�C������ ��5¡�[¨��
·� ∑ ,��Q
�C�� ����Q
�C��/� ���� ��5¡�[¨��
·� l                                                        (6.140) 

De la on passe a la détermination des valeurs inconnues des paramètres de forme B et d’échelle η 

� � F ∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^(̧̈ � 5 ∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^®��[¨5p«�(̧̈ �5 ∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^®��[¨55p«�(̧̈ � 5 ∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^,®��[¨5p«�/^(̧̈ � H¼∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^®��[¨5p«�®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � ∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^ ®�®� ��¯°�±¨�(̧̈ � ½
∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^(̧̈ � ∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^(̧̈ � ,®��[¨5p«�/^5â∑ ,'�[¨5p«� ®�'�[¨5p«�/^®��[¨5p«�(̧̈ � ã^                      (6.141) 
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L’estimateur pondère du paramètre de la forme ß est donc 

B � ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�ÞßÞß ��¯ä�åÜ�5∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^ÞßÞß ��¯ä�åÜ�àÜ¸�àÜ¸�àÜ¸�∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ,Þß�ÚÜ5mà�/^5â∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�àÜ¸� ã^                         (6.142)                                                                                 

ou bien 

B � ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�ÞßÞß ��¯ä�åÜ�5 �∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^ÞßÞß ��¯ä�åÜ�àÜ¸�àÜ¸�àÜ¸�
∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ,Þß�ÚÜ5mà�/^5 �∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^àÜ¸� â∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�àÜ¸� ã^                          (6.143) 

Pour la détermination de l’estimateur pondère du paramètre d’échelle n, on calcule d’abord la grandeur   – ßlnη 

 �βlnη � ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^,Þß�ÚÜ5mà�/^ ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^ÞßÞß ��¯ä�åÜ�àÜ¸� 5∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�ÞßÞß ��¯ä�åÜ�àÜ¸�àÜ¸�àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ,Þß�ÚÜ5mà�/^5â∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�àÜ¸� ã^               (6.144)                                                                                 

ln ηß � ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�ÞßÞß ��¯ä�åÜ�àÜ¸� 5∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^,Þß�ÚÜ5mà�/^ ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^ÞßÞß ��¯ä�åÜ�àÜ¸�àÜ¸�àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^àÜ¸� ,Þß�ÚÜ5mà�/^5â∑ ,Û�ÚÜ� ÞßÛ�ÚÜ�/^Þß�ÚÜ5mà�àÜ¸� ã^                 (6.145)                                                                                 

ηß � e
∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^çà�åÜ¯áà� ∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^çà�åÜ¯áà�çàçà ��¯ä�åÜ�àÜ¸� ¯∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^�çà�åÜ¯áà��^ ∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^çàçà ��¯ä�åÜ�àÜ¸�àÜ¸�àÜ¸�

∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^àÜ¸� ∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^àÜ¸� �çà�åÜ¯áà��^¯¥∑ �æ�åÜ� çàæ�åÜ��^çà�åÜ¯áà�àÜ¸� ©^
                   (6.146)                                                                      

Finalement on trouve :   � Á	
∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^¿(�±¨¯À(� ∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^¿(�±¨¯À(�¿(¿( ��¯°�±¨�(̧̈ � ¯∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^�¿(�±¨¯À(��^ ∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^¿(¿( ��¯°�±¨�(̧̈ �(̧̈ �(̧̈ �

∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^(̧̈ � ∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^(̧̈ � �¿(�±¨¯À(��^¯¥∑ �é�±¨� ¿(é�±¨��^¿(�±¨¯À(�(̧̈ � ©^ß
             (6.147)                                                                               
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6-5 Organigramme de résolution optimale d’un système linéaire 

incompatible AX≠ B  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
-Rang(A) < n 

-Existence d’un déterminant 

caractéristique non nul  

ou  bien    Rang A  <  Rang  AB 

Système incompatible  

Dét(AT A)-1 
≠0 

Existence desolutions 
optimales multiples 

- Cas d’un Modèle non linéarisé 
- Minimisation de la norme 
euclidienne 
- Existence d’une solution 
minimale X = (AT A)-1ATB 

- Cas d’un Modèle linéarisé 
- Minimisation de la norme de 
Legendre 
- Existence d’une solution minimale 
améliorée X = (ATWA)-1ATWB 

Oui 

Non 

Oui 
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6-6 Optimisation non linéaire et modélisation de l’impact du nombre de 

composants indispensables sur la fiabilité d’un système monté en série  

On se propose dans ce qui suit de montrer que la mise en œuvre, sans, discernement, de la 

méthode des moindres carrés qui implique la minimisation de la norme euclidienne au modèle 

linéarisé revient au fait d’adopter l’hypothèse selon laquelle l’erreur quadratique associée à la 

forme non linéarisée du modèle ∑ �	
���
·�   est identiquement égale à l’écart quadratique lié à 

sa forme linéarisée  ∑ ��
���
·�  : 

$�� ∑ �	
���
·� � $����
��(6.148) 

Pourtant cette égalité est dépourvue de tout fondement logique, ce qui entraine l’obtention des 

estimateurs moins sûrs pour les paramètres inconnus. 

Deux alternatives s’offrent à nous pour pouvoir contourner ce problème. 

i. Soit rechercher rigoureusement les grandeurs paramétriques inconnues en se servant 

d’une technique d’estimation adaptée aux modèles non linéaire; en particulier la 

méthode de Newton-Raphson. 

ii.  Ou bien tenir compte de la transformation due à la linéarisation à l’aide des 

coefficients de pondérationsÄ
,ce qui nous conduit à la minimisation de la norme 

euclidienne. Les estimateurs ponctuels optimaux des paramètres obtenus par la 

minimisation de la norme euclidienne peuvent être améliorés d’une manière 

significative en effectuant la minimisation de la norme de Legendre.   

En général,  la prise en ligne de compte des coefficients de pondération dans l’élaboration de 

la fonction objectif correspondante permet de réduire l’erreur quadratique du lissage d’une 

manière satisfaisante. 

Dans la littérature consacrée au problème de la fiabilité [46], on se contente seulement de 

représenter l’allure graphique de la relation liant la fiabilité d’un système montéselon le 

schéma en série avec le nombre de composants sans pour autant identifier le type de modèle 

pouvant rendre compte de ce genre de relation. 

A partir d’une simple représentation des données brutes de fiabilité, on effectue un lissage 

selon un modèle mathématique approprié en utilisant d’abord la technique de minimisation de 
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la norme euclidienne, ensuite en appliquant la méthode de minimisation de la norme de 

Legendre afin d’obtenir des estimations ponctuels des paramètres inconnus plus fiables. 

 Nous n’avons pas besoin de procéder à la collecte des données de fiabilité car on peut les 

confectionner par un simple calcul basé sur quatre hypothèses : 

i. Hypothèse d’indépendance de l’avènement des défaillances. 

ii.  Hypothèse de probabilité de bon fonctionnement élémentaire des composants en fixant 

arbitrairement un niveau supérieur soit Lê � 97%. 

iii.  Choix de 33 systèmes  �� ; j=1,1,….,m en faisant varier le nombre de composants 

indispensables de n1=2 à n33=200. 

iv. Hypothèse d’un schéma d’assemblage de composants en série qui implique que 

l’avarie d’un élément engendre la défaillance de tout le système. 

Il est évident, dans ces conditions de faire usage de la formule d’évaluation  de la fiabilité du 

système correspondant au schéma d’assemblage en série soit �[�Q� � ∏ �î�Q��
·�  (tableau1.1). 

Après avoir effectué les calculs nécessaires, on obtient les données qui sont regroupées dans 

le tableau (1.6). La forme du diagramme de dispersion correspondant à la série                               

[nj, ���Q�] est illustrée par la figure 6.1 

 

Figure 6.3 : Représentation graphique du nuage de points du nombre nj; j=1,2,…,33 de 

composants indispensables et du niveau de fiabilité de système correspondant. 
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Tableau 6.1 : Regroupement des données de fiabilité. 

N=° de 

série des systèmes  �� 

Nombre 

de composants 

indispensables : nj  

Fiabilité d’un 

Composant quelconque �ï�Q� � 97% 

Fiabilité du système  

correspondant : ���Q� �� 02 97% �0.97��=0.94 �� 03 97% �0.97�`=0.91 �` 04 97% �0.97�r=0.88 �r 10 97% �0.97��_=0.74 �ð 15 97% �0.97��ð=0.63 �b 20 97% �0.97��_=0.54 �ñ 25 97% �0.97��ð=0.46 �� 30 97% �0.97�`_=0.40 �� 35 97% �0.97�`ð=0.34 ��_ 40 97% �0.97�r_=0.29 ��� 45 97% �0.97�rð=0.25 ��� 50 97% �0.97�ð_=0.22 ��` 55 97% �0.97�ðð=0.19 ��r 60 97% �0.97�b_=0.16 ��ð 70 97% �0.97�ñ_=0.11 ��b 85 97% �0.97��ð=0.07 ��ñ 90 97% �0.97��_=0.06 ��� 100 97% �0.97��__=0.05 ��� 105 97% �0.97��_ð=0.04 ��_ 115 97% �0.97���ð=0.03 ��� 120 97% �0.97���_=0.027 ��� 125 97% �0.97���ð=0.22 ��` 130 97% �0.97��`_=0.019 ��r 140 97% �0.97��r_=0.014 ��ð 145 97% �0.97��rð=0.012 ��b 150 97% �0.97��ð_=0.01 ��ñ 155 97% �0.97��ðð=0.009 ��� 160 97% �0.97��b_=0.008 ��� 170 97% �0.97��ñ_=0.006 �`_ 185 97% �0.97���ð=0.004 �`� 190 97% �0.97���_=0.003 �`� 195 97% �0.97���ð=0.0026 �`` 200 97% �0.97��__=0.0023 
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Etape préliminaire : cette phase occupe une place capitale dans le processus de modélisation. 

En effet, afin d’éviter toute erreur de spécification de modèle du lissage à proposer il y a lieu 

de procéder à un examen, attentif du diagramme de dispersion mettant en jeux le nombre de 

composants et le niveau de fiabilité du système respectif (voire figure 6.1). 

L’analyse du diagramme de dispersion N [�� , ���Q� ] montre une tendance du diagramme de 

distorsion de décroissance exponentielle. D’après la figure 6.1 il semble que le modèle le plus 

adéquat pour rendre compte de ce comportement géométrique est donc du type : 

Z=hexp-A�                                                            (6.149) 

où h et α sont deux paramètres inconnus. 

La linéarisation de ce type de dépendance implique l’application de l’opérateur logarithmique 

népérien. 

ln ; � ln ò 	5]% � ln ò � A�                                          (6.150) 

En posant : 

9 � ln ;et      δ� ln òon obtient9 � ó �αx                         (6.151) 

L’association de l’équation  ln ; � ln ò � A� aux données d’observation du tableau (6.1) nous 

permet d’aboutir à un système de 33 équations linéaires. 

            -A�� . ln ò � ln ;� 

 -A�� . ln ò � ln ;� 

 .   .   .  

                            .   .    . 

 .   .    . 

 �!�
 . ln ò � ln ;
                                                                                           (6.152)                               

            .     .     . 

                            .     .     .  

                            .     .     . 

               �A�`� . ln ò � ln ;`� 

 

S 
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Matriciellement on a : 

1

2

33

1

1

1

1

i

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 
 
 
 

M M

MM

xy
yy
yy
y
z�w

ln ò
}
~
~
~
~
~
~
�

�
xyy
yyz
ln ;�ln ;�ôln ;
ôln ;�}~~

~~�                                                                    (6.153) 

 

Plus brièvement AX=B 

 

où : A=

1

2

33

1

1

1

1

i

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 
 
 
 

M M

MM

; X=

xy
yyy
yy
z�w

ln ò}~
~~~
~~
�
 , B=

xyy
yyz
ln ;�ln ;�ôln ;
ôln ;�}~~

~~� 

 

Etudions la compatibilité du système (s) en utilisant le théorème de Kronecker-Capelli. Pour 

se faire calculant d’abord, le rang de la matrice des coefficients [A]soit : 

�	Q ��� 1�� 1� � �� � ��≠0ce qui signifie queRang(A)=2                                     (6.154) 

Calculons maintenant, le rang de la matrice élargie [AB]. 

Pour calculer le rang de la matrice élargie [AB] on évalue le déterminant de la matrice 

composite [AB]. 

Le déterminent de la matrice composite [AB] est égale à : 

Det[AB]=õ�� 1 ln ;����` 11 ln ;�ln ;`õ                                                                                                (6.155) 
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L’application de la règle de Sarrus donne :  

õ�� 1 ln ;����` 11 ln ;�ln ;`õ                                                    (6.156)  

��� 1 ln ;��� 1 ln ;�� 

Det[AB]=�� ln ;` . �� ln ;� . �` ln ;� � �` ln ;� � �� ln ;� � �� ln ;` 

              =���ln ;` � ln ;�� . ���ln ;� � ln ;`� . �`�ln ;� � ln ;�� 

=�� ln ö­ö^ . �� ln ö�ö­ . �` ln ö^ö� � 0 d’où Rang [AB] =3.                                       (6.157) 

Par conséquant  Rang[A]*Rang[AB] et d’après le théorème de Krenecker-Capelli le système (S) 

est inconsistant . 

Ainsi la recherche des estimateurs ó � ln ò et A nécessite la minimisation de la norme 

euclidienne par rapport au modèle exponentiel linéairisé : 

+��÷�� � �÷� � +�� ∑ �;
 � ó . A�
���
·�                             (6.158) 

Or on a vu que la solution minimale de cette fonction objectif est donnée par :  

� � �����5����                                                 (6.159) 

Trouvons d’abord la matrice ��� ensuite vérifions si elle est inversible : 

��� � d�� �� … ��1 1 … 1 e ¼�� 1��ô��
1ô1½ � F∑ �
��
·� ∑ �
�
·�∑ �
�
·� � H                    (6.160) 

Le calcul du det(���) donne  

�	Q����� � ø∑ �
��
·� ∑ �
�
·�∑ �
�
·� � ø � � ∑ �
��
·� � �∑ �
�
·� ��                  (6.161) 

Donc det(���)� 0 et la matrice (���) est non singulière, d’où l’existence l’inverse de (���). 

 

 - 
+ 
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�����5� � VW��V±ÉV�YZ[�VXV� � ø � 5 ∑ %¨(̧̈ �5 ∑ %¨(̧̈ � ∑ %¨̂(̧̈ � ø
� ∑ %¨̂(̧̈ � 5�∑ %¨(̧̈ � �^                                (6.162) 

Calculons maintenent ��� : 

��� � d�� �� … … ��1 1 … … 1 e
xyy
yzln ;�ln ;�ôôln ;�}~~

~� � \∑ �
�
·� ln ;
∑ ln ;
�
·� a                     (6.163) 

Par conséquent la solution optimale vaut : 

� � d�A_ln ò_e � ø � 5 ∑ %¨(̧̈ �5 ∑ %¨(̧̈ � ∑ %¨̂(̧̈ � ø
� ∑ %¨̂(̧̈ � 5�∑ %¨(̧̈ � �^ \∑ �
�
·� ln ;
∑ ln ;
�
·� a                        (6.164) 

Après avoir effectuéle produit matriciel, on obtient les estimateurs ponctuels non pondérés des 

deux paramètres α et δ� ln ò soit : 

�A � � ∑ %¨(̧̈ � Þß ö¨5∑ %¨(̧̈ � ∑ Þß ö¨(̧̈ �� ∑ %¨̂(̧̈ � 5�∑ %¨(̧̈ � �^                                      (6.165) 

Divisons le numérateur et le dénominateur par n : 

A_ � �( ∑ %¨ ∑ Þß ö¨(̧̈ � 5∑ %¨(̧̈ � Þß ö¨(̧̈ �∑ %¨̂(̧̈ � 5�(�∑ %¨(̧̈ � �^                                     (6.166) 

�ó_ � ∑ �
� ∑ ln ;
�
·� � ∑ �
�
·� ∑ �
�
·� ln ;
�
·� � ∑ �
��
·� � �∑ �
�
·� ��  

Puisque ó_ � ln ò_       alors                 ò_ � 	�vó_                                                         (6.167) 

Remarquons que ces deux estimateurs comportent un défaut car ne ils correspondent pas au 

minimum de la norme euclidienne par rapport au modèle non linéaire soit : 

+��÷�� � �÷� � ∑ ,;
 � ò	�v��A��/��
·�                                     (6.168) 

Mais ils sont liés à la forme linéairisée du modèle autrement dit : 

+��÷�� � �÷� � ∑ ,;
 � ó . A�/��
·�                                      (6.169) 
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Ce qui est tout à fait différent. Néanmoins, il est possible de réduire l’impact de la 

linéarisation du modèle sur l’estimation des paramètres A_ et ó_ � ln ò_ en employant la 

norme de Legendre. 

6-7 Recherches des estimateurs ponctuels pondérés des paramètres ùúet ûú  

Afin de trouver les estimateursoptimaux ponctuels pondérés, il faut minimiser la norme de 

Legendre soit : 

+��÷�� � �÷�,É � +�� ∑ ,;
 � ò	�v��A��/É
��
·�    où : Ò
 ? 0; � � 1,2, … . , �         (6.170) 

Dans le contexte du modèle ; � exp ��A�� sous sa forme linéarisée, on prouve que le facteur 

de pondération est égal à :Ò
 � ;
� ; i=1,2,…,n. 

En intégrant le facteur de pondération Ò
 � ;
� dans la structure analytique de la fonction 

objectif(6.170), on obtient : 

+��÷�� � �÷�,É � min ,�� � �/� Ò,�� � �/ � +�� ∑ ,;
 � ò	�v��A�
�/�;
��
·�    (6.171) 

Comme la solution minimale est égale à : 

� � ���Ä��5���Ä� on calcule directement l’inverse de la matrice de pondération ��Ä� , 
car l’association de la matrice de pondération Ä n’influe pas sur le caractère inversible de 

cette dernière. 

Soit : 

���Ä��5� � þW��VXÊV�WZ[�VXÊV� � ø ∑ ö¨̂(̧̈ � 5 ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ �5 ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � ø
∑ ö¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � 5�∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � �^                        (6.172) 

A présent, calculons le produit matricielle ��Ä� : 

��Ä� � d�� �� … … ��1 1 ² … 1 e
xyy
yyz
;�� 0 …0 ;�� … ² 0 … 00 … 0ô � ô0 0 …0 0 … ² ;
� … 00 … ;��}~~

~~�
xy
yy
yzln ;�� 1��;��ô��;
�ô��;��

1ô1ô1}~
~~
~�
        (6.173) 
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Ce qui nous amène à : 

��Ä� � F∑ ;
��
�
·� ln ;
∑ ;
�ln ;
�
·� H                                             (6.174) 

Le vecteur des inconnus paramétriques est donc : 

� � \�A�ó� a ø ∑ ö¨̂(̧̈ � 5 ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ �5 ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � ø
∑ ö¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � 5�∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � �^ F∑ ;
��
�
·� ln ;
∑ ;
�ln ;
�
·� H                  (6.175)              

d’où  

�A� � ∑ ö¨̂ ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � Þß ö¨5∑ ö¨̂ %¨ ∑ ö¨̂ Þß ö¨(̧̈ �(̧̈ �(̧̈ � ∑ ö¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � 5�∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � �^                           (6.176) 

Donc l’estimateur optimal ponctuel pondéré du paramètre α est égal à : 

A� � ∑ ö¨̂ %¨ ∑ ö¨̂ Þß ö¨(̧̈ �(̧̈ � 5∑ ö¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � Þß ö¨∑ ö¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � 5�∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � �^                             (6.177) 

ou bien 

A� � �∑ �¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨ ∑ ö¨̂ Þß ö¨(̧̈ � 5∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � Þß ö¨(̧̈ �
∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � 5 �∑ �¨̂(̧̈ � �∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � �^                              (6.178) 

L’estimateur optimal ponctuel pondéré du paramètre δ est donc : 

ó� � ∑ ö¨̂ %¨^ ∑ ö¨̂ Þß ö¨(̧̈ � 5∑ ö¨̂ %¨ ∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � Þß ö¨(̧̈ �(̧̈ � ∑ ö¨̂(̧̈ � ∑ ö¨̂ %¨^(̧̈ � 5�∑ ö¨̂ %¨(̧̈ � �^                          (6.179) 

Puisque ò� � 	�vó�                    alors                 ò� � 	�vó�                                         (6.180) 

La détermination des estimateurs ponctuels pondérés conduit à un gain de précision qu’on 

peut mesurer par le rapport des racines carrés des erreurs quadratiques. 

������ � �∑ �ö¨5	�Z%�5]%��^(̧̈ �
�∑ �ö¨5	�Z%�5]%��^(̧̈ �

                                                (6.181) 
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Graphiquement, ce gain de précision se traduit par un meilleur ajustement du nuage de point 
Ó;
, �
Ô au modèle exponentiel ;� � ò�	�v � A��  et cela comparativement au même  

modèle  avec des estimateurs non pondérés des paramètres α0, h0  soit z0� ò_	�v � A�_. 
6-8 Presentation des resultats du lissage exponentiel  

 

Tableau 6.2 : Estimation non pondérée des paramètres. 

Paramètre Valeur correspondante 

ó_ � ln ò_ -0.014769 

ò_ � ��v ó_    0.98534 

A_      0.030425 

 

Tableau 6.3 :Estimation pondérée des paramètres. 

Paramètre Valeur correspondante 

ó� � ln ò�    -0.0014348 

ò� � ��v ó�       0.99857 

A�      0.030686 

 

Tableau 6.4 : Ajustement sans pondération du modèle.   

Forme analytique théorique  Forme analytique concrète 

 

z_ � h_exp��α_x� 
 

;_ �    0.98534	�v0.030425�� 
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Figure 6.4 : Ajustement sans pondération du 
modèle au  nuage de points   

Figure 6.5 : Evolution de 
l’erreurquadratique sans pondération 

 

Tableau 6.5 : Ajustement avec pondération du modèle. 

Forme analytique théorique  Forme analytique 
Concrète   

�� � �������O��� 
 

�ú �       �.�������ú���.�������� 
 

Figure 6.6 : Ajustement avec  pondération du 
modèle au nuage de points   

Figure 6.7 : Evolution de l’erreur 
quadratique avec  pondération 
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6-9 Ajustement graphique comparé avec et sans pondération du modèle 

exponentiel décroissant au nuage de points 

 

Figure 6.8 :Ajustement graphique compare 
avec  et sans  pondération du modèle  au 
nuage de points. 

 

Figure 6.9 : Evolution de l’erreur 
quadratique comparée avec  et sans  
pondération. 

 

Commentaire I :  

La représentation graphique, d’une manière simultanée des deux lissages indiquent 

visiblement que les deux ajustements s’appliquent totalement l’un sur l’autre. Cela est 

d’autant plus vraisemblable que l’évolution comparative des deux écarts quadratiques avec et 

sans pondération par rapport à une échelle verticale plus grande  montre qu’ils sont en 

apparence nuls(figure 6.10). En réalité, cela est vraiment erroné, car si nous opérons un 

‘zoom’, on observe facilement un écart entre les deux courbes de lissage. Plus précisément la 

seconde courbe d’ajustement obtenue en employant les estimateurs pondérés parait  plus 

proche du nuage de points comparativement à la première. 

Par conséquent, la haute qualité des deux types d’ajustement ne devrait pas conduire à la 

conclusion hâtive selon laquelle il n’y a pas de distinction entre le premier et le second lissage  

exponentiel. D’ailleurs l’évolution comparative par rapport à une échelle verticale plus 

réduite, des deux écarts quadratiques -avoisinant, systématiquement, la valeur nulle- montre 

malgré tout une nette diminution de l’erreur d’ajustement engendrée par l’estimation des 
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paramètres  ò�  et A� suite à la minimisation de la norme de Legendre. Cela veut dire que la 

performance du second lissage est supérieure au premier. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6.10 : Evolution des erreurs quadratiques non pondérées et pondérées avec échelle 

verticale agrandie. 

Tableau 6.6 :Ecart entre valeurs observées et modèle théorique. 

Type d’écart  quadratique Valeur correspondante   

E_ ��,z� � h_exp��α_x��/�ß
�·�

 
0.00076984 

E � ��z� � h exp��α x����ß
�·�

 
0.00024273 

Tableau 6.9 :Gain de précision par rapport à l’ajustement. 

Rapport des écarts quadratiques Valeur correspondante  

R" � E 
E_ 

 

       0.3153 

Racine carré du rapport des écarts 
quadratiques 

Valeur correspondante  

#$ � Á%�%� 
      0.56152 
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Commentaire II : 

Le rapport des deux écarts quadratiques traduit une réduction significative de l’erreur de 

l’ajustement. On remarque un très grand gain de précision dû principalement au 

perfectionnement des estimateurs des paramètres, suite à la minimisation de la norme de 

Legendre au lieu de la norme euclidienne, ce qui se traduit par un ajustement quasiment 

parfait des données d’observation avec le modèle d’ajustement exponentiel comme le montre 

la figue 6.5. 

Conséquence : Ces résultats nous montrent que le schéma d’assemblage des composants en 

série a pour inconvénient la réduction importante de la fiabilité du système qui peut devenir 

nulle pour un nombre élevé d’éléments même si la fiabilité individuelle est très élevée. 

Heureusement qu’il existe des techniques de redondance qui permettent de maintenir la 

fiabilité des systèmes à un haut niveau, sinon à un seuil viable. Malheureusement la technique 

de redondance arrive rapidement à un niveau de saturation. Seul le développement 

technologique est en mesure d’accroître la fiabilité d’un équipement sans pour autant avoir 

des effets majeurs. 
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7-1 Présentation des données de défaillance 

Généralement, les données de survie qu’on se propose de traiter sont issues de l’exploitation du 

matériel. Dans le but de donner une illustration concrète de l’application du modèle de Weibull 

standard soumis à une transformation logatrhimique double, on s’est contenté de recueillir des 

données de fiabilité d’exploitation se rapportant seulement à deux dispositifs notamment, relais 

et mécanisme.  

Parallèlement, on a essayé d’adapter la collecte des données de fiabilité de façon à tenir compte 

uniquement des deux parmi les trois variantes possibles des valeurs modales du paramètre 

d’origine γ à savoir : γM < 0, γM > 0. L’étude du cas où γM = 0 requiert une approche particulière.       

Le caractère fastidieux des calculs n’a pas pu être dépassé que par l’élaboration d’un long 

programme informatique issu du logiciel MATLAB. 

Tableau 7.1 : Relevé historique des instants de   
           défaillance en heures du dispositif : Relais.     

                               

       Tableau 7.2 : Relevé historique des instants de   
           défaillance en heures du dispositif : Mécanisme. 

 

 

Remarque : 

Avant d’entamer le traitement effectif des donnés des avaries il est nécessaire de situer les 
résultats de la fiabilité d’exploitation dans le cadre général de la typologie des principaux essais 
de survie afin de pouvoir spécifier le mode calculatoire à adopter.     

150 2750 3900 4900 

700 2950 4000 5000 

1000 3050 4100 5200 

1400 3150 4200 5400 

1600 3250 4300 5600 

2000 3350 4400 5700 

2150 3450 4500 6000 

2350 3600 4600 6200 

2500 3700 4700 6600 

2650 3800 4800  

1283 4865 8185 13210 28946 

 1887 5147 8559 14833 29254 

1888 5350 8843 14840 30822 

2357 5353 9305 14988 38319 

3137 5410 9460 16306 41554 

3606 5536 9595 17621 42870 

3752 6499 10247 17807 62690 

3914 6820 11492 20747 63910 

4394 7733 12913 21990 68888 

4398 8025 12937 23449 73473 
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 7-2 Aperçu sur les principales catégories d’essais de fiabilité  

7-2-1 Définition d’un essai de fiabilité : 

C’est un type d’expérience menée, en général, en laboratoire, qui consiste à soumettre un 
échantillon de pièces ou de dispositifs lors de la phase de conception, de développement ou de 
production, à un certain niveau de contraintes vairées en nature et en intensité, dans le but de 
connaitre les caractéristiques réelles de fiabilité d’un composant ou d’un système, notamment :  

i. La connaissance du mode prédominant de défaillance. 

ii.  La détermination du seuil réel de fiabilité. 

iii.  La détermination et la justification des actions correctives requises. 

iv. La comparaison des résultats obtenus du traitement par rapport aux objectifs fixés. 

7-2-2 Typologie des essais en fiabilité : 

L’analyse fiabiliste dispose d’un éventail de types d’essais de fiabilité dont voici un aperçu. 

7-2-2-1 Essai de conformité : 

Il s’agit d’une expérience réalisée dans des conditions de laboratoire ou d’exploitation pour 
savoir dans quelle mesure la valeur d’une certaine fiabilité est concordante avec les objectifs 
fixés. 

7-2-2-2 Essai de détermination : 

Il s’agit d’une expérimentation réalisée dont le but est de déterminer la valeur d’une 
caractéristique de fiabilité. 

7-2-2-3 Essai simple tronqué : 

C’est un type d’expérience qui se distingue à la fois par l’application de contrainte à intensité 
normale et par la fixation à priori d’un temps d’arrêt des opérations de l’essai. 

7-2-2-4 Essai simple censuré : 

C’est un type d’expérience marqué en même temps par l’application d’un ensemble de 
contraintes à intensité normale et un arrêt des opérations de l’essai dès l’apparition d’un nombre 
de défaillances fixé à l’avance. 

7-2-2-5 Essai de fiabilité en exploitation : 

C’est un genre d’expérience réalisé dans des conditions réelles d’exploitation et la vérification de 
la conformité d’une caractéristique en même temps la détermination de la fiabilité opérationnelle.  
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7-2-2-6 Essai accéléré : 

C’est une expérience, au cours de laquelle le niveau des contraintes appliquées est choisi de sorte 
qu’il soit au-delà du seuil fixé dans les conditions normales d’exploitation afin d’accélérer 
l’impact des contraintes sur le dispositif objet de l’essai. 

7-2-2-7 Essai sous contraintes échelonnées : 

Il s’agit d’une expérience pendant laquelle une certaine contrainte est appliquée à un échantillon 
de composants ou de systèmes lors de périodes successives d’égale durée avec des niveaux 
croissant d’une période à l’autre. 

7-2-2-8 Essai sous contraintes cycliques : 

En fait, il est question d’expériences dans lesquelles on prévoit l’interruption périodique de la 
puissance des contraintes exercées aux dispositifs soumis au processus de vieillissement, dans le 
but, de favoriser l’apparition d’une certaine catégorie particulière de défaillance. 

7-2-2-9 Mode de traitement des données de défaillance d’exploitation :  

Maintenant reconsidérons, le cas particulier relatif à notre travail qui se rapporte aux données de 
défaillances issues de l’exploitation réelle d’un équipement. En fait, il s’agit d’une sorte d’essai 
de fiabilité en exploitation (7-2-2-5). Dans ce type d’expérience, on  désire connaitre la fiabilité 
des dispositifs, dans des conditions concrètes de mise en service. Plus précisément il  est 
question de déterminer la fiabilité opérationnelle. Dans la mesure où les contraintes appliquées 
sont tout simplement, normales alors le traitement computationnel des données des avaries 
s’opère de la même manière que dans le cas de l’essai du type simple. 
Une précision importante, concernant la conduite des opérations de traitement computationnel 
des données de fiabilité s’impose vu que la taille des certains échantillons objet d’investigation 
est grande. Statistiquement parlant, dans ce cas, il est permis de procéder par regroupement des 
données de défaillances en un certain nombre de classes et appliquer ainsi, le test de X² sur la 
validité  du modèle Weibull standard  au lieu des tests de Kolmogorov- Smirnov et binomial 
simplifié. Bien que cette procédure soit dans une certaine mesure, techniquement fondée, elle 
présente l’inconvénient majeur d’aboutir à une perte d’information vitale car on utilise non pas 
les données ponctuelles mais on emploie les valeurs correspondantes aux centres de classes. Il 
ressort, donc, que cette méthode de traitement computationnel des données de défaillances n’est 
malheureusement pas entièrement valable car elle rentre en contradiction avec l’objectif, 
d’aboutir à un résumé optimal de l’information disponible, et exerce, automatiquement un 
impact négatif sur l’estimation des paramètres inconnus alors que les moyens computationnels 
existants, de part leur puissance et leur vitesse offrent l’opportunité d’agir, d’une manière, plus 
rigoureuse en mettant en exécution l’algorithme le plus pertinent possible.   

 

 



Chapitre 7  Résultats du traitement  statistique, numérique des données de fiabilité et leur interprétation. 

 

181 

 

7-2-3 Détermination comparative de l’estimateur du paramètre de localisation γγγγ du 
modèle Weibull standard : 

 

 

Figure 7.1 : La  Représentation graphique de √� � 3 �arctanh�
� ����avec paramétrage en fonction 

de la valeur modale de gamma positive pour un dispositif : relais. 

 
Figure 7.2 : Représentation graphique de √� � 3 �arctanh�
�� avec paramétrage en 

fonction du paramètre d’origine  � dont la valeur modale est négative pour un dispositif : 
mécanisme. 

1.645 

1.645 
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Commentaire 1: 

Puisque la forme analytique du test unilatéral de Z transformée de Fisher, au risque � � 5%  est 

donnée par l’inéquation : 

                              √� � 3 �arctanh�
������ � 1,645                                                             (7.1) 

          où �
���� � ∑ ��� !"#$� ���� %%&'()!*+!,% "%+ ∑ ��� !"#$� ∑  ���� %%&'()!*+!,%+!,%
-∑ .��� !"#$�/0"%+.��� !"#$�/0+!,% 1∑ 2���� %%&'()!*30"%+2���� %%&'()!*30+!,%

                               (7.2) 

alors, la droite horizontale  correspondant à :  √� � 3 �arctanh �
������ � 1,645  

est la limite en deçà de laquelle l’hypothèse d’une liaison linéaire entre les grandeurs variables :       

                                                   4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !�                                                      (7.3) 

est rejetée alors que pour les valeurs :   √� � 3 �arctanh �
������ 
située au dessus d’elle, l’hypothèse d’une relation linéaire entre les variables sus indiquées est 

acceptée. 

Puisque le traitement numérique des données de fiabilité a conduit à                                                                                       

                       ;<= √� � 3  �arctanh �
������ > 1,645                                                             (7.4) 

alors la linéarité de la relation entre 4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !� est admise, de même le modèle 

théorique de Weibull est valide. 

Sachant que pour le dispositif relais, le maximum global de la quantité √� � 3 �arctanh �
������  
est atteint au point d’abscisse �7 � 1122 @8AB8C et d’ordonnée :                  

;<= √� � 3�arctanh �
������ � 2,16101                                                                               (7.5) 

 alors la valeur modale correspondant au niveau maximum de redressement linéaire du modèle 

Weibull logarithmiquement transformé sera considérée comme estimateur ponctuel du paramètre 

d’origine et donc �7 �1122 heures. 

Ceci est valable aussi pour le système type mécanisme puisque              

                                                   ;<= √� � 3�arctanh �
������ �3.846                                        (7.6) 
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La valeur modale du paramètre d’origine est : �7 � -3775 heures, cette même valeur est donc 

l’estimateur ponctuel de Gamma.  

Figure 7.3 : Représentation graphique des trois termes du test bilatéral de Z-transformée de 

Fisher avec paramétrage au seuil de risque � � 5%  en fonction du paramètre d’origine � dont la 

valeur modale est positive. 

 

Figure 7.4 : Représentation graphique des trois termes du test bilatéral de Z-transformée de 

Fisher avec paramétrage au seuil de risque � � 5%  en fonction du paramètre d’origine � dont la 

valeur modale est négative. 
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Commentaire 2 : 

Les limites de l’intervalle de confiance de z –transformée de FISHER avec paramétrage sont 

données par : 

i- Limite Sup : EFGH��7� � arctanh �
� ��� I JKL�#$�
M��"9� I 9,NO√�"P                                          (7.7) 

ii-  EQR���7� � arctanh �
� ��7�.                                                                                     (7.8) 

iii-  E6�S��7� � arctanh �
� ��7� I JKL�#$�
M��"9� � 9,NO√�"P                                                           (7.9) 

Comme le montre la figure 7.3 (cas du dispositif relais), la courbe correspondant au terme 

intermédiaire EQR���7�  est bien encadrée par les deux courbes coïncidant avec les limites du 

test  bilatéral de Z transformée de Fisher. Il s’ensuit donc que l’hypothèse d’une liaison linéaire 

entre les deux variables  4��56 � �7�; 4�4� 99":� !� est vraisemblable avec un niveau de confiance 

de �1 � �� � 95% . Dans ces conditions, la validité du modèle Weibull standard est assurée. 

Les trois maxima correspondant EFGH��7�, EQR���7�, E6�S��7�  sont respectivement : 

                                                       ;<= EFGH��7� �2.9001                                                   (7.10) 

                                                      ;<= EQR���7� �2.6201                                                   (7.11) 

                                                      ;<= E6�S��7� �2.3401                                                     (7.12) 

On remarque que les valeurs du paramètre d’origine de Weibull logarithmiquement transformée 

sont identiques et par conséquent l’estimateur du paramètre de localisation sera 

�7 �1122heures. 

Pour le cas du dispositif mécanisme, (voir figure 7.4),l’hypothèse d’une relation linéaire  entre 

les deux variables  4��56 � �7�;  4�4� 99":� !� est acceptée pour un seuil de risque � � 5%. Les 

trois maxima respectifs, correspondent à la valeur modale �7 � -3775 heures, ce qui implique un 

redressement de la courbe du modèle de  Weibull vers la droite; donc l’estimateur de Gamma est 

identique à celui obtenu par la méthode précédente.                
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Figure 7.5 : Représentation graphique des trois termes de l’inverse du test bilatéral de Z 

transformée de Fisher avec paramétrage au seuil de risque � � 5% en  fonction du paramètre 

d’origine �.  

 

Figure 7.6 : Représentation graphique des trois termes de l’inverse du test bilatéral de Z 

transformée de Fisher avec paramétrage au seuil de risque � � 5%en  fonction du paramètre 

d’origine �. 
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Commentaire 3 : 

Les figures 7.5 et 7.6 indiquent que les courbes correspondant aux termes intermédiaires 

�
� moy��7� � Y@ EQR���7� pour les deux types de dispositif sont bien situées entre les deux 

extrémités de l’intervalle de confiance du test bilatéral de l’inverse de Z-transformée de Fisher 

avec paramétrage soit :  

                                          �
� sup��7� �  Y@ EFGH��7�                                              (7.13) 

 et    

                                         �
� inf ��7� �  Y@ E6�S��7�                                                 (7.14) 

Par conséquent, on peut confirmer avec un niveau de confiance 1 � � � 95% que la relation 

entre 4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !� est linéaire dans les deux cas de figure et donc le modèle 

Weibull proposé est admis.  

Les trois maxima relatifs au dispositif relais sont moins élevés que les valeurs correspondantes 

des optima du dispositif mécanisme comme le confirment les résultats suivants : 

� Dispositif : Relais  

 

i- ;<=�
� sup��7� �  ;<=Y@ EFGH��7�=0.99396 

ii- ;<=�
� moy��7� � ;<=Y@ EQR���7�=0.98946 

iii-       ;<=�
� inf ��7� �  ;<=Y@ E6�S��7�=0.98162 

 

� Dispositif : Mécanisme  

i- ;<=�
� sup��7� �  ;<=Y@ EFGH��7�=0.99953 

ii-  ;<=�
� moy��7� � ;<=Y@ EQR���7�=0.99911 

iii-  ;<=�
� inf ��7� �  ;<=Y@ E6�S��7�=0.99832 

La série des trois valeurs modales de Gamma émanant des optima du dispositif relais sont 

identiques (Figure 7.5). La même remarque est valable pour les optima du dispositif mécanisme 

(Figure 7.6) .Par conséquent, pour le premier dispositif, l’estimateur du paramètre d’origine est 

γM=1122 heures alors que pour le second dispositif, l’estimateur du paramètre de localisation  

vaut   γM = -3773 heures. 
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Ces deux valeurs modales coïncident avec le maximum de redressement linéaire de la courbe du 

modèle Weibull logarithmiquement transformé. Elles nous permettent d’obtenir deux séries 

corrigées d’une manière optimale, soit respectivement pour le premier et le deuxième système   

Ti = ti  - 1122      et    Ti =ti + 3773. 

Remarque :  

Une remarque importante s’impose à ce stade de notre développement; elle consiste dans le fait 

que les méthodes antérieures et plus particulièrement le test bilatéral de Z transformée de Fisher 

ont un double rôle. 

I. D’abord tester la validité du modèle Weibull standard sous sa forme linéarisée. 

II.  Ensuite fournir un estimateur optimal ponctuel du paramètre d’origine �. 

 

Figure 7.7 : Redressement du nuage de points initial à b4��56� ;  4�4� 99":� !�c vers la gauche 

selon la grandeur �7 

Commentaire 4 : 

Comme précédemment, les différentes méthodes mises en œuvre donnent la même évaluation 

pour la valeur modale �7  ce qui confère une confiance à l’estimateur ponctuel optimal du 

paramètre d’origine �. 

 Translation vers la gauche 

du nuage de points 

0̀ b4��5d� ;  4�4� 1
1−e�5d�c 

 

 �7 

 �7 
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Maintenant on corrige la série des instants de défaillances en mettant Y6 � 56 � �7. 

On constate visiblement que le nuage de points 9̀ b4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !�c  présente une 

tendance nette vers une forme géométrique linéaire. 

Le nuage de points initial ̀a b4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !�c a subi un mouvement translatoire vers 

la gauche d’une grandeur �7 car �7 > 0. 

 

  

Figure 7.8 : Redressement du nuage de points initial à b4��56� ;  4�4� 99":� !�c vers la droite 

selon la grandeur �7. 

Commentaire 5 :  

On constate que toutes les valeurs modales émanant des différentes méthodes  employées sont 

identiques, ce qui donne une assurance quant à la qualité de l’estimateur ponctuel du paramètre 

d’origine soit �f � �7. 

En soustrayant de chaque composante de la série initiale 56, d � 1,2, … �  la valeur modale �7  on 

obtient une série corrigée Y6 � 56 � �7. 
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Après translation d’une grandeur �7, on aboutit à un nuage de points 

9̀ b4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !�c  marqué par une nette tendance vers une forme géométrique qui 

s’ajuste bien avec l’allure d’une droite. 

Étant donné que la valeur modale �7 est négative, cela veut dire, que le nuage  de points 

 à b4��56 � �7� 85 4�4� 99":� !�c                                            (7.15) 

à été soumis à une translation vers la droite. 

Tableau 7.3 : Présentation comparative des résultats. 

TYPE DE 

             DISPOSITIF 

FACTEURS DE 

COMPARAISON 

 

RELAIS 

 

MÉCANISME 

Max√� � 3 �arctanh �
������ 2,16101 3.846 

Max arth Zsup(γ) 2.9001 4.1771 

Max arth Zmoy(γ) 2.6201 3.8591 

Max arth Z inf(γ) 2.3401 3.5412 

Max th Z sup(γ) 0.99396 0.99953 

Max th Z moy(γ) 0.98946 0.99911 

Max th Z inf(γ) 0.98162 0.99832 

Valeur modale du paramètre d’origine ou 

estimateur ponctuel du paramètre � : �7 

 

1122 heures 

 

-3775 heures 

Estimateur ponctuel non pondéré du paramètre de 

forme : ha 

 

0.97119 

 

5.3553 
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Estimateur ponctuel non pondéré du paramètre 

d’échelle : ia 
 

15185 heures 

 

8085.3 heures 

Estimateur ponctuel pondéré du paramètre de 

forme : hH 

 

0.91074 

 

5.4165 

 

Estimateur ponctuel pondéré du paramètre 

d’échelle : iH 

 

14152 heures 

 

8089.1 heures 

Fonctions de fiabilité respectivement avec des 

paramètres          

 ha , ia, �7  :R0(T) et  hH, iH, Rp�T� 

 
 
 
 
 

 

�a�Y�  � 8"l  "#$9m9nmop.rs%%r   
�H�Y�  � 8"l  "#$9t9mMop.r%psu   
Voir figure :7.9 

�a�Y�  � 8"l vPwwmnanm.P ox.yxxy   
�H�Y�  � 8"z v PwwmnanN.9 {x.u%|x   

 

Voir figures:7.10 
 

Estimateur ponctuel non  pondéré du MTBF : 

}a�5� � �7 I ia=  
 

16663heures 

 

4499.4 heures 

Estimateur ponctuel pondéré du MTBF = }H�5� �
�7 I iH=  

 

16013heures 

 

4736.4 heures 

Estimateur de l’écart-type sans pondération 

~a�5� �  ia�  

 

16400 heures 

 

8732.1 heures 

Estimateur de l’écart-type avec pondération 

~H�5� �  iH� 

 

16558 heures 9464.3 heures 



Chapitre 7  Résultats du traitement  statistique, numérique des données de fiabilité et leur interprétation. 

 

191 

 

Tableau 7.4 : Présentation comparative des résultats . 

            TYPE DE 

            DISPOSITIF 

 

FACTEURS DE 

COMPARAISON 

 

RELAIS 

 

MÉCANISME 

Fiabilité au seuil du MTBF 
avec des estimateurs non 
pondérés des paramètres : �a�;Y�e� 

 

�a�;Y�e� � 0.35962 

 

�a�;Y�e� � 0.32243 

Fiabilité au seuil du MTBF 
avec des estimateurs 

pondérés des paramètres : �H�;Y�e� 

 

 

�H�;Y�e�= 0.35084 

 

 

�H�;Y�e�= 0.26785 

Valeur de taux de 
défaillance au seuil de 

MTBF avec des estimateur 
non pondéré des 

paramètres : �a�;Y�e� 

 

�a�;Y�e� �6,3913 x10-5 

 

�a�;Y�e� � 73,256 x10-5 

Valeur du taux de 
défaillance au seuil de 

MTBF avec des estimateur  
pondéré des paramètres : �H�;Y�e� 

 

�H�;Y�e� � 6,4063 x10-5 

 

�H�;Y�e� � 83,834 x10-5 

Fonctions du taux de 
défaillance avec des 

estimateurs non pondérés et 
pondérés des paramètres   : �a�5� 

 

 

�a�5� � 6.3956 � 10"m � l "99MM9m9nm o"a.aMnn9M
  

�H�5� � 6.4355 � 10"m � l "99MM9t9mM o"a.anNMOP
  

 

 

�a�5� � 66,236 � 10"m 

� l vPwwmnanm.P ot.PmmP
  

�H�5� � 66,961 � 10"m 

� l vPwwmnanN.9 ot.t9Om
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Figure 7.9 : Allure graphique de la fonction de fiabilité respectivement avec des paramètres   ha 
, ia, �7 :R0(T) et : hH, iH, Rp�T�. (Dispositif : Relais). 

 

Figure 7.10 : Allure graphique de la fonction de fiabilité respectivement avec des paramètres   

ha , ia, �7 :R0(T) et : hH, iH, Rp�T� . (Dispositif : Mecanisme). 
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Figure 7.11: Allure du taux de défaillance avec des estimateurs non pondérés et pondérés des 

paramètres   : �����. 

               

Figure 7.12 : Allure du Taux de défaillance avec des estimateurs non pondérés et pondérés des 

paramètres   : �����. 
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Commentaire 6 : 

D’après la figure 7.11 le taux de défaillance λ (t) est décroissant car β < 1 . Par conséquent le 

dispositif relais se trouve dans la phase de jeunesse. Il faudrait que le fabricant applique la 

technique du déverminage ( burn – in ) pour éliminer les pannes du type infantile et cela avant le 

débarquement du matériel a destination du client. 

Par référence à la figure 7.12 on constate que le taux de défaillance λ (t) est croissant car β > 1. 

Donc le dispositif mécanisme se trouve dans la période de vieillesse. La maintenance préventive 

est applicable pour contourner l’apparition des défaillances d’usure. 

Tableau 7.13 : Application des tests de Kolmogorov-Smirnov et binomial simplifié  

pour le dispositif: Relais. 

N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

1 1283 0.98318 0.016821 0.0029324 

2 1887 0.93226 0.067735 0.034005 

3 1888 0.93219 0.067813 0.014242 

4 2357 0.89719 0.10281 0.029401 

5 3137 0.84413 0.15587 0.062612 

6 3606 0.81463 0.18537 0.072271 

7 3752 0.80576 0.19424 0.061299 

8 3914 0.79609 0.20391 0.051135 

9 4394 0.76836 0.23164 0.059019 

10 4398 0.76814 0.23186 0.039403 
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N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

11 4865 0.74243 0.25757 0.045268 

12 5147 0.72746 0.27254 0.040397 

13 5350 0.71693 0.28307 0.031087 

14 5353 0.71677 0.28323 0.0114 

15 5410 0.71385 0.28615 0.0055205 

16 5536 0.70745 0.29255 0.01896 

17 6499 0.66085 0.33915 0.0078016 

18 6820 0.64617 0.35383 0.0026394 

19 7733 0.60654 0.39346 0.02243 

20 8025 0.59448 0.40552 0.014643 

21 8185 0.588 0.412 0.0012854 

22 8559 0.57317 0.42683 0.003723 

23 8843 0.5622 0.4378 0.012594 

24 9305 0.54487 0.45513 0.01511 

25 9460 0.5392 0.4608 0.029279 

26 9595 0.53431 0.46569 0.044235 

27 10247 0.51143 0.48857 0.041189 

28 11492 0.47077 0.52923 0.020372 
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N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

29 12913 0.42876 0.57124 0.001797 

30 12937 0.42809 0.57191 0.017372 

31 13210 0.42052 0.57948 0.029645 

32 14833 0.37848 0.62152 0.0074495 

33 14840 0.37831 0.62169 0.02712 

34 14988 0.37472 0.62528 0.043367 

35 16306 0.34431 0.65569 0.032802 

36 17621 0.31664 0.68336 0.024972 

37 17807 0.31292 0.68708 0.041099 

38 20747 0.26006 0.73994 0.0080725 

39 21990 0.24067 0.75933 0.008526 

40 23449 0.21986 0.78014 0.0075613 

41 28946 0.15709 0.84291 0.035375 

42 29254 0.15418 0.84582 0.018436 

43 30822 0.14026 0.85974 0.012522 

44 38319 0.089709 0.91029 0.043228 

45 41554 0.074166 0.92583 0.038929 

46 42870 0.068669 0.93133 0.024585 
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N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

47 62690 0.022028 0.97797 0.051384 

48 63910 0.020564 0.97944 0.033008 

49 68888 0.01555 0.98445 0.018181 

50 73473 0.01204 0.98796 0.0018491 

47 62690 0.022028 0.97797 0.051384 

48 63910 0.020564 0.97944 0.033008 

Tableau 7.6 : Application des tests de Kolmogorov-Smirnov et binomial simplifié 

 pour le dispositif : Mécanisme. 

N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

1 3925 0.019704 0.017766 0.0019378 

2 4475 0.039683 0.043147 0.0034645 

3 4775 0.05592 0.068528 0.012608 

4 5175 0.085127 0.093909 0.008782 

5 5375 0.1035 0.11929 0.015791 

6 5775 0.14886 0.14467 0.0041858 
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N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

7 5925 0.16905 0.17005 0.00099804 

8 6125 0.19882 0.19543 0.0033898 

9 6275 0.22331 0.22081 0.0024955 

10 6425 0.24964 0.24619 0.0034505 

11 6525 0.26821 0.27157 0.0033601 

12 6725 0.30771 0.29695 0.010751 

13 6825 0.32857 0.32234 0.0062398 

14 6925 0.35015 0.34772 0.0024302 

15 7025 0.37238 0.3731 0.00072143 

16 7125 0.39521 0.39848 0.0032661 

17 7225 0.4186 0.42386 0.005262 

18 7375 0.45456 0.44924 0.0053184 

19 7475 0.47901 0.47462 0.0043934 

20 7575 0.50376 0.5 0.0037593 

21 7675 0.52871 0.52538 0.0033287 

22 7775 0.55377 0.55076 0.0030091 

23 7875 0.57885 0.57614 0.0027041 

24 7975 0.60384 0.60152 0.0023138 
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N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

25 8075 0.62864 0.6269 0.0017364 

26 8175 0.65315 0.65228 0.00086905 

27 8275 0.67727 0.67766 0.00039078 

28 8375 0.7009 0.70305 0.0021438 

29 8475 0.72394 0.72843 0.0044879 

30 8575 0.74629 0.75381 0.0075161 

31 8675 0.76787 0.77919 0.011316 

32 8775 0.7886 0.80457 0.015968 

33 8975 0.82722 0.82995 0.0027243 

34 9175 0.86171 0.85533 0.006378 

35 9375 0.89177 0.88071 0.01106 

36 9475 0.90511 0.90609 0.00098155 

37 9775 0.93847 0.93147 0.0069961 

38 9975 0.95547 0.95685 0.0013873 

39 10375 0.97872 0.98223 0.0035139 

29 8475 0.72394 0.72843 0.0044879 

30 8575 0.74629 0.75381 0.0075161 

31 8675 0.76787 0.77919 0.011316 
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N° de 

série 

Instants de 

défaillances 

corrigés 

Fonction de répartition 

théorique 

 

Fonction de 

répartition 

empirique 

Série des écarts 

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= 
6"a,P�va,t Dn=|�e�5d� � ��5d�|� 

32 8775 0.7886 0.80457 0.015968 

33 8975 0.82722 0.82995 0.0027243 

34 9175 0.86171 0.85533 0.006378 

35 9375 0.89177 0.88071 0.01106 

36 9475 0.90511 0.90609 0.00098155 

37 9775 0.93847 0.93147 0.0069961 

38 9975 0.95547 0.95685 0.0013873 

39 10375 0.97872 0.98223 0.0035139 

Tableau 7.7 : Recueil des résultats des tests de Kolmogorov-Smirnov et binomial simplifie. 

Test de Kolmogorov-Smirnov : 

 Max écart  empirique 

Max Dn=Max|�e�5d� � ��5d�|� 
 

Max D50= 0.072271 

 

Max D39= 0.015968 

Test de Kolmogorov-Smirnov : 

 Max écart théorique D�� 

 

Dma;a,am �  0.19233 

 

DPN;a,am � 0.21777 

Test binomial simplifié  

Max écart empirique : MaxBn 

Max B50=0.072271 

 

B39=0.015968 

Test binomial simplifié  

Ecart théorique  B(n ;0,5, �) 

B(50 ;0,5, 0,05)=0,14425 

 

B(39 ;0,5, �)= 0.16333 
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Commentaire 7 :  

Au seuil de signification � � 5% on a constaté d’une part que : Max D50�  �ma;a,am  et que Max 

B(50) �  ��50; 0,5; 0,05� sont vérifiés pour les données correspondant au système relais ce qui 

implique l’acceptation de l’hypothèse du modèle Weibull standard. 

Remarque :  On peut observer que les limites du test de Kolmogorov-Smirnov sont déterminées 

comme suit : 

Linf = F(ti)-Dn;,α= F(ti)-D50; 0,05= F(ti)  -  0.19233 

Lsup = F(ti)+Dn;,α= F(ti)+D50; 0,05= F(ti)  +  0.19233 

alors que les limites du test binomial simplifié sont fixées de la manière suivante : 

Linf = F(ti)-  B(n ;0,5, �)= F(ti) -  B(50 ;0,5, 0,05�= F(ti)  -  0,14425 

Lsup = F(ti)+ B(n ;0,5, � = F(ti)+ B(50 ;0,5, 0,05�= = F(ti)  +  0,14425 

Ce qui nous permet de passer à la forme graphique des deux tests : 

 

Figure 7.13: Variante graphique des tests de Kolmogorov-Smirnov et binomial simplifié. 
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Figure 7.14: Variante graphique des tests de Kolmogorov -Smirnov et binomial simplifié. 

Commentaire 8 : 

Toutes les valeurs de la fonction de répartition réelle se situent à l’intérieur des limites  fixées par 

le test binomial simplifie qui est plus sensible que le test de Kolmogorov-Smirnov, ce qui 

confirme le même résultat obtenu précédemment par les formes analytiques des deux tests. 

Par conséquent, au seuil de risque � � 5% on admet la validité de l’hypothèse du modèle 

Weibull standard. 

7-3 Exploitation des résultats d’estimation des paramètres γ, β, η pour 

déterminer la périodicité  optimale de la maintenance préventive  

Dispositif : mécanisme 

Supposons que le coût de défaillance d’un relais vaille 30000 DA et le coût de la maintenance 

préventive respectif soit égale à 1000 DA. 

Puisque le modèle Weibull standard est validé, alors l’application de la formule  (27) due  à 

Dodson Bryan est possible. Etant donné que Cd/Cp = 30. et sachant que βp = 5.4165, par 
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conséquent la mise en œuvre de la maintenance préventive est économiquement et 

mathématiquement justifiée. Maintenant, il reste à déterminer la périodicité optimale des 

interventions préventives donnée par la formule : 

Top = R η + γ.                                                                                                                                         

Etant donné que dans l’annexe tableau 1 on ne trouve pas la valeur de R correspondant 

simultanément  à β = 5.4165 et au ratio Cd / Cp =30, il est nécessaire d’effectuer une 

interpolation appropriée. Donc la valeur de R est égale : 

 R= 
m.t9Om�a.Pnw

m
 = 0.4192.                                                                                                      (7.16) 

En substituant chaque terme par sa valeur respective dans la formule (1.52), on parvient à : 

   Top = (0.4192) (8089.1) + (-3775) = 3390.95 – 3775 = -384.049. 

Il est évident que l’on doit considérer la valeur absolue de la grandeur trouvée. Finalement la 

programmation des interventions préventives doit être effectué au temps Top  donné par : 

 Top =| - 384.049 | = 384.049  heures. 

7-3-1 Appréciation de la performance de la périodicité de la maintenance préventive 

selon la méthode graphique de Weibull : 

L’expert français en fiabilité Patrique Lyonnet [48] a traité les mêmes données de défaillance 

relative au dispositif mécanisme et abouti aux résultats suivants comme l’indique la figure 

(7.15) : 

� Estimateur ponctuel graphique du paramètre d’origine γ : γg = -2000 heures. 

�  Estimateur ponctuel graphique du paramètre de forme β : βg = 3.6. 

� Estimateur ponctuel graphique du paramètre d’échelle η : ηg = 6050 heures. 

Remarque : 

Etant donné que l’écart entre la valeur modale du paramètre de repérage γ (voir figure 7.2) et 

celle trouvée par la méthode graphique de Weibull est égal à : 

   

γ M - γg = -3775 – (-2000) = - 1775 heures, 

alors il faudrait que le procédé itératif de linéarisation par rapport à la méthode graphique sur 

papier fonctionnel de Weibull se poursuive encore 1775 fois, avec un pas d’incrémentation      

∆ γ=1, pour atteindre la valeur modale effective du paramètre d’origine γ. 
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Figure 7.15 : Estimation graphique ponctuel des paramètres γ, β, η par rapport aux données de 

défaillance du dispositif mécanisme (Tableau 7.2). 

Tenant compte de β = 3.6 et Cd / Cp = 30 de même que de la valeur du facteur R donnée par le 

(Tableau 1 Annexe) : 

Après interpolation, la valeur du facteur R vaut : 

� �
P.O �a.PMnP  = 0.3936   . 

Par référence à la formule Dodson Bryan [27] on trouve : 

Tg = R * ηg + γ g = (0.3936)* (6050) + (-2000) = 2381.28 - 2000 = 381.28 heures. 

On observe que la valeur de la périodicité de la maintenance préventive graphiquement 

déterminée (Tg) s’écarte de la valeur de périodicité optimale des opérations de maintenance 

préventive (Top)  

Top - Tg = 381.28 – ( - 384.049) =  765.329 heures. 
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Conclusion : 

Afin, d’achever notre travail, on voudrait tout d’abord, et cela en dehors du problème centrale 

de notre recherche relative à l’estimation du paramètre de localisation s’appesantir sur le 

résultat préliminaire concernant la modélisation de l’impact de la variation du nombre de 

composants fondamentaux sur la fiabilité globale d’un système groupé en série. Un tel résultat 

a été rendu possible après avoir effectué un lissage des données de fiabilité concernant trente 

trois systèmes comportant comme minimum un nombre de deux éléments indispensables pour 

des systèmes élémentaires allant jusqu’au système les plus complexe pouvant contenir, 

éventuellement un nombre avoisinant deux cent pièces fondamentales. L’hypothèse de base 

adoptée pour le traitement des données de survie est que les différents systèmes ont leurs 

composants regroupés selon le schéma en série. Il faut rappeler dans ce contexte que la 

substance de ce résultat réside la réduction exponentielle du niveau de la fiabilité et qui peut 

même être nulle lorsque le nombre d’éléments constituant un système dépasse une certaine 

limite techniquement établie. De la les spécialistes des équipements industriels doivent 

réduire au maximum possible le recours à ce type de conception du matériel.            

Par ailleurs, l’examen approfondie des résultats essentiels obtenus montre clairement et cela 

contrairement à ce qui a été annoncé au niveau de l’introduction qu’il s’agit non pas 

seulement d’une nouvelle méthode d’estimation du paramètre d’origine γ, mais en réalité il 

s’agit carrément de l’élaboration de trois nouvelles méthodes pour l’estimation de cette même 

grandeur paramétrique de repérage du modèle Weibull standard. Bien entendu  cela a requit la 

transformation du test ponctuel de linéarité de Z-transformée de Fisher en une fonction 

dépendant de la variation de la valeur du paramètre d’origine γ d’où le test de linéarité de Z-

transformée de Fischer avec paramétrage. Ainsi après avoir conçu trois indices de 

performance  se rapportant au test sus-indiqués dans sa triple variante on a été conduit à 

déterminer les optima des trois programmes mathématiques dont les valeurs modales ont été 

considérées comme estimateurs du paramètre de repérage du modèle Weibull standard et cela 

en effectuant un traitement computationnel  des données de défaillance. De cette manière il 

est possible de suivre l’évolution de l’ensemble des tests de linéarité de Z-transformée de 

Fischer suivant la variation de la grandeur du paramètre γ. 
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L’application de ces méthodes aux deux dispositifs,  respectivement, relais et mécanisme, on 

observe qu’elles sont entièrement  opérationnelles car elles permettent d’aboutir en quelques 

secondes aux estimateurs des paramètres d’origine γ , de forme β et d’échelle η. 

Evidemment, l’optimalité de l’estimateur du paramètre de localisation γ entraine une 

correction optimale de la série des instants de défaillance, ce qui garantit à son tour une 

estimation optimale des deux autres paramètres respectivement, de forme β et d’échelle η.  

Un autre résultat intéressant auquel a conduit notre recherche consiste dans la remise en cause 

de l’équivalence logique, faussement établie dans la littérature spécialisée en fiabilité 

[21][36][47], entre la simple transformation bi-logarithmique du modèle Weibull standard et 

l’aboutissement à la forme linéarisée de ce dernier. En effet bien que, au préalable, 

l’application double de l’opérateur logarithmique népérien au modèle Weibull standard soit 

une condition nécessaire elle reste, toutefois, insuffisante, tant que la valeur du paramètre 

d’origine γ est non nulle. Il est dans ce cas, nécessaire, d’ajouter la seconde condition 

concernant la détermination de la valeur modale du paramètre d’origine γ pour obtenir la 

forme linéarisée du modèle Weibull standard. Cependant l’équivalence logique en question 

n’est vraie que dans le cas où la valeur du paramètre de repérage est nulle.                     

Parallèlement, il est important de noter que les méthodes proposées permettent d’éviter les 

conséquences indésirables d’une estimation défaillante  du paramètre de localisation γ  sur le 

l’optimalité de la dimension temporal des interventions préventives. En effet, partant de la 

formule de Dodson Bryan (2.31) relative la détermination de la périodicité de la maintenance 

préventive, il est possible de constater dans le cas  d’une surestimation du paramètre γ , une 

translation vers la droite du temps  des actions préventives par rapport à l’abscisse  du 

minimum du coût totale de la  maintenance et vice versa, dans le cas où il y a une               

sous estimation de la grandeur paramétrique de repérage. Dans les deux situations on observe, 

par conséquent une démarcation par rapport à l’optimum du coût de maintenance total. Ce qui 

va induire une incidence négative sur la pertinence technico-économique de l’entreprise et 

corrobore, encore une fois, l’importance de la question de l’élaboration d’un nouvel 

estimateur à caractère optimal du paramètre d’origine γ. 

En outre, si on ne respecte pas le critère d’arrêt optimal relatif aux tests de linéarité à la fois 

unilatéral et bilatéral de Z-transformé Fischer avec paramétrage on risque en plus d’une 

estimation erronée du paramètre de position γ d’aboutir à une estimation non correcte du 

paramètre de forme β. Dans ces conditions le manager peut être piégé car il va 
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vraisemblablement établir un faux diagnostic sur la nature en besoin de maintenance du 

matériel. Afin de fixer les idées, si par exemple la vraie valeur du paramètre de forme est égal 

à un alors que l’estimateur réel de ce même paramètre est strictement supérieur à un. 

Considérant cette information comme étant fiable il va prendre des dispositions nécessaires 

pour appliquer la maintenance préventive alors qu’il devrait soit lancer un programme 

d’inspection périodique du matériel, ou bien procéder par la mise en œuvre de la maintenance 

prédictive.  

Au cas où il ya une sous-estimation du paramètre échelle β, on va assister à un scénario 

inverse. Evidemment l’état du matériel peut correspondre effectivement à la phase d’usure qui 

réclame automatiquement une politique de maintenance préventive, alors que dans la pratique 

on va mettre en œuvre des actions de maintenance prédictive ou bien lancer un programme 

d’inspection périodique du matériel. Ces éléments montrent encore une fois l’intérêt d’un 

estimateur rigoureux du paramètre d’échelle β qui joue un rôle stratégique dans l’orientation 

de la politique de maintenance. 

Du point de vue perspectif d’application il y a lieu d’insister sur un avantage essentiel lié aux 

méthodes proposées car elles permettent d’aboutir à l’estimation la plus exacte du niveau réel 

de la fiabilité opérationnelle d’un matériel. En fait, maintenant le manager maintenancier 

d’une entreprise nationale est en mesure d’effectuer une comparaison sur des bases objectives 

entre d’une part le niveau de la fiabilité opérationnelle prévisionnelle [Rp(t)]  établie par le 

fournisseur et le niveau réel de la fiabilité opérationnelle [Ru(t)] établie par l’utilisateur. Alors 

dans ces conditions on peut imaginer trois cas de figure : 

i. Ru(t) - Rp(t) = 0 ce qui implique que Ru(t) = Rp(t) . Cela signifie que nous somme dans 

la situation idéale car il n’existe aucun conflit potentiel entre le producteur et 

l’utilisateur.  

ii.  Ru(t) - Rp(t) > 0 ce qui implique que Ru(t) > Rp(t) . Cette éventualité est invraisemblable 

car n’étant pas réaliste compte tenu d’une part de l’intensité des contraintes réelles 

d’exploitation et du niveau potentiel du management de la maintenance des 

équipements. Cette inéquation ne peut être renversée que dans le cas exceptionnel 

d’adoucicément des conditions réelles de service.    

iii.  Ru(t) - Rp(t) < 0 ce qui implique que Ru(t) < Rp(t). Dans le cadre de cette éventualité 

l’entreprise réceptrice du matériel se trouve dans une position légale forte. Le 
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maintenancier, devant ce cas dont l’avènement est le plus probable doit choisir la 

solution légale la plus avantageuse. 

 A ce stade se pose la question du test d’acceptation ou de refus du matériel. Deux alternatives 

sont envisageables :  

� Si l’écart fiabiliste ne dépasse pas un certain seuil minimal tolérable noté (m), alors on 

accepte de garder le matériel ie Ru(t) - Rp(t) ≤ m . 

� Si l’écart dépasse le seuil minimal tolérable désigné (m), alors on refuse le matériel ou 

bien on exige un dédommagement de la part du fournisseur.    

Quant aux limites de notre travaille de recherche, on a relevé d’abord le fait d’avoir exclu  le 

traitement des données de défaillance relatives aux essais incomplets. En outre bien que ce cas 

n’a pas été au centre de notre intérêt d’étude il convient d’indiquer que si le test de linéarité 

du nuage de points,  N1= { ln (ti – γM) ; lnln �
�����	

 }s’avère non significatif il est vraisemblable 

qu’on est face de données de défaillance relatives à un modèle Weibull standard du type mixé. 

Le traitement des données de défaillance dans ces conditions requiert l’usage d’une autre 

méthode appropriée à ce cas de figure, notamment, la méthode des nuées dynamiques.  

On ce qui concerne les données d’avarie qui de part leur taille requièrent un regroupement en 

classes on a préféré les garder sous forme ponctuelle et de procéder aux calculs nécessaires 

sans transformation aucune afin d’aboutir à un résumé optimal de l’information statistique 

disponible. 

Bien qu’en s’appuyant sur le fait incontestable que la majeure partie des pannes et 

convenablement décrite par le modèle Weibull standard comme l’indique le docteur B R 

Bernaty [50], on devrait adopter, systématiquement, ce modèle de fiabilité. Mais, la logique      

d’un traitement, scientifiquement, fondé des données de défaillances suppose, l’application 

d’un test de validité de l’hypothèse du modèle de défaillance proposé notamment les deux 

tests non paramétrique respectivement de Kolmogorov-Smirnov et de Binomial simplifie. 

C’est justement, cette méthode basée sur la prudence qu’on a appliqué dans notre traitement 

des données de défaillances. Cependant, en toute rigueur, lorsqu’on est dans le cas où 

plusieurs modèles de fiabilité sont admis, simultanément, il y a lieu d’appliquer un critère 

supplémentaire permettant de faire un arbitrage pertinent entre les différentes éventualités, 

dans le but, d’adopter le modèle de survie qui possède l’écart résiduel comparatif minimum. 
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Cette méthode est justifiée par le fait que lorsqu’un modèle est accepté cela n’implique pas, 

nécessairement, qu’il est le seul valable. En effet, d’autres modèles de survie peuvent 

également être admis au même titre que le premier. En dernier instance, on ne peut être, 

statistiquement, certain que par rapport aux modèles de fiabilité rejetés. 

Maintenant, on doit s’appesantir sur un élément important, et qui est basé sur le fait que 

l’exécution des actions de la maintenance préventive selon une périodicité optimale demeure 

une condition sine qua non de l’optimum global du cout total de la maintenance, 

malheureusement, elle est insuffisante. En réalité, il y a lieu, également de déterminer les 

périodicités optimales, aussi bien, de la maintenance prédictive que celle du programme 

d’inspection périodique de sorte qu’on puisse aboutir à un minimum du cout total de la 

combinaison de toute les formes des activités d’entretien afin de réaliser la pertinence  

technico-économique du management de la maintenance. 

Sur le plan de perspectives possibles l’estimation ponctuelle optimale du paramètre de 

localisation γ est réalisée par le biais de la méthode proposée, cela va impliquer entre autre 

une estimation ponctuelle optimale du paramètre d’échelle β de sorte que si sa valeur 

effective est strictement inférieure à l’unité, alors, l’entreprise réceptrice du matériel productif 

peut, légalement, le refuser, catégoriquement, et le remettre ainsi au fournisseur, ou bien 

demander, tout bonnement, d’être conséquemment dédommagée, car en général, ce genre de 

pannes surviennent pendant la phase considérée sont générées par des défauts de fabrication 

ou sont dues à la faiblesse des composants ou bien à des défaut de manipulation par des 

opérateurs. 

En guise, d’illustration on peut concevoir éventuellement l’utilisation de la méthode 

computationnelle proposée dans le management d’un projet réel complexe comme celui du 

Tram-Way d’Oran ou d’un système d’équipements de toute entreprise industrielle et même de 

services (notamment le transport des hydrocarbures, en particulier le suivie de la fiabilité d’un 

gaz au duc ou d’un pipeline) ; ce qui nous permettra de tester la pertinence de nos résultats 

théoriques confrontés à la réalité de terrain. 

Passons maintenant, aux questions ouvertes : 

i. Quelles sont les conséquences sur l’estimation de la fiabilité des systèmes  en excluant  

l’hypothèse de nullité systématique du paramètre de localisation.  

ii.  A quel type de loi obéit la distribution d’échantillonnage du paramètre de repérage 

d’origine γ. La réponse à cette question permettra d’aboutir à une estimation par 

intervalle de confiance de ce paramètre.  
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iii.  Comment est-il possible de modéliser le comportement géométrique du test de 

linéarité de Z-transformée de Fisher avec paramétrage dans sa double variante 

unilatéral et bilatéral. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Tableau 1 : Calcul du coefficient F en fonction du ratio du coût de défaillance au coût de 

maintenance préventive : d

p

C
R

C
=

 
et en fonction de la valeur du paramètre de forme β.

 

 



 

Tableau 2 : Calcul du temps moyen du bon fonctionnement M.T.B.F. 

 

 

 

 

 

 

 

 



Tableau 3 : Fonction intégrale de la loi de la place-Gauss (probabilité de trouver une valeur inferieure à x) 

X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2.5 
2.6 
2.7 
2.8 
2.9 

0.50000 
0.53983 
0.57926 
0.61791 
0.65542 
0.69146 
0.72575 
0.75804 
0.78814 
0.81594 
0.84124 
086433 
0.88493 
0.90320 
0.91924 
0.93319 
0.94520 
0.95543 
0.96407 
0.97128 
0.97725 
0.98214 
0.98610 
0.98928 
0.99180 
0.99379 
0.99534 
0.99653 
0.99744 
0.99813 

0.50399 
0.54380 
0.58317 
0.62172 
0.61910 
0.69497 
0.72907 
0.76115 
0.79103 
0.81859 
0.84375 
0.86650 
0.88686 
0.90490 
0.92073 
0.93448 
0.94630 
0.95637 
0.65485 
0.97193 
0.97773 
0.98257 
0.98645 
0.98956 
0.99202 
0.99396 
0.99547 
0.99664 
0.99752 
0.99819 

0.50798 
0.54776 
0.58706 
0.62552 
0.66276 
0.69847 
0.73237 
0.76424 
0.79389 
0.82121 
0.84614 
0.86864 
0.88877 
0.90658 
0.92220 
0.93574 
0.94738 
0.95728 
0.96562 
0.97257 
0.97831 
0.98300 
0.98679 
0.98983 
0.99224 
0.99413 
0.99560 
0.99674 
0.99760 
0.99825 

0.51197 
0.55172 
0.59095 
0.62930 
0.66640 
0.70194 
0.73565 
0.76731 
0.79673 
0.82381 
0.84850 
0.87076 
0.89065 
0.90824 
0.92364 
0.93699 
0.94845 
0.95819 
0.96538 
0.97320 
0.97882 
0.98341 
0.98713 
0.99010 
0.99245 
0.99430 
0.99573 
0.99683 
0.99767 
0.99831 

0.51595 
0.55567 
0.59484 
0.63307 
0.67003 
0.70540 
0.73891 
0.77035 
0.79955 
0.82639 
0.85083 
0.87286 
0.89251 
0.90988 
0.92507 
0.93822 
0.94950 
0.95907 
0.96712 
0.97381 
0.97932 
0.98382 
0.98745 
0.99036 
0.99266 
0.99446 
0.99585 
0.99693 
0.99774 
0.99836 

0.51994 
0.55962 
0.59871 
0.63683 
0.67365 
0.70884 
0.74215 
0.77337 
0.80234 
0.82894 
0.85314 
0.87493 
0.89435 
0.91149 
0.92647 
0.93943 
0.95053 
0.95994 
0.96784 
0.97441 
0.97982 
0.98422 
0.98778 
0.99061 
0.99286 
0.99461 
0.99598 
0.99702 
0.99781 
0.99841 

0.52392 
0.56356 
0.60257 
0.64058 
0.67724 
0.71226 
0.74537 
0.77637 
0.80511 
0.83147 
0.85543 
0.87698 
0.89617 
0.91309 
0.92786 
0.94062 
0.95154 
0.96080 
0.96856 
0.97500 
0.98077 
0.98500 
0.98840 
0.99111 
0.99324 
0.99492 
0.99621 
0.99720 
0.99795 
0.99851 

0.52790 
0.56750 
0.60642 
0.64431 
0.68082 
0.71566 
0.74857 
0.77936 
0.80785 
0.83398 
0.85769 
0.87900 
0.89796 
0.91466 
0.92922 
0.94179 
0.95254 
0.96164 
0.96926 
0.97558 
0.98077 
0.98500 
0.98840 
0.99111 
0.99324 
0.99492 
0.99621 
0.99720 
0.99795 
0.99851 

0.53188 
0.57142 
0.61026 
0.64803 
0.68439 
0.71904 
0.75175 
0.78230 
0.81057 
0.83646 
0.85993 
0.88100 
0.89973 
0.91621 
0.93056 
0.94245 
0.95352 
0.96246 
0.96995 
0.97615 
0.98124 
0.98537 
0.98870 
0.99134 
0.99343 
0.99506 
0.99632 
0.99728 
0.99801 
0.99856 

0.53586 
0.57535 
0.61409 
0.65173 
0.68793 
0.72240 
0.75490 
0.78524 
0.81327 
0.83891 
0.86214 
0.88298 
0.90147 
0.91774 
0.93189 
0.94408 
0.95449 
0.96327 
0.97062 
0.97670 
0.98169 
0.98574 
0.98899 
0.99158 
0.99361 
0.99520 
0.99643 
0.99736 
0.99807 
0.99861 

 



Suite du Tableau  3 : F(x) pour les grandes valeurs de X . 

X 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

3, 

4, 

5, 

13510⁻⁵ 

31710⁻⁷ 

2910⁻⁸  

96810⁻⁶ 

20710⁻⁷ 

1710⁻⁸ 

68710⁻⁶ 

13310⁻⁷ 

1010⁻⁸ 

48310⁻⁶ 

8510⁻⁷ 

5810⁻⁹ 

33710⁻⁶ 

5410⁻⁷ 

3310⁻⁹ 

22310⁻⁶ 

3410⁻⁷ 

1910⁻⁹ 

15910⁻⁶ 

2110⁻⁷ 

1110⁻⁹ 

10810⁻⁶ 

1310⁻⁷ 

6010⁻10 

72310⁻⁸ 

7910⁻⁸ 

3310⁻10 

48110⁻⁷ 

4810⁻⁸ 

1810⁻10 

 

Nota : la table donne les valeurs F(x) pour x positif ; lorsque x est négatif, il faut prendre le complément à l’unité de la valeur lue dans la table 

Exemple : pour X= 0.97, F(x)= 0.82639 

                  pour X= 0.97, F(x)= 0.17361 



Tableau 4 : Valeurs «maximales admissibles » Vmax (n ; Q) des écarts réduits («élimination 

des résultats aberrants d’observation ; schéma à une dimension ; seuil de signification  

α=Q/200%) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Q , %      

n 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 

1.414 
1.732 
1.996 
2.219 
2.408 
2.568 
2.704 
2.822 
2.925 
3.015 
3.096 
3.167 
3.232 
3.290 
3.343 
3.392 
3.437 
3.478 
3.516 
3.552 
3.585 
3.616 
3.646 
3.673 
3.699 
3.724 
3.747 
3.769 
3.791 
3.811 
3.830 
3.848 
3.866 
3.882 
3.898 
3.914 
3.929 
3.943 
3.957 
3.970 
3.983 
3.995 
4.007 
4.019 
4.030 
4.041 
4.052 
4.062 
4.072 
4.082 

1.414 
1.732 
1.994 
2.212 
2.395 
2.547 
2.677 
2.788 
2.884 
2.969 
3.044 
3.111 
3.171 
3.225 
3.274 
3.320 
3.361 
3.400 
3.436 
3.469 
3.500 
3.529 
3.566 
3.582 
3.606 
3.629 
3.651 
3.672 
3.692 
3.711 
3.729 
3.746 
3.762 
3.778 
3.793 
3.808 
3.822 
3.835 
3.848 
3.861 
3.873 
3.885 
3.896 
3.907 
3.918 
3.928 
3.938 
3.948 
3.957 
3.966 

1.414 
1.731 
1.990 
2.203 
2.377 
2.521 
2.643 
2.747 
2.837 
2.915 
2.984 
3.046 
3.102 
3.152 
3.198 
3.240 
3.278 
3.314 
3.347 
3.378 
3.407 
3.434 
3.459 
3.483 
3.506 
3.528 
3.548 
3.567 
3.586 
3.603 
3.620 
3.638 
3.652 
3.667 
3.681 
3.695 
3.708 
3.720 
3.733 
3.745 
3.756 
3.767 
3.778 
3.788 
3.798 
3.808 
3.818 
3.827 
3.836 
3.845 

1.414 
1.730 
1.982 
2.183 
2.344 
2.476 
2.586 
2.680 
2.760 
2.830 
2.892 
2.947 
2.997 
3.042 
3.083 
3.120 
3.155 
3.187 
3.217 
3.245 
3.271 
3.295 
3.318 
3.340 
3.360 
3.380 
3.399 
3.416 
3.433 
3.449 
3.465 
3.480 
3.494 
3.507 
3.521 
3.533 
3.545 
3.557 
3.568 
3.579 
3.590 
3.600 
3.610 
3.620 
3.630 
3.639 
3.648 
3.656 
3.665 
3.673 

1.414 
1.728 
1.972 
2.161 
2.310 
2.431 
2.532 
2.616 
2.689 
2.753 
2.809 
2.859 
2.905 
2.946 
2.983 
3.017 
3.049 
3.079 
3.106 
3.132 
3.156 
3.179 
3.200 
3.220 
3.239 
3.258 
3.275 
3.291 
3.307 
3.322 
3.337 
3.351 
3.364 
3.377 
3.389 
3.401 
3.413 
3.424 
3.435 
3.445 
3.455 
3.465 
3.474 
3.483 
3.492 
3.501 
3.510 
3.518 
3.526 
3.534 

1.414 
1.723 
1.955 
2.130 
2.265 
2.374 
2.464 
2.540 
2.606 
2.663 
2.716 
2.759 
2.800 
2.837 
2.871 
2.903 
2.932 
2.959 
2.984 
3.008 
3.030 
3.051 
3.071 
3.089 
3.107 
3.124 
3.140 
3.156 
3.171 
3.185 
3.199 
3.212 
3.224 
3.236 
3.248 
3.259 
3.270 
3.281 
3.291 
3.301 
3.310 
3.320 
3.329 
3.338 
3.346 
3.354 
3.363 
3.370 
3.378 
3.386 

1.414 
1.710 
1.917 
2.067 
2.182 
2.273 
2.349 
2.414 
2.470 
2.519 
2.563 
2.602 
2.638 
2.670 
2.701 
2.728 
2.754 
2.779 
2.801 
2.823 
2.843 
2.862 
2.880 
2.897 
2.913 
2.929 
2.944 
2.958 
2.972 
2.985 
2.998 
3.010 
3.022 
3.033 
3.044 
3.055 
3.065 
3.075 
3.084 
3.094 
3.103 
3.112 
3.120 
3.129 
3.137 
3.145 
3.152 
3.160 
3.167 
3.175 

1.412 
1.689 
1.869 
1.996 
2.093 
2.172 
2.238 
2.294 
2.343 
2.387 
2.426 
2.461 
2.494 
2.523 
2.551 
2.577 
2.601 
2.623 
2.644 
2.664 
2.683 
2.701 
2.718 
2.734 
2.749 
2.764 
2.778 
2.792 
2.805 
2.818 
2.830 
2.842 
2.853 
2.864 
2.874 
2.885 
2.894 
2.904 
2.913 
2.922 
2.931 
2.940 
2.948 
2.956 
2.964 
2.972 
2.980 
2.987 
2.994 
3.001 

1.406 
1.645 
1.791 
1.894 
1.974 
2.041 
2.097 
2.146 
2.190 
2.229 
2.264 
2.297 
2.327 
2.354 
2.380 
2.404 
2.426 
2.447 
2.467 
2.486 
2.504 
2.521 
2.537 
2.553 
2.568 
2.582 
2.596 
2.609 
2.622 
2.634 
2.646 
2.657 
2.668 
2.679 
2.689 
2.699 
2.709 
2.718 
2.727 
2.736 
2.745 
2.753 
2.762 
2.770 
2.778 
2.785 
2.793 
2.800 
2.807 
2.814 



Tableau 5 : Loi Kolmogorov-Smirnov 

Intervalles de confiance de F(x) 

(valeurs critique pour le test de Kolmogorov-Smirnov) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  Niveau  Significatif  α  
n 0.20 0.15 0.10 0.05 0.01 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
25 
30 
35 

n > 35 

0.900 
0.684 
0.565 
0.494 
0.446 
0.410 
0.381 
0.358 
0.339 
0.322 
0.307 
0.295 
0.284 
0.274 
0.266 
0.258 
0.250 
0.244 
0.237 
0.231 
0.21 
0.19 
1.18 

1.07 /√� 

0.925 
0.726 
0.597 
0.525 
0.474 
0.436 
0.405 
0.381 
0.360 
0.342 
0.326 
0.313 
0.302 
0.292 
0.283 
0.274 
0.266 
0.259 
0.252 
0.246  
0.22 
0.20 
0.19 

1.14 /√� 

0.950 
0.776 
0.642 
0.564 
0.510 
0.470 
0.438 
0. 41 1 
0.388 
0.368 
0.352 
0.338 
0.325 
0.314 
0.304 
0.295 
0.286 
0.278 
0.272 
0.264 
0.24 
0.22 
0.21 

1.22 /√� 

0.975 
0.842 
0.708 
0.624 
0.565 
0.521 
0.486 
0.457 
0.432 
0.410 
0.391 
0.375 
0.361 
0.349 
0.338 
0.328 
0.318 
0.309 
0.301 
0.294 
0.27 
0.24 
0.23 

1.36 /√� 

0.995 
0.929 
0.828 
0.733 
0.669 
0.618 
0.577 
0.543 
0.514 
0.490 
0.468 
0.450 
0.433 
0.418 
0.404 
0.392 
0.381 
0.371 
0.363 
0.356 
0.32 
0.29 
0.27 

1.63 /√� 



Tableau 6 :Test binomial simplifié 
 

 Valeurs de B (n ;05 ;α) en fonction du nombre de défaut n et du seuil de confiance α. 
 
 

  Risque d’erreur  

n α= 0.10 α= 0.05 α= 0.01 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 

n > 35 

0.475 
0.432 
0.402 
0.369 
0.347 
0.327 
0.307 
0.292 
0.277 
0.265 
0.255 
0.245 
0.236 
0.228 
0.221 
0.215 
0.209 
0.203 
0.198 
0.193 
0.189 
0.185 
0.181 
0.177 
0.173 
0.170 
0.167 
0.164 
0.161 
0.158 
0.156 
0.153 
0.151 
0.149 
0.882

√�
 

0.487 
0.454 
0.432 
0.402 
0.382 
0.362 
0.343 
0.328 
0.313 
0.300 
0.289 
0.279 
0.270 
0.261 
0.253 
0.246 
0.240 
0.234 
0.228 
0.223 
0.218 
0.213 
0.209 
0.205 
0.201 
0.197 
0.194 
0.190 
0.187 
0.184 
0.181 
0.178 
0.176 
0.174 
1.02

√�
 

0.497 
0.484 
0.471 
0.452 
0.434 
0.417 
0.400 
0.386 
0.372 
0.360 
0.348 
0.338 
0.328 
0.319 
0.311 
0.303 
0.295 
0.288 
0.282 
0.276 
0.271 
0.265 
0.260 
0.255 
0.251 
0.247 
0.243 
0.239 
0.235 
0.231 
0.227 
0.224 
0.220 
0.218 
1.30

√�
 

Epstein (tests for the validity of the Assumption that the uderlying distribution of life is 

exponential. Technometrics- Vol.2 N01 Feb. 1960 et Vol.2 N02 May 1960)(Article traduit par 

Mlle Roch R.S.A. 1962 Vol. N03) . 
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Résumé : 

Après avoir effectué, une étude comparative entre les principaux modèles mathématiques de 
fiabilité on a optée pour le modèle Weibull standard universellement utilisé car il se distingue 
par sa capacité de décrire, convenablement, un pourcentage de pannes variées pouvant 
atteindre le seuil de 95٪, comme le précise le Dr Robert B. Abernethy [51]. La formule 
mathématique du modèle Weibull standard permettant d’évaluer la fiabilité, facteur 
fondamental d’un management scientifique de la maintenance d’un matériel, exige 
l’estimation du triplet paramétrique, notamment le paramètre d’origine γ, le paramètre de 
forme β et enfin le paramètre d’échelle η. 

Sachant que la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance, est plus performante, 
que les deux méthodes, respectivement, des moments et des moindres carrés, on a élaboré la 
fonction objectif correspondante. Le problème d’estimation, ainsi posé, revêt un caractère 
tridimensionnel, d’où la nature fort laborieuse du processus calculatoire. Donc on a été 
contraint de décomposer l’indice de performance global en deux programmes mathématiques 
non linéaires partiels. Le premier concernant la recherche du maximum du test unilatéral de 
linéarité de Z-transformée de Fisher avec paramétrage appliqué au modèle Weibull standard 
bi-logarithmiquiment modifié et dont le maximum coïncide avec la valeur modale du 
paramètre de localisation γ qui est considéré comme l’estimateur ponctuel optimal de cette 
grandeur paramétrique fondamentale. Conformément à cette méthode computationnelle, on a 
parallèlement, transformé le test bilatéral de linéarité de Z-transformée de Fisher ainsi que sa 
variante inversée sous une forme dépendant du paramètre de repérage γ. Le traitement des 
données de fiabilité à corroborer la concordance des résultats fournies, séparément, par les 
trois méthodes distinctes d’où la pertinence de ces nouvelles techniques d’estimation 
ponctuelle du paramètre de position γ. 

Quant au second programme mathématique non linéaire partiel, il consiste à minimiser la 
norme euclidienne avec paramétrage afin d’aboutir au minimum absolu de l’écart quadratique 
appliqué au modèle Weibull standard soumis a une double transformation logarithmique, ce 
qui permet d’obtenir les estimateurs ponctuels optimaux, respectivement, de forme β et 
d’échelle η. De cette façon, la formule de Bryan Dodson donnant la périodicité optimale des 
interventions préventives devient plus précise. Ainsi, on met a la disposition du manager 
maintenancier des informations fiables qu’ils lui garantissent la mise au point d’un diagnostic 
juste sur l’état effectif du matériel et lui permettent l’adoption de la politique de maintenance 
la plus adéquate pour la prise en charge de l’entretien des équipements selon un plan 
opératoire technico-economiquement optimal, ce qui va contribuer à l’amélioration de la 
rentabilité de l’entreprise. 

Mots-clés : Modèle Weibull standard, paramètre d’origine γ, paramètre de forme β, paramètre 
d’échelle η, courbe en baignoire, test de Kolmogorov-Smirnov, test binominal simplifié, 
méthode d’estimation du maximum de vraisemblance, test unilatéral de linéarité de Z-
transformée de Fisher, test bilatéral de linéarité de Z-transformée de Fisher.      
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