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Introduction :

Il est important d’insister, dans un premier tengs, le fait qu’une estimation défaillante de
la fiabilité opérationnelle d’'un équipement qui saduit, nécessairement, soit par une
surévaluation ou bien par une sous évaluation deutgie d’'un matériel, peut avoir des
conséguences multidimensionnelles néfastes.

Si I'on suppose que I'on est devant le cas d'uméwaluation de la fiabilité opérationnelle
d’'un équipement, il semble, en toute logique, quenbnager maintenancier va adopter une
réaction spontanée qui consiste, tout simplemergdaire substantiellement, le volume des

moyens tant humains que matériels alloués a laitonde maintenance.

Dans I'hypothese ou la vraie valeur de la fiabitless équipements est, effectivement, faible le
type de politique de maintenance antérieuremerg, ftkune maniere aveugle, va faire
encourir a I'entreprise un risque incontournabéduicde voir sa capacité a mener sa mission,
hypothéquée, en raison de I'immobilisation imprites des équipements productifs due
d’'une part au seuil modeste de la survie du méatétide la faible capacité de maintenance

disponible, d’autre part.

Par contre si on est dans le cas d’'une sous éimiude la fiabilité opérationnelle d’un

matériel on constate I'apparition d’'un ensembkdffdts facheux multiples :

i. Dans l'esprit du manager maintenancier, il s'agit fhire face, réellement, a un
équipement ayant une fiabilité insuffisante ce gai impliquer la mobilisation, en
permanence, de moyens financiers, matériels et ingmaupplémentaires pour
contrecarrer cette situation hypothétique.

ii. Dans le cas ou la capacité de maintenance esefdibhtreprise est contrainte de subir
des colts dds a l'acquisition d’'un nombre surabohdie matériels afin de pouvoir
remplir les missions imposées avec une probalsilitésante.

iii. Par rapport aux composants potentiellement défigsljail ne faut pas tenir compte,
uniquement, du colt des piéces de rechange mabsausidérer le colt de magasinage,
de transport, de méme que l'intérét des moyensdires immobilisés pour la création et

le maintien du stock.

Par conséquent dans les deux cas de figures é&japuée la stratégie de management de la

maintenance peut étre remise en cause, car étadédosur une information erronée



engendrée par une fausse estimation du niveau déella fiabilite. Cela implique

I'établissement d’un diagnostique défaillant dedt@les équipements suivis en exploitation

iv. En outre, les opérateurs auront I'impression d’&wamis & un environnement interne
caractérisé par un seuil de sécurité faible d’ondmque d’engagement a I'acte productif.

v. Quant aux utilisateurs, ils subiront des incidenpsgchologiques négatives qui vont
influencer leurs attitudes d’achat futur du prodigt méme marque d’ou le risque de
réduction de la part du marché de I'entreprise.

vi. Dans le cas ou il s’agit d'un systéme complexajtéline centrale nucléaire, on assiste
obligatoirement a I'émergence de sentiments ddmmgion concernant les
conséquences néfastes éventuelles sur I'enviromteghegui peuvent induire le gel de
toute I'activité économique.

Par conséquent, de part ces conséquences fatalés management de la maintenance, le

probleme d’estimation de la fiabilité, particuligrent celle du type opérationnel se pose sans

doute avec acuité.

Les éléments mentionnés justifient la pertinencelttix de la question de I'estimation de la

fiabilité opérationnelle que I'on se propose dédra

Parmi I'ensemble des problemes qui se posent axgt@an management industriel, la
détermination économiquement optimale de la péritgddu mode préventif des opérations

de maintenance des équipements, occupe une platralee

La maitrise de cette question implique la connaissaigoureuse de la fiabilité opérationnelle

du matériel soumis a I'étude.

A linstar des modéles mathématiques du type exptigle normal, Lognormal, Gamma, le
modele Weibull standard posséde une grande immartdans le domaine des études de la
fiabilité. Toutefois, le modéle Weibull standardughge universel est incontestablement le
plus souple, en vertu de ses trois parametresectgpment de form@, d’échelle] et
d’'origine y, ce qui lui confere une capacité adaptative avii@rentes catégories de
défaillances concernant aussi bien les équipemmétsaniques, électriques, électroniques
gu’électrotechniques.

D’ailleurs, d'aprés le docteur Robert B AbernettB0][ environ 83 a 95. des données
relatives aux différents cycles de vie d'un équipatrsont décrites d’'une maniére adéquate

par les graphes de probabilité de Weibull.



L’évaluation la plus précise de la fiabilité, emttgue composante fondamentale, a caractére
dynamique, du vecteur qualité d’'un produit, requigcessairement la meilleure estimation

possible des trois parameétres qui caractérisargrtgortement du modeéle Weibull standard.

Dans leurs travaux consacrés a cette questiomeles auteurs Gumbel et Menon émettent
I'hypothese de la nullité systématique du parametoeigine y et se bornent a proposer des
estimateurs des parametres de forme et d’échelle sa soucier au préalable, comme la
logique I'impose de I'estimateur du parametre djore.

Quant a la formule, a proprement parler, d’estioratdu parametre d’origine die a
Dubey(26), elle est fondée sur I'hypothése non eéviel de dépendance du parametre

d’origine par rapport aux deux autres.

De plus, la technique graphique du papier foncébritiestimation du parametre d’origine

dans sa double variante de Weibull ou d’Allan Ptatpeut outrepasser son cloisonnement
dans la zone de viabilité qui se distingue par &aaication parfois considérable du seuil
d’optimalité car généralement elle dépend de laé&lig de I'operateur maintenancier, ce qui
induit des effets négatifs sur l'optimalité desiraateurs des parametres de formue et

d’échelle du modele Weibull standard d’ou la méeaosgance de la fiabilité.

La principale motivation derriere le présent trawdans le cadre de ce mémoire est de
contribuer si modestement a la confection d’'unnestieur du parametre d’origine dont la

gualité d’estimation influe sur les deux autres.

Pour atteindre cet objectif on s’est concentrél’élaboration d’un programme mathématique
lié a I'optimisation non linéaire en se basant shypothese d’indépendance totale du
parameétre d’origine par rapport aux deux autresceadernier, étant, tout simplement, une
grandeur de translation.

Bien que cette hypothése soit démontrable, anakytigent, on a préféré, pour des raisons de
commodité, adopter la preuve fondée sur une méthaaelyse statistique, numerique et
géométrique qui présente I'avantage de visualisgredmaniére nette, I'évolution de la valeur
du paramétre d’origing en fonction, seulement, des composantes de la ak¥atoire des

instants de défaillance.

La fonction objegtif -ainsi congue permet d’asswee estimation, certes non ensembliste

mais répondant aurcritere d'optimailite.



Une telle approche vise a enrayer les incidencesteelles de I'adoption systématique de

'hypothése de nullité du parametre d’origine sestimation des deux autres paramétres.

Ainsi, on garantit une meilleure connaissance diean réel de fiabilité opérationnelle du
matériel mis en exploitation et on fournit an marages opérations de la maintenance
industrielle I'information requise pour mettre aaimd une programmation des interventions
préventives de facon a aboutir & une combinaisotimafe entre les deux types de

maintenance préventive et curative.

Actuellement, il est établi qu’en général I'entiigprnationale subit la maintenance au lieu de
la diriger, comme cela est, malheureusement, cofisdans la pratique avec toutes les

retombées du colt exorbitant d’exploitation desgguents industriels.

Il faut mentionner a ce niveau que le concept dbilité du systeme est essentiel pour
I'établissement d’'une politique pertinente de remance. Donc, il est fondamental de
fournir au manager des opérations de la maintenamziistrielle une information sur la
fiabilité des équipements la plus rigoureuse pdsgiour qu'il puisse mettre au point une
programmation des interventions préventives de émana aboutir & une combinaison
optimale entre les deux types de maintenance ptigeegt curative induisant, par conséquent,
un codt global minimum. De plus la technique pr@osoncernant, en premier lieu,
'estimation du parametre d’origine, en second,li®stimation des deux autres parametres,
sera associée a un programme informatique qui @ibuconsolider la maintenance assistée
par ordinateur. Cela devrait motiver les entregréeliriger la maintenance au lieu de la subir
comme on le constate dans la pratique. En effet,a@an2003 une enquéte menée (39) par
I'office national des statistiques a montré que 8% gpotentiel du secteur public et 24% du
secteur privé ont connu des pannes d'équipementell®s défaillances ont occasionné des

arréts de travail allant de 6 a 30 jours d’ou w@nque a gagner considérable.

A l'exception de quelques secteurs stratégiquesir@oarbures, transport aéronautique,
énergie électrique,...) nous sommes intimementaioous qu’en régle générale, la condition
de la maintenance au niveau national n'a pas patang évolué positivement surtout avec le
développement technologique rapide des équiperpendsictifs.

Dailleurs et d'une maniere paradoxale on indiqué&eq 2010 [57] que suite a des problémes
d’organisation du département de maintenance dMdgerie, cette compagnie a été tout

bonnement épinglée par I'aviation civile européenne



Ce qui confirme notre conviction surtout qu’il stagu secteur névralgique du transport
aéronautique

En tout état de cause, la logique de la rentahdlitési bien a I'échelle micro que macro

économique impose la généralisation d’'un managesuéentifique de la maintenance.

Enfin il semble édifiant de mentionner que pourblanne conduite de notre travail de

recherche, on a utilisé les techniques mathématigustatistiqgues suivantes :

La statistique descriptive, la théorie des prolisil la théorie d’intégration, la statistique

mathématique, I'analyse numérique, l'algébre lirgail'optimisation non linéaire avec

paramétrage et enfin la théorie de la fiabilité.
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Chapitre I Eléments de la théorie de la fiabilité

e Préliminaire

La théorie de la fiabilité demeurera toujours unesgion d’actualité brulante, spécialement dans
la sphére de la production industrielle. Les exgpédbilistes se forceront toujours, pour tenter
d’atteindre le plus haut niveau de fiabilité alloméx différents équipements. En menant
constamment des recherches de plus en plus pous€iste discipline a caractére
multidimensionnel, a vrai dire, se localise au efur de trois grandes branches scientifiques de
premier ordre notamment les sciences physiquescherche opérationnelle et enfin les sciences

économiques.

Les spécialistes de I'étude physique des défadlargtintéressent, particulierement, a I'analyse
minutieuse et a la description rigoureuse des rgiffis mécanismes engendrant le phénoméne de

l'avarie d’'un équipement déterminé.

Les investigations de type chimique constituentatout capital pour la bonne conduite de

I'étude physique des pannes, dont la majorité ass@e par des réactions physicochimiques.

Les chercheurs physiciens sont les pionniers lgatiemaine de I'élaboration des modéles, aussi
bien empirique que théorique concernant la genesealéfaillances. En guise d’illustrations il est
possible d’évoquer les deux modeles empiriquesmatent le modeéle d’Arrhénius et le modéle
théorique d’Eyring.

D’ailleurs le modéle qui constitue le centre d’'néttde notre travail de recherche a été mis au
point par un physicien nommé WaloddiWeibull quitdbié unarticle dans ce sens en 1951.

Le but essentiel de ce modéle consiste a rendrg@tegra I'origine le plus fidelement possible
d’un certain type de bris mécaniques. La dimensirnationale du modele Weibull standard et
la richesse qu'il affiche, justifient pleinement fit qu'il fait 'objet d’'un ensemble d’études,

actualisées, périodiquement [50].

Quant aux experts en recherche opérationnellentspour objectif I'application de certaines
techniques d’optimisation pour garantir une allawatoptimale de la fiabilité aux différents
composants d’'un systéme, au stade de la concagitiaréquipement industriel ; Ills peuvent, en
collaboration, avec les chercheurs physiciens itrgr a la confection d’'un certain nombre de

modeéles mathématiques relatifs au domaine de Ikféab

Malheureusement, malgré la portée économique éwdinla survie de matériel, les chercheurs

économistes n'‘ont que, rarement, intégré dans ¢dhamp d’investigation la question de la

1



Chapitre I Eléments de la théorie de la fiabilité

fiabilité. Pour preuve, dans la littérature conéacha la fiabilité, on ne constate absolument
aucune contribution majeure réalisée par des écistesralors que la contrainte de minimisation
du codt de fiabilité des équipements ainsi queligaibion d’accéder a un niveau de qualité du
mateériel, toujours, plus élevé sont omniprésenissiecbien dans la phase de conception que celle

de réalisation de n’importe produit industriel.

Etant donné, cet état de fait, il semble tout §jtetifié dans la perspective d’intégrer la fidgil
dans lI'espace des techniques quantitatives du reare&g scientifique de s’appesantir sur les

éléments qui constituent le fondement de la thé&teika fiabilité.
1-1 Définition de la fiabilité

La fiabilité constitue la caractéristique d’'un disfif qui s’exprime par la probabilité qu’il
accomplisse de facon correcte, la fonction pouuddq il a été prévu, dans des conditions
spécifiques d’exploitation pendant un temps déteémi
A travers cette définition, on remarque que le epbc de fiabilité a un
caracteremultidimensionnelcar il se distingue paatep caractéristiques :
1-1-1La probabilité :
La probabilité se définit par le rapport entre tenibre de cas favorables a la réalisation d’'un
événement et le nombre de tous les cas possiblass le cas de la fiabilité, 'accomplissement
d’une fonction, la probabilité exprime les chandessucces.
1-1-2 Accomplissement d’'une fonction requise
La fonction doit étre définie de facon précisen’®st pas possible d’évaluer la fiabilité d’'un
dispositif sans avoir exactement le réle gu’il toinfie dans le systéme. Ce qui nous permet de
connaitre les contraintes que ce dispositif sulhn® du fonctionnement du systéeme. Le
dispositif pourra étre dans un état qu’il lui petrd@ccomplir la fonction requise d’'une maniere
satisfaisante. Pour connaitre le type de rble aés@ un dispositif on peut citer en guise
d’illustration :

» La fonction d’amortissement des vibrations confi@esysteme de suspension.

» La fonction de transmission du mouvement configdiapositif de courroie.
Il est évident que I'accomplissement d’'une fonctilmmnée doit étre effectué avec un maximum
de performance. Dans le cas contraire le dispastd considéré comme défectueux.
1-1-3Conditions spécifiques
Ces conditions consistent dans les contraintes yde tphysique subies par le dispositif

engendrées par son environnement interne, notamiegrdactions provoquées par linterface

2
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avec les dispositifs voisins et par son environmgnexterne propre aux facteurs du milieu

ambiant, profil de mission qui se base sur I'évolutde chaque catégoriede contraintes a
laquelle est soumis le dispositif et cela en fanctlu temps pour la mission prévue.

1-1-4 Un temps déterminé

C’est le facteur temps entendu au sens large. @& smivent une distance parcourue en
kilométrage (véhicule), nombre d’heures de fongtement (groupe électrogene) nombre
d’opérations (relais).

Fréquemment, le temps déterminé est remplacé maxumission déterminéex». Par exemple, la
probabilité qu’une soudeuse fonctionne pendantrgumabis sans arrét. Ainsi la notion de temps

déterminée, dans ce cas exprime la durée de laomisgit quatre mois.
1-2 Expression mathématique de la fiabilité

D’un point de vu mathématique, I'évaluation dei&biiité fait appel au calcul de probabilité car
une panne est un événement accidentel qui se prebdoe maniere aléatoire. Par conséquent, il
est impossible de le prévoir avec certitude, d'atnécessité d’exprimer la fiabilité par une
probabilité de fonctionnement par rapport au temdjgxploitation, du nombre de cycles de
fonctionnement ou bien par un nombre de kilométgyeouru ou par toute autre variable jugée

significative.

Dans I'expression de cette fiabilité, un ou plusseparamétres doivent figurer dans le but de
caractériser la dégradation de I'appareillage outaox de défaillance en fonction d’une variable
choisie.

La loi retracant I'évolution de ces parametres d@réstiques n’est que rarement simple. Souvent

I'estimation de la fiabilité exige en pratique aedculs de probabilité trés ardus.
Commencons par rappeler la notion de probabilité :

La probabilité d’'un événement A est définie commeuotient du nombre de réalisations de cet
événement A au nombre total d'épreuves effectuéesoradition qu’'a chaque épreuve,

I'événement A ait la méme chance de se produire.

Si (k) est le nombre de réalisations de I'événenfeardrable A et (P) le nombre de réalisations

de I'événement défavorable B, alors on a :

P(4) = ——P(B) = — (1.1)

3
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Considérons maintenant le phénoméne de panne :

Quand I'événement favorable A est la survie d'umposant et que B est sa défaillance, on peut
définir la fiabilité d’'un composant comme la fractides composants qui survivent a un essai
effectue sur une famille de composants identiques.

Soit un nombre Blde composants soumis a un essai, il y aura au dwodeémps t, () qui

survivront et N qui auront « failli », c'est-a-dire qui auront sube avarie.
No = Ns + N; (1.2)
Donc la fiabilité ou encore fi probabilité de swnd tout instant (t) pendant le test est :

_Ns __ _Ns
R(®) = No  Ng+Ng 1.3

La fiabilité mesurée par cet essai est donc unetifomdu temps d’utilisation.

Généralement les estimations de fiabilité sont regréé partir des résultats d’exploitation d’'un

échantillon de population concernée.

Evidement la fiabilité décroit avec le temps. Ontpgupposer que la fiabilité d'un appareil d’'un

certain type est donnée par la courbe de la figjure

R (t)A
1

v

Figure 1.1 : Représentation graphique de la fonction de fithili

Le segment AB indique le pourcentage de dispdsiti€tionnant encore correctement a l'instant
t:to.

Le segment BC montre le pourcentage d’appareilstegebi une défaillance pendant I'intervalle

de tempg = Oett = ¢,.
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De méme que nous avons défini la fiabilité, nousvpnas définir parallelement la probabilité de
défaillance(D).

_ Ny _ Ny
F(o) = Ny ~ Ns+Ng (1.4)
Il est clair que pour tout t :
R(t) + F(t) = 100% (1.5)

Rt)+F(t)=1
Carona

Ns o Nr o NstNy _
Ns+Ng Ns+Npg Ns+Ng

(1.6)

Remarquons que la fonction de la défaillance esissante avec le temps et constitue une

symeétrie de la fonction de la fiabilité.

Survie et défaillance sont donc deux eévénementplgnentaires car I'un ou l'autre se produit
nécessairement. lls s’excluent mutuellement canstomposant survit c’est qu’il ne tombe pas

en panne et réciproguement.

Le nombre de composants qui survivent a un essisesNy - N; alors la fiabilité s’écrit :

__Ns _ No-Ny . Ny
R(t) = Ns+Ng  No 1 No (1.7)
En calculant la dérivée du premierordre il vient :
N
—f
dF(t) — d(l NO) — —dNy (1 8)
dt dt Nodt )
d’ou
ANy _ —NodR() (1.9)
Nodt dt )
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C’est la vitesse instantanée avec laguelle lesgssa produisent.

Mais comme :

d _
Ny = N, — Ny Et Ny _ dNo-Ns) _ _ dNs
dt dt dt

(1.10)
Ce qui s’interprete comme la vitesse de variatiomombre de survivants.

. . N¢
Au temps t, nous avons encorg dbmposants en vie parmi |esqu > tomberont en panne

__ —NpdR(t)

. .. P . dN
avant l'instantt + dt. Divisons I'équation d—tf "

par NS on obtient la probabilité

instantanée de panne pour un composant ou toulesitept le taux de pannes qu’on va noter

A(t) :

_ AN oNedR@)
/’l(t) o Ng dt o Ng dt (111)

Mais comme :
_Ns  No _ 1 : _ 1 drR@®) . : , Lo
R(t) = m et e R(t)alors Alt) = RO at ,qui est I'expression la plus générale du taux

de défaillance.

En général(t) est une fonction de la durée de fonctionnemetdrt R(t) eg%dépendent du

temps. Le seul cas dl{t) se reduit a une constante, c’est lorsque les gasmeroduisent d’'une

maniere exponentielle selon une distribution aiéatdans le temps.

, . 1 dR(t . . N
Reprenons I'équatiot(t) = — %%et intégrons les deux membres on parvient a :

A(t)dt = —iR(—(t?d’oUlnR(t) = — [I A(D)dt (1.12)
Puisque R(t) = 1 a l'instant t = 0 et en prenagxponentiel on obtient :
exp InR(t) = exp — fot A(t)dt ; R(t) = exp — fotl(t)dt (1.13)
Cette derniére équation donne une formulation nmagtigue tres générale de la fiabilité R(t)

pour toutes les distributions de défaillance pdssilguand le taux de panife) est quelconque.
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Si on adopte I'hypothése de constance du taux d&axét), alors :
exp — fot Adt = exp — Adt (1.14)
Ce qui nous conduit a I'expression de la fonctierfidbilité pour ce cas particulier soit :
R(t) = exp — Adt (1.15)
1-3 Notions fondamentales pour I'analyse fiabiliste

1-3-1 Durée de vie :
La notion de durée de vie d’'un équipement est feogé qui sépare sa mise en exploitation de
I'apparition de sa défaillance.
La durée de vie d’'un systeme ou d'un composantmstvariable aléatoire T, représentant de
temps écoulé de puis la mise en service jusquiatiint de 'avénement de la panne.
1-3-2 Densité de probabilité de défaillance :
La densité de probabilité de défaillance f(t) esfirde par :
f) dt =P [t< T t+dt] (1.16)

qui s'interprete comme la probabilité de défailamntre t et t+dt.

fly 4

t t+dt t

Figure 1.2 : Représentation graphique de la fonction de dedsitgrobabilité de défaillance.
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1-3-3 Fonction cumulative de défaillance ou fonctiode répartition F(t) :
La fonction de répartition pour une densité de phaliié f(t) est définie par F(t)= pQt). Elle
représente la probabilité pour qu’il survienne aoime une panne jusqu’au temps t, et qu'on

appelle aussi probabilité cumulative de défaillagicen note :

=0 si t<tg

- t 1.17
F(t) =1-R(t) :If(t)dtsit>to | |

L’allure de la fonction de répartition F(t) est d@ée par la Figure 1.3.

F(t) 4

F(to)

'_'_V

Figure 1.3 : Représentation graphique de la fonction de réjmarti

1-3-4 Fonction de fiabilité :
La fonction de fiabilité désignée par R(t) est di&ficomme étant la probabilité de bon

fonctionnement jusqu’a un age t.

On pose : R(t) = h(®t) = 1- [ f(t)dt = 1 — F(¢) (1.18)
Par ailleur§"2 = —d [ f(t)dt = —f(¢) 19)

On note que R(t) est une fonction monotone déantssavec R(0)=1 ktn,_,,, R(t) = 0.
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R(to)

v

to t
Figure 1.4 : Représentation graphique de la fonction de lalii@bR(t).

1-3-5 Taux instantané de défaillance ou taux d’avae A(t) :

Le taux d’avarie not&(t) est défini par le rapport :

dR(t)
_ Pr (t=T<t+dt) _ f(_t) T Tat
M1 = P.(T2t) R R() (1.20)

d'ot(t) = —%(1.21)

Le taux d’avarie est une caractéristique de figbfliequemment employée.

Elle signifie la proportion des dispositifs, quiagy survécu a un instant arbitraigané sont plus
en vie a l'instant ..

1-3-6 Temps moyen du bon fonctionnement (MTBF) :

Pour un équipement réparable (moteur, pompe atiojec.etc.) le temps moyen du bon

fonctionnement (MTBF) est défini par la relationvsunte :

MTBF = E() ="t f(t)dt = [ t(~522) de (1.22)

L'intégration par parties donne

MTBF = [—t R(OIE + [ " R(®)dt = [ R(t)dt (1.22)
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Donc :
MTBF =["" R(t)dt (1.23)

Mais pour un équipement non réparable (circuitgrég diode, ...etc.),on utilise la notion de

temps moyen avant défaillance (M.T.T.F).
1-4Place de la fiabilité dans la recherche opératmmelle

Comme l'indiquent les deux professeursR FaureLetduriere [50], la théorie de la fiabilité
trouve une place bien justifiée dans le contextdecherche opérationnelle.

Plus précisément, la fiabilité en tant qu'événemmeant déterministe fait partie, essentiellement
de la théorie de probabilité.

Au stade de conception dumatériel neuf, on estrooté au probleme d’affectation optimale
d’unseuil de fiabilité associée a chaque compodamt systéme d’ou la nécessité de I'usage des

techniques d’optimisation avec contraintes.

Pour les problemes d’estimation de fiabilité, oit &ppel a la statistique descriptive, a la

statistique mathématique, a I'optimisation nondiné.

Enfin, concernant la stratégie de remplacement @&guipement qui est conditionnée par le
niveau de fiabilité opérationnelle et par le caittk de maintenance, elle est liée a la fois a la
théorie des graphes et aux processus stochastigqutisulierement, la chaine de Markov de

méme qu’a la programmation dynamique (voir Figufg.1
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Figure 1.5 :Place de la fiabilité au sein de la rechercheatm#melle [50].
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1-5 Différents types de fiabilité

1-5-1 Fiabilité intrinseque :

Elle concerne les niveaux de fiabilité alloués difféerents composants, d’'un matériel lors de la
phase d'étude et de conception d’'un produit indelstElle implique aussi le stade de la
construction de I'équipement.

1-5-2 Fiabilité d’exploitation :

Elle est propre a l'utilisateur car elle conceraaiveau réel de la fiabilité constate dans la @has
d’exploitation du matériel. Bien entendu la pentice technique et économique a un impact
direct sur la fiabilité d’exploitation.

1-5-3Fiabilité opérationnelle :

Elle consiste dans la combinaison de deux typesfial@lité respectivement la fiabilité

intrinseque et la fiabilité d’exploitation.

Fiabilité intrinséque Fiabilité
d’exploitation

‘, -

Fiabilité opérationnelle

Fiabilité au Fiabilité
stade de la austade de
conception I'exploitation

Y
Fiabilité au stade de
la construction

Fiabilité due a
la maintenance

Figure 1.6 Décomposition de la fiabilité opérationnelle.

1-5-4Fiabilité d’'un composant :

Elle est liée au niveau de fiabilité alloué pacdmstructeur a I'élément de base d’un systéine.
5-5Fiabilité d'un systéeme :

Elle concerne le niveau global de fiabilité engénplar la combinaison des facteurs de fiabilité

élémentaires du systeme.

12
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1-5-6Fiabilité implicite :

Elle est fondée sur I'expérience de I'équipe dentemiance, son but consiste a réduire la
fréequence et la durée des arréts des activitésoéugnes. Evidemment il n’est pas possible de
savoir le seuil de rentabilité d'un tel type debfiae. Le département de maintenance utilise

I'information fournie par le biais de la fiabiliténplicite pour effectuer les taches suivantes :

» Estimer sans mesurer la garantie de fonctionneataitiuée a un matériel.

» Apprécier une durée de fonctionnement probable.

» Estimer approximativement le temps de bon fonceoment vraisemblable.

» Juger la validité d’'une politique de maintenanealapter.
1-5-7Fiabilité explicite :
Mathématiquement on montre que la fiabilité to&l®00% n’existe pas ; cependant la fiabilité
dite explicite fondée sur des méthodes scientiigassure une détermination rigoureuse du
degré de confiance accordé au matériel. Elle pedigstaluer numériqguement les chances de

survie d’'un équipement donné, a un instant préalsues des conditions d’utilisation définies.

La fiabilité explicite permet également de menes daudes sur le taux de défaillances, de la
disponibilité du matériel et la pertinence techréomnomique du management des opérations de

maintenance.

A l'aide des relevés statistiques réguliers pendiante d’'un matériel, il est possible apres le

traitement approprié des données d’accomplir lestfons suivantes :

» Mesurer rigoureusement le degré de confiance assaodionctionnement d’un matériel.

» Estimer la durée de vie d’un équipement.

» Evaluer avec précision le temps moyen de bon fonogément du matériel (M.T.B.F).

» Connaitre le risque pris quant a la marche d’'unéesys.

» Déterminer les stratégies de maintenance pour wilieare survie du matériel.
1-5-8Fiabilité prévisionnelle :
La fiabilité prévisionnelle permet d’estimer laldiité a priori d’'un composant, d’'un équipement
ou bien d'un systéme. Dans ce but, on modéliseomportement de chaque constituant
élémentaire d’un systéme par des modéles aléatpirde vieillissement physique. Ces modéles
ont été concgus sur la base des résultats de réésuexpériences et par la réalisation d’essais et
vise a faciliter la modélisation de la fiabilité.abs le domaine électronique, on trouve des
modéles de prévision de composants €lémentairesnnant les résistances, les condensateurs,

les circuits intégrés et ainsi de suite....
13
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1-5 Facteurs influents sur la fiabilité
1-6-1Dimension économique et fiabilité :
Pour un fabriquant de matériel, le prix de revimia production varie proportionnellement

avec le niveau de fiabilité alloué a I'équipement.

De toute évidence, I'accroissement de la fiabrktguiert une augmentation des investissements.

Cependant, dans ce cas on peut constater la rédulets charges consacrées a la garantie

(Figure 1.7).
Coiit
unitaire 4 Prix de
. revient ; Coit de
fabrication
Cp R
I
Coiit de :
garantie ;
I
I
:
' » Fiabilité

Re(t)

Figure 1.7 Variation du prix de revient en fonction de la flaé.

Par conséquent, pour un constructeur I'allocatiatintale de fiabilité a un produit coincide avec

le minimum du prix de revient.

De méme si la fiabilité allouée a un produit egtl&g le colt de maintenance pour un utilisateur
est d’autant plus élevé.Par contre, si le niveatiadalité assigné a un équipement est grand, le

colt de maintenance est réduit mais le prix d’aitjon est d’autant plus élevé.

Cofit 4

unitaire .
Coiit de Pm_L de
revient

maintenance

> Fiabilité
Figure 1.8 .Variation du colt de maintenance en fonction dxi ¢ghe revient.
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La pertinence économique pour un consommateur guelie choix d’'un niveau de fiabilité qui

concorde avec un colt de possession minimum (FibQ)e

Coiit )
unitaire & Coiit de Coit lf.lE
maintenance possession
Prix de
revient
Ce |

» Fiabilite

R(f)

Figure 1.9 :Variation du codt de possession avec la fiabilité.

Selon toute évidence, I'optimum du producteur nim@de pas, nécessairement, avec celui du

consommateur.
Coiit & Prix de
unitaire revient

Optimum du producteur

Coiit de
l possession
CP _______________________
LT A . —
]
0
Optimum du consommateunr : ¢
: » Fiabilité
0 Re(t)

Figure 1.10 :Positionnement relatif des deux optima du produaté du consommateur.

L’écart entre les deux optim®§- Oc) peut étre réduit car I'évolution des techniquetane
une amélioration de la fiabilité du matériel sangraentation du colt de fabrication. Ainsi les
positions relatives des optima du constructeur etl'dtilisateur doivent étre rectifiées en

conséguence.
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A présent, précisons que pour le producteur, liévomh de la marge bénéficiaire sur un produit
varie effectivement avec le niveau de fiabilitéoa# a I'’équipement. Il y a cependant un seuil
maximum de profit atteint pour une fiabilité donr{Eegure 1.11).

Cout 4
unitaire

Prix de
revient

: Evolution du prix de revient
|
Prix de . Evolution du profit

Vente 1

p Fiabilite

Rp(t)

Figure 1.11 :Impact du niveau de fiabilité sur le profitréalisé

1-6-2 Performances et fiabilité:

L’augmentation des performances d’'un eéquipemertgmment I'accroissement de I'endurance
et de la vitesse implique une diminution de laifigbcar le processus de dégradation du
matériel connait dans ces conditions une recrudesggigure 1.12).

Ainsi par exemple, 'augmentation de la vitesseidura la fiabilité d’'un systeme.

Rt
A

V=60 km/h
V=80 km/h

V=100 km/h
V=120 km/h

» Temps ou parametres
de dégradation

Figure 1.12 :Impact de I'accroissement de la vitesse sur lalfia d’'un systeme.
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1-6-3Fiabilité et sécurité de fonctionnement :

Les préoccupations sécuritaires concernent la pté@redes incidents généres par I'emploi d’'un
matériel et qui peuvent entrainer des pertes hugsailommages corporels, bris important des
équipements.

Il n’est pas possible d'imposer a un matériel decfmnner constamment sans défaillance mais
on veut seulement que les dysfonctionnements pledale causent que des dommages modéres.
Il est important de mentionner qu'un équipemenbl&an’implique pas nécessairement qu'il
possede un niveau de sécurité de fonctionnemewné.éien réalité les dispositions prises pour
accroitre la survie d’un matériel sont distinctes dnesures prises pour augmenter le seuil de
sécurité fonctionnement d’'un équipement.

En effet les dispositions prises pour accroitreségurité de fonctionnement ont pour but de
réduire au minimum la probabilité d’apparition ddéfaillances ayant des effets néfastes
multidimensionnels alors que les mesures prises pagmenter la fiabilité d’'un équipement

visent a diminuer la probabilité d’avénement d'paene quelconque.

Finalement, la fiabilité se situe, en amont, dedamanifestation d’'une défaillance alors que la

sécurité de fonctionnement d’'un systeme se locais@val, de la survenue d’'une avarie.
1-7 Qualité et fiabilité

Il est évident gu'il existe plusieurs dispositifeyvant accomplir le méme type de fonction;
néanmoins on constate que certains d’entre eugalégsent d’une meilleure fagcon en procurant

plus de satisfactions a leurs usagers.

Ainsi on integre dans le domaine de la fiabilitépfavision du degré de satisfaction procuré par

'usage du matériel.

Il est a préciser que la fiabilité en tant que cosgmte fondamentale du vecteur qualité d’'un
équipement industriel se distingue des autres ceamies par le fait qu’elle ne s'observe pas

immédiatement mais nécessairement apres une eep@iiode d’'usage.

1-8Nombre de composants indispensables et fiabilité uh systeme assemblé

en série

En associant un ensemble de composants pour coesinusysteme, le niveau global de fiabilité
de ce systeme est evalue a partir de la combinalssnniveaux elementaires des différents
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constituants. Cela suppose que les composantsuriesaractéere indispensable, c'est-a-dire, que
leur défaillance individuelle entraine automatigeemn la panne du systéme. En guise
d’illustration considérons le cas des pneus d’umcrde. La probabilité de défaillance de chacun
d’eux est estimée 2%. Il est clair que les événements de défaillance peeus sont
indépendants entre eux et donc la fiabilité deskenble est donnée par le produit des fiabilités
élémentaires de chague composant du systeme agssembérie soit :

n=4 n=4
R =T R=T1(98%)= 926 (1.24)

Par conséquent, la fiabilité du systeme des qumtesis d’automobiles est inferieure a celles de

Ses composants.

Dans ce qui suit, on représente trois séries daeékmde fiabilité de systeme en fonction du
nombre de composants. Pour chaque cas de figura,fie@ une probabilité spécifique de bon

fonctionnement pour les composants, a savoir, oiispenent, P=95% ; B = 97% ; B= 98%.

Dans le cas d'un systeme monté en série consteuéedt composants indispensables ayant
chacun un niveau de fiabilité elémentaire9®és alors la fiabilité globale du systeme assemblé

en série atteindra seulement le seuiBa6%

Aussi paradoxal que cela puisse apparaitre, ladlif@alglobale d’'un systéme monté en série
comportant plus d®0composants indispensables sera quasiment nulle nséree fiabilité

élémentaire de chaque composant @&i%h

En général, on remarque que la fiabilité d’'un sygt@roupé en sériedécroit exponentiellement

quand le nombre de composants indispensables atgfffigurel.13).
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R (t) . : .

09

08F |

#

D ?_ '-_I.I.I \ . "

0.5

04

Fiabilité dusysteme
/

02

T
b

- —

Nombre de composants indispensables : i, ; =1.2....33

Figure 1.13 :Evolution de la fiabilité du systeme monté enesén fonction du nombre de

composants indispensables.

1-9 Typologie d’assemblage des composants et évaioa de la fiabilité

globale des systémes

L’analyse fiabiliste consiste a considérer un syst@uelconque par rapport a la mission pour

laquelle il a été congu. Un systeme donné quelgitelas nature de sa fonction depuis l'unité

d’usinage a la centrale nucléaire est toujours mgosable en sous-systémes ou composants.

Dans la pratique, il existe plusieurs formes d’adsage des composants pour obtenir des

systemes fonctionnels. L’évaluation de la fiabigtébale d’'un systeme donné dépend du type de

schéma d’association de ses composants.
On distingue cing catégories d’assemblage :

» Composants en série.

» Composants en parallele.
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» Ensemble série en paralléle.
» Ensemble parallele en série.

» Ensemble quelconque.

Dans la suite de notre développement, on va effectoe correspondance entre les différents

types d’assemblage des composants et les formaligs/es a I'estimation de la fiabilité globale

des systemes respectifs.(Tableaul.l).

Fiabilité du Définition Schéma d’assemblage Formule d’évaluatien
systeme la fiabilité

du systéeme
Fiabilitée des Des éléments sont dits en

composants en
série

série quand la défaillande [& }—& .\
d’un systeme implique la
défaillance de tous les
composants.

Rs(t) = ﬁRi(t)

Fiabilité des Des composants sont dits [’}

éléments en en paralléle lorsqu’il faut

paralléle gue tous les composants = . n
soient défaillants pour R,(t)=1- 1_[[1 — R;(t)]
que le systéme soit i i=1
défaillant. —E—

Fiabilités des
ensembles sérig

Des composants sont dif
ensembles série en

=

en parallele parallele lorsqu’il faut n n
que toute les branches Rs(t) =1- 1_[[1 - 1_[ R;(t)]
paralleles soient j=1 i=1
défaillantes pour que le M -
systéeme soit défaillant.
Fiabilité des Des composants sont dit: n n
ensembles ensembles paralléles e S R(t) = 1_[ — 1_[[1 — R, ®)]
paralleles en | série si une des branches : tip Dk ) o1
série paralléles est défaillantg] —&=t- H=d®  Emal
entraine la défaillance d
systeme.
Fiabilité d’'un Des composants sont difs
ensemble ensemble quelconques
guelconque s'ils ne peuvent pas étr R(t) =1—[1— R4Rg][1 — R:Rp]

décomposeés ensérie

paralléles

Tableau 1.1 :Correspondance entre les différents types d’assejaliles composants et les

formules de I'estimation de la fiabilité globale slysteme.
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1-10Détermination de la périodicité de la maintenace préventive

économiquement optimale

Parmi les problemes soulevés par la catégorie giément soumis a l'usure, on distingue celui

d’ordre technico-économique lié au changement ggtde composants défaillants.
Deux attitudes sont envisageables :

» Soit attendre passivement, 'avenement de I'avdii@ composant ou d’'un sous-systeme
entier, en acceptant le risque de subir les cattimiaés par I'arrét intempestif total, ou
partiel du fonctionnement de I'équipement.

» Ou bien opérer un entretien préventif de I'équipetnen procédant a un remplacement

systématique du composant ou du sous-systeme la@ntrrence effective de l'avarie.

Ce qui va induire la minimisation du risque de pammempestive, de facon a réaliser un gain de
production dans le cas d’'un processus de produotiavbtenir un gain d’exploitation pour le cas
d’un systeme de transport ou éviter une catastrépbkgique pour le cas d’'une centrale

nucléaire.

Dans ces conditions, le colt a supporter est deaatéatoire, la probabilité de survenance

d’'une panne est mesurée par le taux de défaillsmiter(t) = 1- R(t).

La question qui se pose, a trait a la déterminat®fiinstant économiquement optimal quant au

changement des composants.
Pour la suite de notre développement, adoptorsyiesthéses suivantes :

i) Le remplacement devant étre opéré est du genrdesingda veut dire la non prise en
compte des changements du type lié qui impliguweneuvellement systématique
descomposants pilotés, a chaque fois qu’une pidmég est remplacée.

ii) Le colt de renouvellement préventif est désigne@ar

iii)Le colt de changement d’'un composant ayant snbidéfectuosité, est désigné par C
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1-10-1 Tactique de changement préventif d’'un compast a période fixe :

En réalité, il est question d’exercer un type d’etien qualifié de préventif, en ce sens que
I'on accepte de procéder a des actions préventilaas le but de contourner la fréquence des
avaries d’'un sous-systeme ou d’'un équipement entier

Bien que cela puisse apparaitre inadmissible aipremue, un composant quelconque a la

limite, est renouvellé a I'instangein raison d’une avarie alors qu’il vient juste ckéthange

au tempsgt¢.

On suppose gu’'une seule défaillance ait été caresettre le début du fonctionnement du

composant et le moment ou le changement préventiratiqué.
La variable du colt du maintenance de I'équiperseritaduit par deux catégories de coUts :

i) Cp: Cette catégorie englobe le prix du composardoie de I'intervention en plus
des charges propres a la série d’essais avantaemisxploitation.

i) Cq: Cette seconde catégorie concerne les conséqudumessa l'avarie notamment :
a- Arrét de la production ou de I'exploitation.

b

Cc

d

Perte éventuelle de matiere premiere.

Pénalités financieres dues au retard.

Adoption de solution compensatrice.

Du fait du caractere programmé de linterventiogventive, le colt qui lui est associg &€t
évidemment d’ordre déterministe. Par contre, l¢ de{défaillance ¢est de nature aléatoire car

il est engendré par 'événement non déterministieaslarie, exprimeé par F(t).

Ainsi, le cot moyen de maintenance par compostapaeunité de temps d’'un composant en

admettant qu’a l'instartpun entretien préventif soit programme, se calcalel@ratio :

Cp+CdF(td) _ Cpt Cal1-R(ty)]

Q) = = (1.25)

tp

Supposée en général possédant un comportement fggpmmé&onvexe, la valeur optimale de la

. . . . A ~ , . dq(t
fonction objectif relatif au colt gftentraine necessairement q%«%”—) = 0, Or nous savons
14

que :

dq(ty) _ Caf t)tp—{Cp+Cal1-R(tql}
el 2 (1.26)
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d'ou

dQ(tp)
dty

= 0 ce qui impliqueC,f(ta)t, — {C, + C4l[1 — R(tql} = 0 (1.27)
Apres arrangement on aboutit a :

Cdf(td)tp + Cd R(td) = Cp + Cd (128)

Réduisons les deux membres de I'équation (1.28Cpdrésulte :

[ftty + R(tD] =1+ (1)29

A ce stade de notre développement, précisons @qé@ain nombre de modéles sont admissibles
tels que la distribution log normale, la distrilmmtiexponentielle, la distribution normale, le

modele Gamma, le modele des valeurs extrémes, delmdVeibull standard.

Cependant compte tenu de son importance toutepligte, on traitera le cas du modele
Weibull standard.

La conduite de I'analyse mathématique ne seraipamescrite exclusivement au cas éventuel de
I'hypothese de nullité du paramétre de repéraden va considérer le cas généray ati0. Ce

qui engendre une variable dite déviée(@pi y)

d’ou I'expression de la fonction de fiabilité
R(t=y) = exp— (5P (1.30)

La dérivation deR(t — y) donne :

1=

0 = o) =55 e (52 a

En reprenant I'équation (1.31) et aprés substitubio obtient :

(t— y)%(t_Ty)ﬁ_l exp — (t_Ty)ﬁ + exp — (t_Ty)ﬁ =1+— (1.32)
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Afin d’alléger la notation posons :

w = (t‘—y)ﬁ (1.33)

L’équation (1.33) devient:

gw) = fwexp(—w) + exp(—w) — 1 = & (1.34)

Ca
La structure analytique de I'’équation (1.34) est algébrique du type transcendant.

L’étude de ses solutions ne peut étre effectuéé&gmplication brutale des méthodes classiques.

Calculons d’aboré!%

2W) — _Bwexp(—w) + B exp(—w) — exp(—w) (1.35)

dw

=(—pw+ B —1exp (—w) (1.36)

Trois cas de figures sont a distinguer :

1-10-1-1 Equipement en phase de jeunesSe cas de figure est lié a la conditigne [0,1].

Compte tenu de cette hypothésevet R* alors(-fw + f — 1) < 0, ce qui induit une stricte

décroissance dg(w) dans l'intervallé0, +oof.

Il s’en suit que:g(w) — g—” = 0 n‘admet pas de solution dans l'espace des réedsdjle

a
parameétres € [0,1[, ce qui S’interpréte économiquement, par la namsistance de la pratique
de la maintenance préventive pour un équipemesideda phase de jeunesse.
1-10-1-2Equipement dit de fatigu€e cas de figure est subordonné a la condiffion 1 = 0.
Comme conséquence immédiate, on a :

dg(w) _ (—Bw+ B —1exp(—w) =—wexp—w <0, Vw>0(1.37)

dw

d'ou : g(w) est décroissanteéw € R*.On observe une constance du signe de variatiola de

fonctiong(w) et donc il y’'a absence de solution.
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Y - 7 Ve - C
D’'une maniére analogique, au cas précédent laitonttanscendanteg(w) — C—” = 0,n’est pas
a

résolvable dans R quait= 1et il en résulte que la maintenance préventivet pas justifiable

economiguement pour un équipement de fatigue.

1-10-1-3Equipement d’usure :
Il est établi que le matériel d'usure se distingael'inéquationf —1 > 0

Dans ces conditions :

dg(w) = (—Bw + B — 1) exp(—w) = 0 implique que(-pw + B — 1) = 0.

p-1

Ce qui entraine que= R

De plus on sait q = —fexp(—w).

Ce qui veut dire qug(w) est concave et posséde un maximum global.

dg(W)

On peut verifier facilement quew € ] —[ ona——-> 0.

Sachant que :

dg(w)

VWE]ﬁ— +oo |. On a8 < 0 (1.38)

On conclut que la fonctiog(w) est concave et le point

M{%; —1+exp— (%)} est un maximum absolu.

Siw = Oalorg(w) = —1 + fwexp(—w) + exp(—w) = 0, C'est-a-dire que la fonctigiw)

passe par l'origine.

En outre, I'application de la regle de I'H6pitalnctuit a :

lim B
: o (L pw 1o\ | 4=
iMoo g(W) N wl—l>r-|r-loo( 1+ exp(w) + exp(w)) B |:Wl_l)r_}’_1°o exp(w) 1] =-1 (1'39)

La fonctiong(w) admet donc pour asymptote horizontale la droissgat par

'ordonnégy(w) = —1.
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Résumons les informations obtenues dans le tadieaariation suivant :

wo o 21 400
gw)' + o) -
gw)" - -
-1
-1+ fexp— ('BT>

Tableau 1.2 :Variation de la fonction ).

Graphiquement I'allure générale de la courbe repriative de gf) est donnée par :
glw) ¢

Maximum global

A
v

-1
=1+ fexp —(ﬁT)

v

0
F-1 w
B

Asymptote horizontale :g(w)=-1

Figure 1.14 Evolution graphique de la fonctionwg).
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La question demeurant en suspens consiste daggelanination des deux racines de I'équation

Bw exp(—w) + exp(—w) — 1 = E—Z (1.40)
Il est évident que :
D=21>0 (1.41)
Ca

Soit une droite horizontale qui coupe, successiveiaecourbe dg(w) en deux points distincts

en ce sens que : 0<Z<—1+4 B exp (— E) (1.42)
Ca B

glw) 4
) - Maximum absolu
-1
=1+ fexp —(ﬁ—ﬁ ) g 0
] I
2= : :
! l
I ]
I ]
] I
I I
0 I I >
B=1
Wl wl= ——
. \ w
-1
Asymptote horizontale :g(w)=-1

Figure 1.15: Représentation graphique devg(eti—” =
a

Par conséquent la fonction q(t) passe par deugmxim respectivementét t cherchons pour

quelle valeur de t la fonction q(t) atteint un miim absolu.
On sait déja que :

dqt ) _ Caf(tg)tp+CaR(tg)—Ca+Cp
= 2 (1.43)

En prenant,; comme facteur commun on parvient a :

(%
dq(t ) _ Cd[f(td)tpm(td)ﬂ_é]

2
dat tp

(1)43
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Or f(tg)ty, + R(tg) + 1 = g(w)(1.44)
d’ou

aqe ) Calgn g

2
dt iy

(1.45)

Afin de faciliter I'étude des signes de la dérivi), considérons le graphe de la fonction

auxiliaireg(w) et subdivisons son domaine de définitioa ]0, +oo[ en trois intervalles, chacun

d’eux caractérisé par I'invariance dusigne de lvédég’'(w) :

i) Siw € ]0,w,[alorsg(w) < E—” ce qui implique que’(w) < 0 et dongg(w) est
d
décroissante.
i) Si€ Jwy,wy[, alorsg(w) > g—” , Ce qui entraingg’(w) > 0 et d’'oug(w) est croissante
a
i) Siw € Jw,, +oolalorsg(w) < z—” ce qui implique qug’'(w) < 0 et par conséquent
a

g(w) est décroissante.

q(t) ¢

maximum absolu

Minimum absolu

A\

0 to 2] t
Figure 1.16 :Représentation de la fonction du colt moyen parpasant et par unité de temps.

Il ressort de I'analyse du comportementgéométridgey(t) qui passe par un minimum que ce
mode de maintenance préventive possede un intécgtomique pour le cas d’'un matériel

d’'usure.
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Les points d’intersection dgw), et de g(w), sont les deux solutions de I'équation

transcendante :
pw+1) = (1+ g—z) exp (—w) (1.46)
Données paw; etwy(voir la Figure 1.17)
Evidemment on doit choisir la plus petite racine :
wy = (“T_y)ﬁ, ce qui entraing = y + nfyw;(1.47)

qui correspond au minimum de q(t) et indique marséquent la périodicité optimale des

opérations de maintenance préventive.

yiy: 4 ;%

y1= fw+l

Sl

/W | w2 w

Figure 1.17 :Solution graphique de I'équation transcendantegjl.4

Une correspondance graphique entre les différdatesions auxiliaires est établie pour saisir la

signification des solutions trouvées (figure 1.18).
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at) 1

maximum absolu

Minimum absolu

t

t
a. Evolution du codt moyen de la maintenance par ca@pioet par unité de temps.

Ld

|
g1(w) ;g2(w) 4 |
|
i
i

i
i
i
!
. !
—1 + Bexp —( 1z O I P — |
& s; ;!52
]
] !
]
1
1
4
b
1
- |
1

Maximum absolu

)
]
|
(]
|
]
I

Y

Wi w2=£_3 w

1 i

b. Evolution du signe d%‘;l(tj

gliw) ;g2(w)

Wi | iz

C. éiolution graphiquila de I'équation transcendante.

Figure 1.18: Détermination comparative de la solution grapbkide la périodicité optimale de

la maintenance préventive,: t
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Parallelement a la solution graphique du problemdé&termination de la périodicité optimale de
la maintenance préventive, il est possible aussis@erabattre sur les méthodes d’analyse
numerique, en utilisant des programmes informatdiables fondés sur le logiciel MATLAB et

cela pour trouver I'optimum de la fonction écononggdu colt moyen de la maintenance par

composant et par unité de temps.

Tenant compte de la relation (1.25), l'indice def@@nance de la fonction du codt moyen de la

maintenance par composant et par unité de temps vau

(1.48)

_ _{C+gﬁm}
Ming(t,) = Min ”t—

p

Par référence, au modele de Weibull standard, tactste analytique de la fonction

objectif(1.48), acquiert la forme suivante :

t-yY
Cp+C{1—exp—( ',7 j }

t

Minq(t,) = Min (1.49)

1-10-2 Relation entre le colt de la maintenance préntive et le colt de défaillance :

Partant des observations empiriques cumuléesptasadistes maintenanciers ont remarqué que
la fonction du colt de défaillance par unité de gsmconnait une décroissance, lorsque la
fréquence des actions de maintenance préventivileagte, tandis que la fonction du codt de la

maintenance préventive se trouve soumise, évidemm@eme augmentation et vice versa.

L’évolution concomitante du comportement géométriqies deux catégories de colt de la

maintenance préventive et du colt de défaillansavairc, etcy est illustrée par la (Figurel.20).
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\_ Codt total de la maintenance par unité du temps

Minimum global

Systeme de codt par unité de temps

' Codt de la maintenance
Préventive
CoUtde défaillance
0 = % >

Temps séparant les interventions de la maintename@ntive
Figure 1.19: Périodecité optimale de la maintenance préventiyg :

Remarquons que la périodicité optimale entre ld®orese de la maintenance préventive est

determinée par la minimisation de la fonction ddtdotal de la maintenance par unité de temps

Cq, soit :
0 T
cpj f(t)dt+ cdj f( ) dt
C =—L o (1.50)
Tj f(t)dt+jtf(t)dt
T 0
ou

i- Cp estle colt de la maintenance préventive.

ii- Cq est lecolt de défaillance.

iii- T est I'intervalle de temps entre les actiatesla maintenance préventive
iv- t est la variable aléatoire de I'avénement digfillances.

v- f(t) est la fonction de densité de probabilite.
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En supposant que le modele Weibull standard sbidejaalors I'indice de performance (1.50)

devient :

MinC; = Min

—_ At t_ B
(y exp—(yj dt
d (1.51)
t

En considérant certaines hypotheses on montreegq@enips optimum entre les interventions

préventives est défini par I'égalité [27] :

T=Ry+y (1.52)

ou R dépend du rapport entre le colt de défaillancet @ colt de la maintenance préventiye C

et de la valeur du parametre de forfne

Dans le but de faciliter les calculs requis, I'estg@n maintenance Dodson Bryan a pu mettre au
point, une solution tabulée pour la déterminatieradpériodicité optimale de la maintenance

préventive (Annexe Tableau 1).

1-10-3 Non correspondance entre I'optimum du coliotal de la maintenance et le
minimum du co(t moyen de la maintenance par composaet par unité de temps :
Il parait que la meilleure fagcon de procéder powntrer la non correspondance entre le
minimum du colt moyen de la maintenance par compataine unité de temps (Figure 1.16) et
le minimum du codt total de la maintenance congilstes la méthode graphique qui va nous
permettre de corroborer le fait que les périodicitiptimales pour les deux indices de

performance (1.50), (1.51), sont distinctes l'ued’dutre Figure (1.20).
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a®) 1 Maximum global

Codt moyen de la maintenance p
composant et par unité du temps

Minimum global

0 to Temps séparant les interventions de la maintenance
préventive

\_ Codt total de la maintenance par unité du temps

Minimum
global

hN

v

Co(t de la maintenance
préventive

Coltde défaillance - —

Systeme de codlt par unité de temps

v

\
Top T -

Temps séparant les interventions de la maintename@ntive

Figure 1.20 :Noncorrespondance entre la périodicité optimgdiel ttodt moyen par composant
et par unité du temps q(t) et la périodicité opten&,du cout total de la maintenance par unité
du temps .

Il est clair que les deux périodicités optimalesesgpondant au minimum du colt moyen par

composant et par unité du temps q(t) et au minirduroodt total de la maintenance par unité du
temps G, respectivemerty, = y + nf/w; et T,, = R7 + yne coincident évidemment pas. Cela

s’explique par le fait que la périodicité optimales opérations de maintenance préventive
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dépend des hypothéses émises et de la structuygigqurade 'indice de la performance adoptée

pour le systéme du co(t de la maintenance.

Ainsi dans le cas ou I'on suppose que le changentientcomposant ou d’'un dispositif a titre
préventif a un age fixe, alors le minimum de lackion objectif du colt de la maintenance va
nécessairement changer par conséquent I'abscispectave la périodicité de la maintenance
préventive subira également un changement.
En définitive la périodicité de I'exécution desantentions préventives n'est pas unique mais
elle est fonction du type de la politique de maiatgce préventive mis en ceuvre.
1-10-4 Commentaire :
Il est important de préciser que I'ensemble deplugga présentés plus haut sont tracés sur la base
de I'hypothese de nullité du parametre d’origineyiee 0. Ces mémes graphes seront soumis a
une translation vers la gauche ou vers la droltsguey > 0 ouy < 0.
Par ailleurs, il est tout a fait paradoxal que dangratique du management de la maintenance.
au sein du secteur industriel américain, comme defienent trois spécialistes francais,
notamment, JC Ligeron, A Delage, M Neff ; co-amsede I'ouvrage intitulé : la fiabilité en
exploitation (36), on utilise le modéle Weibull framétrique, en excluant catégoriqguement le
parametre d'originey .Alors que la connaissance rigoureuse de cettedgra paramétrique
représente un préalable a I'estimation, a la faipdramétre de formg et d’échellen , tout en
faisant subir a la périodicité optimale,Tcorrespondant au minimum du codt total de la
maintenance €par unité de temps une translation vers la dmitgers la gauche selon que0
ouy >0.
1-9-5 Exemple d’application :
Dans le but de clarifier le mode opératoire de rdditeation de la périodicité optimale des
actions de la maintenance préventive, on a jugé de traiter un exemple d’application, en
utilisant, la méthode Dodson Bryan.
Supposons que le colt de défaillance d’'un disposiile Cd = 11000 DA et que le colt de
maintenance préventive respectif soit égale a 220 .Bdmettons que les paramétres de
distribution de Weibull standard a partir d’'un tesrgiéterminé, jusqu'a 'avénement de I'avarie
soient égaux aff = 2,m = 226 joursy = 0.
Il est demandé :

1- De calculer la périodicité optimale de la progrartiomades actions de la maintenance

préventive.

2- Quel type de maintenance peut-on appliquer lorsgjsf< 1, ou bierp = 1.
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Solution :
On sait que le rapport entre le colt de défaillatde colt de la maintenance préventive est égal
a:

C, _11000__ (1.53)
C, 220

p

Au niveau du (Tableau 1 Annexe), tenant compteatio R=G/C,, = 50 et def = 2.5 la valeur
correspondante est égale a 0.179.
En substituant dans la formule (1.53) on obtiéif= 0.179 * 226 +0 = 40.45 jours.
Maintenant abordons la seconde question qui cengigbuver une solution pour le probléme de
la maintenance lorsqye< 1 ou bierp =1 .
Au fait les pannes précoces subies par le matdoelent etre prises en charge dans leur
integralité par le fabricant. En effet lorsgie< 1 le producteur doit appliquer la méthode du
deverminage(Burn in) pour neutraliser toute lesailléhces qui peuvent se produire pendant la
période de jeunesse de I'équipement .
Lorsquep = 1 le matériel subit des pannes du type aléakminraintenance préventive ne peut
pas étre appliquée car n’etant pas justifiee écaqoement.Dans ces conditions , il est possible
de prendre les dispositions suivantes :

i- Soit mettre en ceuvre un programme d’inspectiorodié&ue du matériel.

ii- Ou bien appliquer la maintenance prédictive quisisie a analyser les vibrations et en

meme temps éffectuer I'analyse des lubrifiants.

En procédant de cette maniére,non seulement on olmpBapparition intempéstive des

défaillances mais aussi on contribue a reduir@lg otal de la maintenance
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Chapitre 2 Préatioh des principaux modeles mathématiques ddif@bi

2-1 Principaux modeles mathématiques de fiabilité

On se propose dans ce qui suit de traiter sucecimesteles modeles de fiabilité les plus utilisés
dans la pratique, ce qui nous permettra de siteemddele Weibull parmi I'ensemble des
principales lois de survie et de faciliter la comgison entre leurs caractéristiques distinctives.
2-1-1Modele de fiabilité exponentielle :

La loi de survie exponentiell®(t) = exp (—At) est fréquemment utilisée puisqu’elle rend
compte du cas tres général ou le taux de défadlast constant. C’est le seul cas ou la moyenne
des temps de fonctionnement sans défaillance aisigmification car elle ne dépend pas alors de
I'intervalle de temps considéré.

Cette loi de survie exponentielle est marquée pasisplicité qui rend possible certaines
méthodes de calcul de fiabilité des ensembles drtylger le processus de Markov.
2-1-2Modele de fiabilité de Weibull standard :

La loi de Weibull standard est un modele a varialéée .1l présente 'avantage de dépendre du
décalage a l'origined un parametre de forme dont la valeur est strictérpesitive ety est un
parametre d’échelle.

En vertu de son taux de défaillance, cette loi eerde rendre compte de l'une ou l'autre des
trois périodes de vie de la courbe en baigngire 1 pour les défaillances précoces ou le taux
d’avarie décroik(t) ; f > 1 pour les défaillances d’'usure ou le taux d’avig croit, 5 =1
pour les défaillances de la vie utile qui se dgtient par un taux constant. La loi exponentielle
est donc un cas particulig® & 1) du modéle Weibull.

2-1-3Modele normale de fiabilité :

La loi normale peut rendre compte de la périodsute d’'un équipement. Elle coincide avec le

modele Weibull standard lorsque le paramgtest voisin de 3.

Il convient de limiter son usage au cas ou la mogedtes durées de vie est grande devant I'écart

type.

Le mécanisme de formation des variables aléatoioesales est lié a I'influence d’'un grand
nombre de facteurs aléatoires.
2-1-4 Modele de fiabilité du type Gamma :
La loi gamma est une loi générale dotée de delanpatresy et 5. Dans des cas particuliers elle
s’identifie a d’autres modéles :

» Pourx = 0, on retrouve la loi exponentielle.

» Poura entier, on retrouve la loi de Poisson.
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La loi Gamma joue un réle important en statistiquethématique et en théorie des processus

aléatoires (files d’attente, mouvements de stocksc.).
Les événements aléatoires dont la survenance @béite loi sont variés.

En plus du processus aléatoire d’apparition desgmrdans un parc de machine, cette loi
commande d’'autres événements de probabilités notattm

Arrivées de véhicules a un point donné dans unirou
Arrivées de navires dans un port.
Arrivées de camions a un quai de chargement.

Arrivées de clients a un guichet.

YV V. V V V

Réception de commandes, portant sur un produihsi de suite.
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Tableau 2.1 :Caractéristiques mathématigues et statistiguepritespaux modeles de fiabilité (a, b, d).

a).
Caractere Fonction de densité deFonction de fiabilité Fonction deEspérance Ecart type Taux de défaillance
Type probabilité répartition mathématique
de modele
1 2 3 4 5 6
Model — oAt _ oAt 1 _ oAt 1 1 le—M
odele f() =2Ae R(t)=e Ft)=1-e E(t) = = 5= A = e
. A A e—At

exponentiel
Modele de t—y\F 1 _(tn)f _(t=1)f _(=x\¥ | E(t t—y\f 1

f(t=E<—y> e ) Rt = e () Fy=1-e (7 |FO A(t)=£(—y>
Weibull AN T (1 N l) 2 7

B n r(1+—)—r2<1+—
B
Modéle A(t)
normal ; . v ey L e
t-m t t ot
F = ——e G RO © B = 2=Lh L -m? | =
o L1 (emy L1 _(e=my? n e [f——e 22 dt
= —f e (202) dt :f e (202) dt _ n 0 ame
0 oV2m 0 oV2m =m
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b).
Caracteres Fonction de densité de Fonction de fiabilité Fonction de répartition
probabilité
Type de 1 2 3
Modeéle
Modeéle f( ) 1 _(lnt—?zn)2 ( ) t 1 _(nt-m)? ( ) t _(nt-m)?
t) = e 2o thl—f e 202 (dt thf e 202 (dt
ovV2m 0 OV21 0o oV2m
log-normale
ou modele Galton
t
ttx—l )
) = -z
f 'gar(a) 1 t y 1 t y
R(t)=1- f a=lg g d F(t) = f a=lg g d
ou BoT(@) ), 7 g BoT(@) J, 7 g
Modeéle
+o0 Si
Gamma I'(a) =f t* e tdt
0 t>0
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C).
Caracteres Esperance Ecart type Taux de défaillance
mathématique
Type de
P 4 5 6
Modele
= a2 (Int-m)?
Modele E(t)y=e™72 § = |e2m+a®)?(go? — 1) L
l(t) = P (Int-m)?2
log-normale 1- m/lﬁ e” 202 dt
ou modele Galton
E@®)=p(a+1) 6§ =pFVa+1 ;taﬂe—%
/—l(t) — Ber(a)
1 1 t 41 _%d
- E“F(a) f() y e y
Modele
Gamma
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2-2 Notions sur le modeéle de fiabilité de \&ibull standard

Le modele Weibull standard est tres souple et padtapter avec d’autres lois de fiabilité car
étant doté de trois parametres.

C’est pour cette raison gu’il est universellemetitisé dans les études de fiabilité des
éguipements ou des composants.

2-2-1La fonction de répartition de la loi Weibull standard est donnée par :

FO=1-e G sitsy 2.1)
F() = 0 Sigy
ou :

1.t : estle temps ou le kilométrage de survie de lailiigrfice.
2. B est le paramétre de forme.

3. i : est le parameétre d’échelle.

4. y : est le parametre d'origine.

Remarquant qup ety sont deux parametres continus. I'étendue des rafBssibles de ces

parametres est définie comme suit :

> B €]o, too [
> 1n€]0, +oo [
> vy €] -, +o [

L’existence du parametre dans la structure analytique du modele Weibulhdiad lui

confére le caractere d'un modele a variable déviée.

PuisqueF(t) est la probabilité cumulée de défaillance alofotection de fiabilité est définie

par :

R(t) =1 - F(t) (2.2)
d’ou

Rt ze 7" 2.3)
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2-2-2 La densité de probabilité de survie est doneéar :

_df(x) _B t-yp1 —EDHF

f(t) = = _n(n) e "’ pourt>y (2.4)

ft)=0 POUKty

a- Siy=0etp = lalorsF(t) = %e‘test la distribution exponentielle qui est un cas
particulier de la distribution de Weibull standard.

b- Sip > 3 ; la distribution de Weibull standard se rappeode la loi normale.

2-2-3 Le taux d’avarie s’exprime comme suit :

)= % (“Ty)ﬂ'lavec t >y (2.5)

2-3Moments du modele Weibull standard

a- L’espérance mathématique ou la moyenne du tempsméonctionnement :
E()=MTBF =y +nI (1 +%) (2.6)
ourI estle symbole de la fonction Eulérien de secaspece nommeée fonction Gamma.
Siy=0ona:
E{t)=nl(1 +11;) 2.7)
b- Variance de la distribution Weibull standard :

Var (t) =4[r (1 +§) -r’q +%)] (2.8)
2-4 Signification et influences des parametres du mot&Weibull standard
2-4-1 Parametre d’échellep :
Afin de saisir la signification et lI'influence duamametre d’échellen il faut effectuer un
changement de variable sm’tt.t_Ty dou t =nz+y ainsi la variable t des instants de
défaillance varie selon la grandeur du parametigdle subit une extension lorsgyea une
valeur importante. Par contre, lorsque la grandearune valeur réduite, la variable t est
soumise a une contraction ce qui justifie la dématndn de parametre d’échelje L'impact

du paramétre sur la fonction de densité de probabilité f(tixpeme par la détermination de

I'’étendue de son étalement sur I'axe horizontal.
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2-4-2 Parametre d’originey :
Il est établi que sa valeur est inferieure a la posante minimale des instants de défaillances
soitmint; > y,i = 1,2, ...,n.
a- Siy <0, alors cela veut dire que dés la mise en expioitaun sous ensemble des
équipements était avarié.
b- Siy = 0, cela signifie que l'origine du temps par rappuk instants de défaillances
est bien connue et qu’elle coincide avec les dandéda fiabilité opérationnelle.
c-Si y >0, alors I'ensemble des équipements étaient en esucampléte dans
I'intervalle [0,y]. Cela signifie gu’aucun composant ou sous-systataesubi une
avarie pendant cet intervalle de temps.
En guise d’illustration de l'impact du parameétrerifjine, on constate que la courbe de la
fonction de densité de probabilité f(t) subit urenstlation vers la gauche lorsque la valeur de
y est positive et vers la droite quand la valeuy @st négative.
2-4-3 Parametre de formeg :
Ce parametre posseéde une interprétation physigele piécise. La signification exacte
attribuée au paramétre de forelépend de sa valeur.
1. Sip < lett s’accroit alors le taux de défaillance décroieanatériel est en période
de jeunesse.
2. Si p = 1 le taux de défaillance est constant, on est esepce d’'un matériel de
fatigue.
3. Si g > lett s’accroit alors le taux de défaillance croit d’'unaniére exponentielle,
le matériel est en période d'usure.
4. Sil <p <2 le taux de défaillance est fortement croissardé&hut et plus faiblement
ensuite.
5. Sif = 2 le taux de défaillance est linéairement croissant

6. Sip > 2 le taux de défaillance est faiblement croissardebut puis fortement.
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& ‘Z(ﬂ
p=2

=3 1<p<2 /
\ // p>2
B=1

o<p=1I

Figure 2.1 :Variation du taux de défaillance en fonction dugpagtref.
2-4-4Modélisation du comportement du taux de défddnce ou courbe en
baignoire :
4A(1)

=1

»t
»L

1

| Période Période de vie utile Période
' de de

! jeuness: ! . vieillesse

Figure 2.2 :Courbe en baignoire relative a la variation du tdiavarie.
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Etant donné que le taux de défaillance décroit fpeud, il devient constant poyf = 1 et

croit lorsqug > 1.De la découle la forme générale de la courbe @mbie (Figure 2.2) qui

modélise le comportement général du taux de défe#l d’'un matériel quelconque pendant

toute la durée de son exploitation.

On distingue trois périodes dans la courbe du @endéfaillance en fonction de I'age de

'équipement.

>

Le premier correspondant a la jeunesse du prodeg.défaillances sont dues a des
défauts de fabrication ou a des phénomenes a éwohatpide.

Le taux de défaillance décroit avec I'age. Cetteodé a une durée de vie variable
suivant le produit. Elle s’échelonne entre quelghesires et quelques centaines
d’heures.

La deuxieme présente un taux de défaillance semsdiit constant. Elle correspond a
l'apparition de défaillances provenant de causess tdiverses. Cette période
correspond a la vie utile. Sa durée s’étend deqgesl milliers d’heures pour les
pieces mécaniques a plusieurs centaines de milliébsures pour les composants
électroniques.

La derniére est caractérisée par un taux de d#éfa#dl croissant. Elle correspond a

I'apparition des défaillances dues a l'usure oa fatigue.

L’information fournie par le parametre de forfigoue un réle capital dans l'orientation

de la politique de maintenance d’ou la nécessisélab de procéder a son estimation de la

maniéere la plus rigoureuse possible. Notons a weani que I'optimalité de I'estimation

d’'un des trois parameétres du modéle Weibull stahéat interdépendante avec celle des

deux autres.

48



Chapitre 2 Préatioh des principaux modeles mathématiques ddif@abi

Quant a l'influence du paramétre de forfheelle s’exerce sur I'ensemble des fonctions liées

a la fiabilité, notamment celle de la fonction amsité de probabilité de Weibull et du taux de

défaillance.

En outre, 'impact des parametres de fopreexerce également sur I'allure de la fonction de

fiabilité du modéle Weibull standard (Figure 2.&@nsi que sur sa fonction de densité de
probabilité (Figure 2.4).

RN

‘lfigurez.3 :Impact du parametre gesur I'allure de la fonction de fiabilité de Weibul
f(t)

/, AN B=3

Figure 2.4 :Influence du parametyesur I'allure de la fonction de densité de
probabilité de Weibull standard.
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Il est a remarquer que ces différentes courbesgtértracées poyr= 0. Ces mémes courbes
subiront une translation vers la droiteysk O et vers la gauchesk 0.
2-4-5 Evolution comparative de la fiabilité et du aux de défaillance pendant la

durée de vie d'un équipement :

Période de jeunesse Période de maturité période de vieillesse

Allure du taux de
défaillance pendant les trois
Périodes de vie d’'un matériel.

' RO) ' '

R(D RN
*\
i Age (t) Age (1) Age (t)
' Période de jeunesse Période de maturité riodeéde vieillesse

Figure 2.5 : Evolution comparative de la fiabilité et du tauxdéfaillance pendant les trois
périodes de vie d'un matériel.
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2-5 Transformation doublement logarithmique du modée Weibull
standard

Si la durée de vie t suit une loi de Weibull staddan aura :

t—y. B

fH=1-e (2.9)

s _ e
douR(t)=1-F(t)= " (2.10)

Introduisons I'opérateur logarithmique népérieviéint :

Infl— F(t)=- (“Ty)ﬁ (2.11)
ol -fin 1~ F(g=(t‘Ty)ﬂ (2.12)

ou bien encore :
s SGDF (2.13)

Prenons une seconde fois I'opérateur logarithmiggpmerien on trouve :

L —inEhe
InIn G In " ) (2.14)
ce qui donne:
1 _ t-y
InIn T F D) =fIn (T) (2.15)
ou bien :
1 _
InIn F® =pIn(t—y) —p (2.16)

»Casoy =0

Dans ces conditions I'équation (2.18vient :

1 —
InIn FE =pint — piny (2.17)
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. — 1 —
Posons : y=LnIn Fo x =Int, (2.18)

on obtient ;

y =px —pfint (2.19)

Il existe un papier fonctionnel du type Weibullg&re 2.6) ou d’Allan Plait (Figure 2.7) dont
les ordonnées sont proportionnelles yaet graduées erfF(t) et les abscisses sont
proportionnelles & et graduées en Si I'on porte sur ce graphique des poinpts-(t;), ces
points s’aligneront sensiblement sur une droitesddypothese ou les durées de vie suivent

une distribution de Weibull.

La pente de la droite sera proportionnelj@ &t 'abscisse du point d’'intersection de la droite

avec I'ordonnéey = Q soitF(t) = 0,632correspondra au parametre d’échglle

1

En effet si y=1In Inl_m) =0, (2.20)
1

ona ﬂn 1—F(t)]: 1 (2.21)

on bien I 1-Ft)"=1 (2.22)

d'ol In1— F(t) =-1 (2.23)

En prenant I'exponentiel des deux membres, on élout

1—F(t) =e? (2.24)

ce qui implique F()=1e1=1-0,368=0,632 (2.25)
Ainsi poury=0ona:

pint—piny =0 (2.26)

dou: Int =Ingy (2.27)

et donc: t=pn (2.28)
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C'est-a-dire que I'abscisse du point d’intersectieria droite avec I'ordonnge= Osera égale
au parametre d'échellg. Pour faciliter I'utilisation, les graphiques caats portent les

graduations suivantes :

> Echelles verticales : A gauche : graduée suiiFénto.

1
1-F(t)’

A dot graduée suivatin In

> Echelles horizontales : Inferieure : graduée suitan
tdrmédiaire : graduée suivamin(t).

De plus, ces graphigues comportent soit un axécaegpécifique a I'évaluation deou bien

un rapporteur d’angle permettant d’estimer le m@arametre.

-20 -1,0 00 10 20 3,0 40 3~
b 1 . i S | - | | | | : |
0 2 A il !'J"wl‘u'"ll"'lil‘x'[ﬂll' I‘ :i‘l‘!""11'?1\\”’['I§H!" i D AR 4 AR ADGR e !'!‘:"Uur'nxf‘lw':'}mh“' it |‘u1;‘!.‘h |
RERTREER AT i , . . S T i . i
cststs 41 X=Lnt (échelle logarithmique) LU Graphique de ik
= i s ; s WEIBULL
e T e =
70,0 rrreas 0,2 0,310, 47F 0, 5¢ 0,6 11710,8 iy i 5 B S ot s .¥ H T G0 T 40 e 50 1 80145 80500 _ _ _ _ _ i
s0,0 [EEEEEE i i }%311" T | : :
, L, I
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30,0 i e 33ziesaEii Al N2
§if 'f"JL -
20,0 i [
£ AREE
2 i Pl 1
£ :
3 10,0 1
$ :
8 T 3
L inunes 731 T '
& T i .i \
3,0 frrrte AR R ACIRAUCAIE G O LR AEREEH A ARBAA LA 1 AR RAARR AL 010 O RO S R 5 ) e
B il
2,0 = = vyl & Ll
- F(t) % i relatifa l’

Variable t (échelle linéaire)

. R

0.8 I 2 3 4 5 & B 1] 20 30 40 50 &0 80 100

Figure 2.6: Modéle du graphique fonctionnel de Weibull.
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Figure 2.7 : Modele du graphique fonctionnel d’Allan Plait.
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2-6 Méthode graphique d’estimation ponctuelle desgrametres du modele
Weibull standard

2-6-1 Exemple d’application relatif au cas op=0 :

a. Type de dispositif : Relais 1

b. Relevé historique des données de défaillan@hombre d’opérations

c. Taille de I'échantillon n=20

d. Estimateur de la fonction de répartition :i):=(trﬁ

Tableau 2.4 :Données de fiabilité du dispositif : Relais 1. [53]
I I
T F (t) Ti F (t)
190000 0,048 850000 0,524
334000 0,095 900000 0,571
365000 0,143 960000 0,619
420000 0,190 1102000 0,667
472000 0,238 1195000 0,714
589000 0,286 1240000 0,762
610000 0,333 1303000 0,810
662000 0,381 1342000 0,857
792000 0,429 1807000 0,905
840000 0,476 2063000 0,952
NB :

Il faut préciser qu’on a considére trois typeselais :

* Relais n°1 du type électromécanique dont les desmidé&varie sont exprimées en nombre
d’opérations effectuées et sont traitées graphigmenen utilisant le papier fonctionnel de
Weibull, selon la variante d’Allan Plait.

* Relais n°2 du type électromécanique dont les dand&arie sont exprimées en nombre
d’heures de fonctionnement et sont traitées staisinent, numériquement au niveau du
dernier chapitre consacré au traitement computagiora vérifier des instants de

défaillance.
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* Relais n°3 du type électronique (Téléston) dontdesnées d’avarie sont exprimées en
nombre de cycles de fonctionnement.

Remarquons que I'adoption de trois sortes diff@sifunités de mesure par rapport aux trois

exemples précédents montre clairement que la natoriemps de fonctionnement d’un

equipement doit étre entendue au sens large determ

?____,_.. ¥
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Figure 2.€ : Représentation sur graphique a echelle fonctideiella distribution de Weibull

(graphigue d’Allan Plait) des données de fiabititédispositif : Relais 1.
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2-6-1-1 Determination du paramétre d’origine:

Apres avoir représenté les points relatifs aux éesrde défaillance d’'un échantillon composé
de vingt relaisl sur le graphique fonctionnel dalbi, selon la variante d’Allan Plait(Figure
2.8),0n remargue, clairement, gu’ils sont sensibletmectilineaires.Cela signifie qye=0 et
gue le modele Weibull est entierement valide.

2-6-1-2 Determination du paramétre de forrnpe

L'arc de cercle gradué sur la partie gauche duepdpinctionnel d’Allan Plait permet de
d’estimer graphiqguement le paramétre d’echplleen tracant le rayon paralléle a la droite
expérimentale d’of=2.

2-6-1-3 Determination du paramétre d’echele:

la valeur du paramétre d’échelle est lue, directegpmir le graphique fonctionnel, du type de
Weibull ou d’Allan Plait. Elle est égale a I'abss®#s au niveau de I'axe horizontal du point de
la droite empirique dont I'ordonnée est nulle .Eivant la procédure décrite plus haut on
trouve n=950000 opérations.

2-6-1-4 Determination du temps moyen de bon fonetiement (M.T.B.F) :

Le papier fonctionnel du type d’Allan Plait est quété dans la partie superieure par une
échelle indépendante qui fournit la valeur du raMJT.B.F/n .

Afin d’obtenir la valeur M.T.B.F, il suffit d’effetuer une multiplication de ce rapport par la
valeur den.Ainsi en lisant sur I'échelle superieure la valedw ratio M.T.B.F/ q

corréspendant ala grandeur paramétrigr2 ,on parvient a :

M.T.B.F/n = 0.88623. (2.29)

d’ou M.T.B.F = 0.88623 * 950 000 ie M.T.B.F 840 000 opérations.
Quant & la probabilité de survie du relais1 polrop@rations, elle est donnée par la formule :

R(t) = exp-(th)° (2.30)

Finalement R(106) = 0.313.D’apres, cette grandeumiveau de la fiabilité du systéme

relaisl est faible.
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Tableau 2.5 :Résultats de I'estimation graphique
spécifique au dispositif :I&ds 1.

Parametre Valeur de I'estimateur
correspondant
y 0
B 2
n 950 000 opérations
M.T.B.F 840 000 opérations
R(t) 0.313

2-6-2 Exemple d’application relatif au cay < 0:
a. Type de dispositif suivi en fiabilité : Téléston
b. Relevé historique des données de défaillan@hombre de cycles de
fonctionnement.

c. Taille de I'échantillon n=12

d. Estimateur de la fonction de répartitioni)::("{ﬁ

Tableau 2.6 :Données de défaillance du systéme : Téléston.

I I

T; F (t) T F (t)
1 0.076 5 0.384
15 0.115 6 0.461
2 0.153 8 0.615
2.5 0.192 9 0.692
0.23 9.5 0.730
4 0.307 10 0.769

En reportant les points [Ti; F (ti)] ; i=1,2,...rursle graphique fonctionnel du type Weibull,
on remarque que l'on obtient une forme géométriquevilinéaire dont la concavité est

tournée vers le haut.
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F(t)%

it

Le sens de la

translation,

Variable t

Figure 2.9: Détermination graphique ponctuelle des parametrenablele Weibull standard

dans le cas op< 0.

2-6-2-1 Determination du paramétre d’origine:

Dans le but d’obtenir une forme affine du diagrantealispersion N [Ti ; F (ti)] ,il est requis
d’effectuer une translation de chaque point deéliesde Ti ; i=1,2,...n. relative a la courbe
Cvers la droite, d’une grandeur constante ,on goé I'allure incurvée initiale se redresse
pour se transformer en une forme linéarisée. Lawagbour la quelle on parvient a la droite
(L1) est appelée le parametre de repérageynoté

Apres avoir effectué, un certain nombre de tentatide translation adéquate, on est parvenu a
la grandeury = -2 cycles .Cela veut dire que des la réceptioe, partie du lot des systémes
relais 1 était avariée.

2-6-2-2 Determination du paramétre de fornfe

A présent pour détermirfeon commence par tracer la droite (L2) paralléleld et passant
par le pointy = 1. Ce dernier point appartient & I'axe horizbimtermédiaire. Ainsi
déterminée, la droite (L2) coupe I'axe verticdhtié au paramétre d’échelleet qui passe

par le point d'abscisse exp(-1) .Le point d’'intetgan de la droite (L1) avec I'axe vertidal

1
1-F(0)

dont I'échelle estIn In donne la valeur recherchée du parametre de fowrtd} s 4 .
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2-6-2-3 Determination du paramétre d’échelfe:

En ce qui concérne I'estimateur graphique du pat@ntéechellen ,sa valeur est obtenue au
niveau de l'intersection de la droite (L1) aveaxk horizontal intermédiaire. Dans ce cas, on
parvient aq = 9.2 cycles.

2-6-2-4 Determination du temps moyen de bon fonetiement (M.T.B.F) :

Sachant que la formule du M.T.B.F est donnée gguktion :

M.T.B.F =mx +y (2.31)

Par référence au tableau de calcul du M.T.B.F@evémt dans I'annexe 2, on trouve que la
valeur de x correspondant3a= 4 est egale a 0.9064 ,ce qui nous ameéne apbétuton a

l'égalité :
M.T.B.F =9.2 *0.9064 - 2 =6.338 cycles (2.32)
De méme ,on sait que la formule de la variance vaut
Var(t) =m*vy (2.33)

Puisque la valeur de y correspondaift & 2 donnée par le tableau de calcul du M.T.B.F se

trouvant dans 'annexe 2 est égale a 0.254 alors :

Var(t) = 9.2 * 0.254 = 2.337 cycles (2.34)

Tableau 2.7 :Résultats de I'estimation graphique ponctuelle
spécifique au dispositif : Téléston.

Parametre Valeur de I'estimateur
correspondant
y -2
B 4
H 9.2 cycles
M.T.B.F 6.338 cycles
Var(t) 2.337 cycles
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2-6-3 Exemple d’application relatif au cay > 0:
a. Type de systéme suivi en fiabilité : Dispositif.
b. Relevé historique des données de défaillan@hombre d’heures de

fonctionnement.
c. Taille de I'échantillon n= 10.

d. Estimateur de la fonction de répartitioni):=(n{%

Tableau 2.8 :Données de défaillance du dispositif : Disposji€f.

T 5 15 25 35 45 55 65 75 85 95
F() | 0.091| 0.181] 0.272 0.368 0.454 0.545 0.636 0.(27 180{80.909

En représentant le nuage de points N[Ti,F(ti)]1,25...n du tableau (2.8).sur le graphique
fonctionnel du type Weibull standard, on observe torme géométrique incurvée dont la

concavité est tournée vers le bas .
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Figufe 2.10:Détermination graphique ponctuelle des parametrenatiéle Weibull standard

dans le cas oy > 0.
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2-6-3-1 Determination du paramétre d’origine:

Afin de connaitre la valeur du parameétre d’origingelon la méthode graphique, il faudrait
soumettre la courbe C a un mouvement de translatos la gauche, jusqu’a I'obtention
d’'une forme géométrique correspondant a une dfbite
Apres un certain nombre d’essais de redressemelat ctmirbe C d’une maniére appropriée,
la valeur du parametre d’originse fixe a 20 heures.
2-6-3-2 Determination du paramétre de forrnpe
En procédant de la méme maniére que dans le ceédarét ,on constate que la droite (L2)
coupe l'axe vertical du paramétre d’échelle ,aunpb= 1.5 .
2-6-3-3 Determination du paramétre d’echele:
Etant donné que lepointd’intersection de la dreitgirique (L1) avec I'axe horizontal
intermédiaire coincide avec la valeur 100,alprs 100 heures.
2-6-3-4 Determination du temps moyen de bon fonetiement (M.T.B.F) :
Puisque M.T.B.F =] x +y et sachant que la valeur de x correspondart A5 vaut 0.9027,
alors M.T.B.F = 100 * 0.9027 + 20 = 110.27 heurs.
En outre, on sait que la variance de la varialdiatalre t est donnée par I'equation :

Var(t)y =nm*vy (2.35)
D’apres le tableau relatif au calcul du M.T.B.Ftsivant en annexe 2, la valeur de la
variable y associéef= 1.5 vaut 0.613 alors : Var(t) = 100 * 0.613E3heures.

Tableau 2.9 :Résultats de I'estimation graphique ponctuelle

spécifique au dispositif : Dispositif.

Parametre Valeur de I'estimateur
Correspondant
Y 20 heures
B 1.5
n 100 heures
M.T.B.F 110.27 heures
Var(t) 61.3 heures

2-6-4 Commentaire :
Puisque les estimateurs du paramétre d’échelle ldartsois exemples traités ont des valeurs

strictement supérieures a l'unité alors les trogpakitifs considérés sont dans la phase de
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vieillesse qui coincide avec un taux de défaillanmgssant,ce qui justifie la mise en ceuvre
d’une politique de maintenance préventive .

2-6-5 Critique de la méthode graphique d’éstimatiorponctuelle des paramétres

du modéle Weibull standard :

Il est établi que la structure du papier fonctidrdeeWeibull dans sa forme originale est basée
sur une étude mathématique détaillée .Cela vetstmplement dire, que toutes composantes
a caractére geométrique du graphique de Weibullpatexplication mathématique précise.
Malheureusement, la procédure appliguée pour temsfr la forme curvilineaire du
diagramme de dispersion N[,tF () ] dépend, intégralement, de I'habilité de l'opgéra
maintenancier qui se trouve désormais dépourvu critére du type numérique ou statistique
lui permettant d’apprécier, éxactement, le degrdirdgrisation auquel le nuage de points
initial, a été soumis.

Finalement, la forme affine obtenue aprés redréssemu nuage de points considéré est
admise sur la base d’'un jugement visuel de I'alféailinéaire a laquelle on est parvenue,ce
qui constitue un défaut majeur de I'éstimation gigpe du triplet paramétrique du modele
Weibull standard et spécialement la grandeur parauné de localisation.

Donc la question qui se pose, avec insistance,istena doter cette méthode graphique
d’estimation ponctuelle d’'un critere d’optimalitéatistiguement ou numériqguement, fondé

capable d’'indiquer le niveau maximum de lintengii@ la liaison linéaire entre les deux

1
1-F(t)"

grandeurs variables, respectivemdn(}i - y) et In In Cet important probléme sera

traité d’'une maniére détaillée, dans une étapeelie.

2-6-6 Limite du modele Weibull standard :

On doit noter, qu’a I'exception de la période darjesse, le modele Weibull standard n’est
pas apte pour rendre compte de la fiabilité d'ugidiel quelconque car le comportement

géométrique du taux de défaillance correspondantdissinct de celui observé pour les

équipements du type matériel.

La différence la plus marquante est que la troisigamase de vie d’un logiciel se caractérise
par un taux de défaillance non croissant car cdesys immatériel est soumis a

'obsolescence et par conséquent toute politdgienaintenance devient sans intérét. Par
contre la période de vie utile se distingue s phases ou le logiciel en question bénéficie

de restauration.
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A linstar d’'un équipement physique, la période jdanesse d'un logiciel est également
marquée par la pratique d’'un déverminage, c'esteé-procéder a un test permettant de
ramener le composant dans la période de maturitie mie utile.

D’'une maniere analogue, par rapport aux spécialigtéveloppeurs de logiciels, le
déverminage est axé sur la détection et I'élimaratie toute sorte d'erreurs et de buggs dues
a la défaillance au stade de la conception.

L’évolution générale du taux de défaillance d’'usteyne logiciel pendant les trois périodes
qui caractérisent sa durée de vie est représeatda pigure (2.11).

A(t)

A :

| Vie utile
i obsolescence
|

Figure 2.11 :lllustration graphique du comportement du tauxiéiillance d’un logiciel
pendant toute sa duré de vie.
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Chapitre 3 Fondement dehigatrie de I'estimation

3-1 Position du probléme d’estimation

La loi de distribution d’'une variable aléatoire, umodéle de corrélation régression en tant
gu’illustration de deux types de schémas stochassigont caractérisés par un certain nombre de
parametres numériques, dont on ignore les valexastes; on doit juger leur valeur par

référence aux résultats d’observation.

Ainsi, si on observe les valeurs aléatoires d'wstéaye aléatoire bi-varié, les résultats obtenus ou
plus, précisément, les données d’échantillonnageygnt étre représentés sous la forme :

A1(x1,91), A2 (x2,¥2), ooy Ap (X, Vi)

Une fonction quelconque de ces résultats d’'observabit :

QM = Q{(x1,¥1), (x2,¥2), wvr (X, Y1)} (3.1)

est dénommeée statistique :

Les statistiques sont systématiguement employées ponfectionner des estimateurs des

parametres inconnus.

En guise d’exemple une probabilité relative a uéné&ment quelconque est estimée par la

fréquence relative des cas favorables sur le notobaiedes cas possibles.

L’inférence statistique est une technique utilipéar obtenir a partir d’'un échantillon tiré d’une

population mere des estimateurs fiables de cerparametres de cette population.

Comme I'échantillon ne fournit qu’'une informatioargelle, ils évident que de tels estimateurs,

soient entachés, désormais, d’'une certaine maegears.
Il est possible dans une certaine mesure, de dentrétte marge d’erreur.

Ces estimateurs peuvent s’exprimer soit d’'une nnamgénctuelle ou encore mieux par intervalle

de confiance.
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3-2 Estimation ponctuelle

3-2-1 Définition :
Soit X une variable aléatoire du modéle M@X)=0, ou 6 est un paramétre certain mais de

valeur inconnue. Nous voulons approcher ce paranm&tonnu6.
Pour réaliser cela, on tire un échantillon dedaill c’est-a-dire(x,, x,, ..., x,) de X.

Il'y a lieu, alors, de déterminer une statistigg@emettant d’estimer le mieux possible la valeur

inconnue du parametre.

Le procédé calculatoire s’appelle désormais esikimatatistique ou plus précisément estimateur

pour bien en indiquer la fonction.

Les valeurs concretes des estimateurs calculédesuechantillons distincts seront dispersées

aléatoirement autour de la vraie valeur du parametherché.
Un estimateur est donc une variable aléatoireg@gle nous pouvons notr

La question qui se pose maintenant est de défasirpropriétés que doivent satisfaire ces

estimateurs pour étre sures dans sens donné.

Précisons que lorsqu’un paraméfrd’'une population est estimé par un seul nombreylitiées
résultats d’observation de I'échantillon, ce nomlest appelé un estimateur ponctuel du
parameétre inconnu.

3-2-1-1 Estimateurs sans biais :

Un estimateud non biaisé est défini tel que :
E(@)=06 (3.2)

C'est-a-dire quel que soit le nombre d'observati@mm espérance mathématigelgd ) est

identique a la valeur théorique du paramétre inaaiela population.

L'écart A= E(§)-6 donne une mesure du biais de l'estimatduau cas ol celui-ci est

incorrect.
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3-2-1-2 Estimateur asymptotiquement sans biais fficace :
C'est un estimateud tel que le biais s'annule quand la taille de l&ufilon n augmente

indéfiniment.
lim,,,E(§) =6 (3.3)

Il va de soit que tout estimateur sans biais hgstessairement asymptotiquement.
3-2-1-3 Estimateur efficace :
Pour expliciter la notion d’efficacité d'un estimat scalaire, considérons un échantillon

X1, X2, ..., X, €Xtrait d’'une population parente normale :

— 2
fGom, o) = =exp (—555) (3.4)

202

de variances? = var(X) connue et dont la moyenma est supposée inconnue. On se fixe
comme objectif la détermination d’'un estimateur plarametre inconnue sur la base des

réalisationsxy, Xy, ..., X.

Deux estimateurs concurrents sont proposés notatrieneroyenne arithmétique :
i=1%i (3.5)
et de la demi somme des valeurs extrémes de hétiba :

u= w (3.6)

On montre que ces deux estimateurs sont a la fasistants et sans biais. Ce qui rend
problématique le choix entre ces deux estimatdusemble logique d’adopter le critere selon
lequel I'estimateur le plus sUr est celui dont lesnre de la dispersion aléatoire par rapport a la
valeur théorique du parametre incorthlorsqu’on passe d’un échantillon de taiié un autre
est la plus petite. Mais afin de calculer l'inté¢ésile la fluctuation d’une variable, aléatoire on
emploie habituellement la variance. Or on démogtie la dispersion de I'estimateur initial de la

moyenne m est donnée :

var(m) = %2 (3.7)
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gui est manifestement inferieure a celle du seestidhateur soit :

n2o?

24 In (n)

var(il) = (3.8)

Il est donc plausible d’adopter le premier estimatgr il posséde le minimum de fluctuations

autour de la véritable valeur du paramétre a estioest-a-dire :
var(m) < var(ii) et E(m) = E(mM) =m (3.9)

Finalement, un estimateur efficace se distingueupaminimum de variance comparativement

aux autres.

Notons que pour étre en mesure d'établir qu’uimeseurd est sans biais, consistant et efficace
il est impératif de connaitre la loi de la disttibn parente. Dans ce contexte, Si nous supposons
gue la variable aléatoire étudiée X ne suit paslande distribution normale mais une loi de
densité uniforme, on aurait abouti a un résultaosg. Cela est di au fait que la variance dans le

cadre de cette hypothése du premier estimatewr @yenne soit :

_ . )2
Var(m) = —(Xm‘“‘l Zi’(lmm) (3.10)

est bien supérieure a celle du deuxieme donnée par

_ (Xmax_Xmin)Z
Var(u) = 2(n-1)(n+2) 13)

3-2-1-4 Estimateur convergent :
Un estimateuf est dit convergent du paramég@e’il converge en probabilité vegslorsque la

taille de I'échantillon tend vers l'infini.

Deux conditions sont suffisantes pour qu’une sdiéstimateurs) converge en probabilité vers

la vraie valeur du parameétfe

a) lim,_. E(H) - 6.
b) lim,_e Var(8) — 0.

Par conséquent, I'estimateur converggest asymptotiquement sans biais.

Si de plus I'estimateld est sans biais aloésest dit absolument correct.
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3-3 Nécessité de I'estimateur ensembliste ou patémnvalle de confiance

Il est établi gu'un estimateur ponctuel ne donneuae information sur le degré de précision de
l'estimation effectuée. Cela s’explique par le fge l'erreur possible dans I'estimateur

engendrée par les fluctuations d’échantillonnagstrpas connue.

Afin de savoir le degré de confiance qu’'on peubater a un estimateur ponctuel unique, il est
nécessaire de lui associer un intervalle contedaehtuellement la vraie valeur de paramétre
inconnu avec une certaine fiabilité

3-3-1 Définition :

Partant d’'un estimateud d’'un paramétre inconi®y I'estimation par intervalle de confiance

consiste a déterminer un intervalle dans lequekil probable que la valeur du parametre s’y

trouve.

Deux limites, I'une inferieure, I'autre supériewenstituent les extrémités de I'intervalle de
confiance. A ces limites est associée une certaiieabilité(1 — a) de contenir la vraie valeur

du parameétre inconnu. Symboliguement cela s’éerladnaniére suivante :
PlLinf<0<Lgy|=1-a ()1

ou a est le seuil de risque attribué a l'intervalleadmfiance de ne pas englober la vraie valeur

du parametré.

A remarquer que la construction d’'un intervallecdafiance nécessite la connaissance préalable
de la distribution d’échantillonnage de I'estimatearrespondant.

3-3-2 Exemple d’application :

Une étude de fiabilité portant sur un échantill@en2b dispositifs mécaniques a montré que la
série des durées de fonctionnement entre défedtammonsécutives, dans des conditions de
contrainte déterminées, est distribuée suivant lohgjaussienne de moyenrte= 240 h et
d’écart-types, = 55,2 h.

On demande d'estimer par intervalle de confianceelaps moyen de bon fonctionnement

(MTBF) au niveau de confiance de 95%.
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Le probléme posé consiste donc a évaluer a partia dhoyenne des instants de survenances de
pannes;; i = 1,2, ...,n soitt=MTBF, un intervalle dans lequel il est vraisemitdatjue la vraie

valeur de la moyenna s’y trouve.

Cet intervalle est obtenu en déterminant deux dimiauxquelles est attribuée une certaine

probabilité de contenir la vraie valeur e
Par définition cet intervalle est défini par I'étjoa suivante :
PT—-2<m<T+AD)=1—-a (3.13)

qui s’interpréte comme étant le probabilité gques [T — A; T + 1] vautl — a ol «a est le seuil

de risque fixé a priori.

Apres avoir prélevé I'échantillon et trouvé I'eséitaur ponctuet , les extrémités de I'intervalle

de confiance prendront la forme.
t—-As<m<t+41 (3.14)

Remarquons queest une réalisation de et que la constantecalculée a I'aide de I'écart-type

de la distribution d’échantillonnagg et au niveau de confian¢& — a) choisi au préalable.

On montre que si on préléve un échantillon aléatde taillen d’'une population mére normale

de variance connue alors la distributiorTéeit une loi normale de moyenB€T) de variance
_ 52
Var (T) = f (3.15)

D’aprés le théoréme central limite, au cas ou $rithutionT est inconnue ou bien si la variance
de la population est inconnue, un échantillon deeta > 30, nous permet de considérer due
suit approximativement une loi de Gauss.

: , . . T- . :
Par voie de conséquence si on adopte une vauablgt/—m alors la grandeur variablel suit

Vn
une loi normale centrée réduite.

Ainsi pour déduire un intervalle aléatoire auqustlassociée une probabilité — «) de contenir

la vraie valeur den; on déterminel de facon a avoir :
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PT—-2<m<T+AD)=1—-a (3.16)

En utilisant la variable centrée réduite u I'éqoatprécédente devient :

~

-m

—Ua <

<u

13)

N|R
N[R

g
&
3

Ceci s’explique graphiquement comme suit :

UG

2 +Ua
2

Figure 3.1: Test bilatéral d’admission de la valeur du
parameétre de la moyenne m avec un seuil de1:a./ 2.

En multipliant les deux extrémités de la doublejiration par‘st/\/H on obtient :

—m <us 5f/ e (3.18)

S
|
g
NI
g
\
5
IA
~3

La soustraction du term& de chaque membre donne :

—T— a5t/ < <T-— aat/ =1-
P{-T uE \/ﬁ_m_T uE N 1-—a (3.19)

Le changement de signe des différents termes de équation implique, nécessairement, le
changement du sens des inégalités d’ou
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T a St/ > >T — Ua 6’:/ =1-—
P T+uE N m=>T uE N 1—«a (3.20)
autrement dit P | T—ua 5t/ <m<T+ua 5t/ =1—-a (3.21)
z /Vn z /Vn
qui correspond a la formeP(T-<m<T+A) =1—-«a (3.22)
ce qui entraine que :
1= ua 5t/ (3.23)
z /Vn

Par conséquent lintervalle de confiance ayant iveau de confianc€l — a) d’encadrer la

vraie valeur dem s’écrit :

— aat/ < <t a5t/
t —ua \/ﬁ_m_t+ug N (3.24)

2

avec ue = ugozs = 1,96 ( Annexe Tableau 2) de la loi normale centréeitéjiu
2

En substituant chaque terme de cette inégalitégpaaleur on obtient :
i- Limite inferieure :

(1,96)(55,2)

Ling = 240 — === = 240 — 21,6384 = 218,3616 ~ 218 h (3.25)
ii- Limite supérieure :
(1,96)(55,2)
Lgyp = 240 + = - 240 + 21,6384 = 261,3616 =~ 262 h (3.26)

On associe a cet intervalle un niveau de configleCe — «)=95% de contenir la vraie valeur de
la moyennem du temps de bon fonctionnement de ce type de slifpmécanique avec une
probabilité de 95%.
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On pense que la grandeurse situe dans une position quelconque de cevaiter.

AN
v N
218 h 261 h

|

v

Ling £=240 h L4

Figure 3.2 : Positionnement graphique des deux limites respaciant
inferieure et supérieure de l'intervalle de condi@ pour la moyenne.

3-4 Validité de I'hypotheése d’'un modele de défaillace

Le traitement des données de fiabilité issues dhsemble d’essais en laboratoire ou provenant
des résultats d’exploitation nécessite I'émissian pgéalable d’'une hypotheése a propos du
modele de défaillance a adopter éventuellements@aelle mesure I'hypothese émise est-elle

valable ?

En fait, on ne peut étre formel que par rapport hyothéses rejetées. Cela est d’autant plus
vrai que le nombre d’observations est faible. Deass conditions, la zone de confiance est tres
large et le rejet de I'hypothése avancée est &ngs Autrement dit si le test n'est pas significati

alors d’autres hypotheses meilleures que celleqs®p peuvent exister.

Afin de réduire le risque d’affirmer des choserées on devrait formuler un certain nombre

d’hypotheses et rejeter celles pour les quellésden’est pas significatif.
La statistique mathématique nous fourrent deuxstyjeetests :

) Les tests paramétriques qui ne sont valables queyromodele de répartition précis.
II) Les tests non paramétriques qui sont applicablestpas les modeéles de répartition.
3-4-1 Test non paramétrique de Kolmogorov —Smirnov
Soit Q(t) la fonction de répartition empirique correspondantun ordre croissant de n

observations classées selon un ordre croissaaitéi(¥) la fonction de répartition théorique.

On démontre qu®,, = Max|Q(t;) — F(t;)| suit une loi de probabilité ne dépendant queade |

taille de I'échantillon n et cela quelque soitdadtion de répartition théorique F(t).
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On peut donc écrire :
Prob[Max|Q(t;)) — F(t))| < Dpel =1—«a (3.27)
La valeurD,,, est donnée par la Table 3 de Kolmogorov- Smirgavse trouve en annexe.

De cette fagcon on a D, > Dy q (3.28)

Ce qui nous rameéne a refuser I'hypothése du madétgique.

3-4-1-1 Version graphique du test de Kolmogorov-iSrmv :

Graphiguement le test de Kolmogorov —Smirnov cdesistracer une zone d’acceptation autour
de F(t) qui doit contenir les valeurs réelles d§ Qdur que le modele théorique soit admis.

La variation graphique du test de Kolmogorov —Sanirast fondée sur la double inégalité :

o F(t) =Dpo < Q) < F(t) + Dy
Limite supérieure du test

|:(t)A Kolmogorov-Smirno\

3,29
Valeurs(de I)a

fonction de
/

- répartition
théorique F(1

Q(t)

Valeurs de la loi
de répartition
réelle Q(t

Limite inférieure du test
Kolmogorov-Smirno\

v

Figure 3.2: Forme graphique du test Kolmogorov —Smirnov.

NB :

Les divers points correspondant aux valeurs deildd répartition réelle Q(t) sont reliés par des
segments de droite de facon a obtenir un diagraemesscalier.

3-4-1-2 Test binomial simplifié :

Le champ d’application du test binomial simpli&tend a toutes les lois de répartition car
c'est un test non paramétrique. Etant donné quersion originale du test binomial est basée
sur une procédure longue, on préfere utiliser umeante approchée qui présente I'avantage
d’aboutir a des limites plus resserrées que cdibemees par le tesde Kolmogorov- Smirnov.

En effet en faisant usage, a la place du tdindu test de Kolmogorov — Smirnov, la valeur de
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la densité de probabilité de la loi binomiale cep@ndant a la valeur référentielle de la fonction
de répartition, c’est-a-dire F(t)=0,5 pour unel¢éail quelconque de I'échantillon sfin, 0,5)

on obtient un test plus sensible que le précédent.

Le Tableau 4 se trouvant en annexe présente etidorae n et pour un seuil de signification
donnéa les valeurs defB(n, 0,5, &) qui S'interpretent dans notre cas comme [|'écaébtigue

entre la loi de répartition proposée F(t) et ladei répartition réelle Q(t).
D’une maniére similaire au test de Kolmogorov — i®a@w, on montre que I'écart maximal.
B(n) = Max|Q(¢t) — F(t)| 30)
suit une loi ne dépendant que du seuil de risqde @ombren d’'observations.
Ainsi on peut écrire, avec niveau de confiafite- a)% que :
Prob[Max|Q(t) —F(t)|]] < f(n,05,a0) =1—« (3.31)
Il s’en suit que le critére de décision est donsuivant.

Sion aB(n) < f(n,0,5 a) au seuil de risque alors rien ne s’'oppose a admettre le modele
théorique F(t) proposé :
3-4-1-2-1 Variante graphique du test binomial sinff@ : A l'instar du test de Kolmogorov —

Smirnov le test binomial simplifié a une interpté&ia graphique.

Elle consiste également a tracer une zone ditecefdation du modele théorique F(t) en se

basant sur la double inégalité.
F(t) —B(n,05a) < () <F(t)+pLn05 a) (3.32)

qui indique que les deux limites respectivemeneriefire F;, (t) et supérieurefy,, (t) de

l'intervalle de confiance avec un seul de signitfmaa et qui est sensé contenir 'ensemble des

points de la fonction de répartition réelle Qfthaue le modele théorique F(t) soit accepté.
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Limite supérieure du test Valeurs de la

F(t), Kolmogorov-Smjirno\ fonction de
— répartition
théorique F(i

Q(t)

Valeurs de la loi
de répartition

Limite supérieure réelle Q(t

du test binomial
simplifié

Limite inférieure du test
Limite inférieure Kolmogorov-Smirno\
du test binomial

simnlifié

v

Figure 3.4: Formes graphiques des tests binomial simplifié
et Kolmogorov —Smirnov.

On a préféré représenter, simultanément, dans taentégure 3.4 les deux formes graphiques,
respectivement, les limites extrémes du test biabsimplifié et de Kolmogorov — Smirnov

pour montrer, visuellement, que le premier tespks sensible que le second.
3-5 Méthode d’estimation du maximum de vraisemblace

Comparativement a la méthode d’estimation des mesdarrés et a celles des moments, la
meéthode d’estimation du maximum de vraisemblancelgid & des estimateurs plus sdrs. En
particulier elle aboutit, certes, a des estimategmnportant un certain biais, mais
systématiguement consistent surtout si la taill€étdantillon est grande. De plus si on impose
des conditions de régularité a la fonction de dénde probabilitéf(x,8), les estimateurs du
maximum de vraisemblancefyy sont convergents, asymptotiguement sans biais,
asymptotiquement normaux et asymptotigquement efiga Cependant si la taille de
I'échantillon étudié est réduite les estimateursrads par la méthode d’estimation du maximum
de vraisemblance perdent partiellement leurs bommepgriétés initiales. Dans ces conditions
d’autres méthodes d’estimation, notamment, la nughtes moments, la méthode des moindres

carrés peuvent étre employées.
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De plus, la mise en ceuvre de la méthode du maximdemvraisemblance nécessite la
connaissance exacte de la densité de probabilitkeda loi de probabilité objet d’'investigation.

Ce qui est souvent impossible a réaliser. Afin dataurner cette difficulté on se contente
d’estimer la densité de probabilité,d) ou la loi de probabilitéd’(x,#) de sorte qu’elle ne

s’écarte pas trop des modeles réels respectifs ldang de réduire I'influence négative sur les
bonnes propriétés des estimateurs du maximum dsewnhlance. Au cas ou on observe une
démarcation entre le modele aléatoire réel et laléleo aléatoire estimé on obtient des

estimateurs possédant des propriétés de moindliééguais considérés comme stables.

Sur un autre plan, lorsque le nombre k des paraséir 6., ...,0« inconnus est grand, les
estimateurs obtenus par la méthode du maximum dsevnblance risquent de perdre leur
propriété de convergence, ce qui peut étre conéopan I'augmentation significative de la taille

n de I'’échantillon.

Finalement, la méthode du maximum de vraisemblast@lus désirable lors de la construction
des estimateurs du point de vue du degré de caefign’ on doit leur accorder. En pratique, il
faut reconnaitre que cette méthode nous conduiésaudre des systémes d’équations trés
complexes.

3-5-1 Principe de la méthode du maximum de vraisebhance :

Selon la méthode d’estimation du maximum de vraisente, tout estimate@yy du paramétre
inconnu@ compte tenu des observations x,,..., X, d'une variable aléatoiré (suivant une loi

de probabilité de densité(x,d) ou de probabilité® (£ = x) se définit a partir de la condition.

L (X1, X2, ..., X1 ;: Omv) = Max L (X, X2, ..., %1} Omv) (3.33)

Ou L est la fonction de vraisemblance définie condétaamt la densité conjointe des résultats des

observations indépendantes de la variable étudist-a-dire du vecte@xy, xo, ..., X).
Formellement on a:
L (X1, X2, ..., X1 ; Omv) = f(X1, 0) ; (X2, 6) ; ... ; f(Xn, ). (3.34)

Les valeurs de la fonction de vraisemblabh@e, o, ..., X, #) sont directement proportionnelles
a la probabilité d’obtenir le systeme de résul@ditshservations(X;, Xz, ..., %). Il est donc
logique de choisir en qualité d’estimateur du parmeninconnud la valeurOyy qui rend cette
fonction de vraisemblande(xs, X, ..., %; Owv) maximale pour les valeurs d’échantillonnage
(X1, X2, «-vy X0).
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Dans le cas ou les conditions de régularité sotisfades, I'estimateur du maximum de

vraisemblance est la solution de I'équation.

d(x1,x2,...xn; Oy _
= -0 3.35)

Si la fonction de vraisemblance contient k paraestc'est-a-dire si :
L(X1, X, «--y %3 01, 02, ., 0k) =TI £ (51, 01.0,...6)- (3.36)

alors les estimateurs du maximum de vraisemblares mhrametre®,, 6., ...,0« doivent

satisfaire les équations :

OL(x;,01,02,..0k) _

20, 0

OL(x;,01,02,..0k) _

o 0 (3.37)

dL(x;,01,6,, 6k) -0
20,

Au cas ou la fonctioi(x,#) satisfait certaines conditions de régularité ¢pptimum est atteint
en un point intérieur du domaine des valeurs ptessiied, alors les dérivées partielles de la
fonction L(X1, X2, ..., % @x)doivent s’annuler au poiyy et par suite, celles du logarithme de

la fonction de vraisemblance.
Ln L(X1, X2, ..., % O) = 2= Inf(x;,60,02,0)) .38)
et cela en raison de la monotonie de la relatiamt li

L(X1, X2, ..., Xa; 0K @ln L(Xq1, X2, ..., X 6k). (3.39)

A noter que cette derniére fonction est évidemrpkrg commode dans la conduite des calculs.
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3-5-1-1 lllustration : Cas d’une distribution continue :

Considérons une variable aléatoirde densité de probabilité normale soit :

2y — _1 sz
Q(X1m5 ) - m(s e 2§ (340)
De moyennd=(x) = m et de variance
Var(x) = 6° (3.41)

On demande de calculer les estimateurs ponctueisacimum de vraisemblance correspondant

amet».2

Supposons que 'on ait I'échantillon, X, ..., X, extrait d'une population parente normale a une

dimension dont les deux paramétmests> sont inconnus.
On sait que la fonction de vraisemblance dans sestde la forme :

(x-m)” _@-m)’ ~(x-m)”

1

— . 2 1
L(X,ﬂ)—L(xl,...,xn,m,é)—ﬁ e 252 X5 e 252 @ 252
n 1 —Z}Ll(xz_m)z
=it1 5555 € 25 (3.42)
Ce qui peut s’écrire autrement :
2 N =i
L(X1, X, ..., %; M, 6°) = )" e 2 (3.43)

Le logarithme népérien de la fonction de vraisemtgadonne :

1

— 21 (g — m)® (3.44)

Ln L(X1, X2, ..., %1} M, 6°) = -gann-gln o° -

Dérivonsin L(x;, m, %) par rapport am et et annulant les dérivées partielles obtenues, on

parvient au systeme de deux équations.
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r 2
oL (x,X ,..x ;m;8%)

1
5 i=1(x —m) =0

) om
| el mo) = 1 4 —Z%l(f; )_Zm) =0 (3.45)
Determinons la solution du sytstéme (3.45).
La premiére équation :
%Z?zl(xi— m) =0 implique que rix —nm=0 (3.46)
d’ou I'estimateur ponctuel du maximum de vraisseanbé de la moyenma soit :
Muy = LS (3.47)
La deuxieme équation implique que :
2_—; % n o (x-m)?= e +22%1(x ™ (3.48)
Ce qui donne-né” + Y% ,(x —m)? =0 (3.49)
d’ou I'éstimateur ponctuel du maximum de vraissembe de la variana¥ soit :
8%, = X" (xi -m)? (3.50)

3-5-2 Application de la méthode du maximum de vrasmblance au modéle Weibull

standard :

Partant d’'une serie d’observations, ¢, ...,t,) d’'une variable aléatoire T relative au temps de

défaillance d’un certain équipement et issue dielzsité de probabilité du modele Weibull.

On suppose que les équipements sont observés elansontexte réel d’exploitation et que le

caractére differentiel des conditions de I'envimement soit négligeable.

Soitf(t,#) la densité de probabilité du modele Weibull.
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( pren"— =y
| ;[T] sty <t < 4o

f(t,0)= (3.51)
0 Si —o < t<y

Les parametres #, # sont les composantes du vecteur incofinu

-1 -1
Puisqud(t, Q) = % . 77;—1 (t _y)ﬁ—lenﬁ (t-v)B — nﬁﬁ (t _y)ﬁ—lenﬁ t-v)B (3.52)

-1
alors en posarit = >

on peut écrire :

f(t,0) = AB(t- y)F~te 1Y) (3.53)

La série temporelle de survenance des défaillaiges, ..., t,) est évidemment assimilable a
des événements aléatoires indépendants et domndtidn de vraisemblance s’établit comme

suit :
L(t,y, B,m) = AB(ty - Y)P~T e MUV AB(t, - y)P1 e A@DT _aB(t, - y)P1 e A
(3.54)
Introduisons les deux opérateurs, respectivemenpyaduit et de sommation :
. -1 -2 yn -8B
L(ti,, v, B,m) = TIL, AB(t - )Pt e~ 2imat 1) (3.55)

L'usage de l'opérateur logarithmique népérien cdandertes a une équation transcendante
distincte de la précédente mais n’affecte pasbatamce du probléeme d’optimisation en suspens.

InL(ti, v, B,m) =ninyB+ (B - DI, AB(t- 1) —A 5t -’  (356)

Ou encore
InL(ti, v, 8,1) =nlny + nlnf+ (B - DI In(t; —y) — A Y.t —y)F 3.57)
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La question qui se pose, maintenant, consiste errdiéter des estimateurs pour les grandeurs
paramétriquey, B, n telle que la fonction de vraisemblance dans sadldoversion originale
initiale ou bien logarithmiquement transforméeigtie son maximum absolu, tenant compte des

contraintes imposées au triplet paramétrique.

Nous avons donc deux programmes mathématiquesnéaires, logiguement équivalents :

1
Max Hlﬁ(t —y)Ble A -VIB
i=1

S P
Sous les contraintes actives
B > 0,n > 0,minti >y )
P=Max [n A+ nlnf+ @B - DY Int;—y) —A ¥t —p)F ] (3.58)

Sous les contraintes actives
B > 0,n>0minti >y

ou bien en faisant apparaitre explicitement le petee d’échelle; on obtient :

ti-y
t _ _ —_
Max [T, 2 (=51
nem =P
Assujetti aux contraintes actives

f > 0n > 0minti >y
P =Max [nin;+ nlnf+ (B - DI In(ti—y) = Tt —p) ] (3.59)

Sous les contraintes actives

L>0n>0, mnt>y

D’aprés la structure analytique de la fonction otifedMax InL(t,8) les conditions de régularité

sont satisfaites pour autant que les contrainiegghlité stricte imposées soient respectées.

Entamons, a présent, la recherche de I'ensemblealets candidats en annulant le gradient de
InL(t,#) soit :

AL(t, 6) = 0 (3.60)
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En détaillant les calculs on obtient :

alnL(t0
% Z% +XEIn(t; -y) - A% (t -¥)P In(t;-y) =0
alnL(t0
naz(l : :% YLt -vFf=0 (3.61)
< alnL(t,0)

oy =Y -V - B-1)TE(t -y) =0

= B - B-1 =0
Z?=1(ti_}’)1_ﬂ Yt -y)

Il ressort clairement que les estimations ponatgetles parametrgs , y sont les solutions du

systeme de trois équations transcendantes.

3-5-2-1 Contraintes calculatoires :

La résolution du systéme de trois équations nosn&be61l) est une tache fastidieuse. En
effet Les deux auteurs M. Schwab et Guy Peyraclnraissent que les calculs sont
extrémement pénibles pour le cas du modele Wetbwleux parameétres. Par conséquent les
calculs seront d’autant plus complexes lorsqueal&meéetrey, contrairement a I'hypothése de
Cohen, est non nul.

Etant donné que le systéme (3.61) n'‘admet pas @wvigmt de solutions analytiques, il est
nécessaire d'appliguer des méthodes appropriégmlgé&e numérique. Mais, cela exige au
préalable la conception d’un algorithme assez cergptar les formes analytiques des équations

normales du systeme (3.61) sont du type transcéndan

On outre, le parametre de repérage peut étre exprimé que d’'une maniére implicigequi va

nous conduire a une interprétation géométriqgue ééare de l'impact de cette grandeur

paramétrique sur la série des données de défaillanc

Afin de contourner le caractere fortement laborielux processus calculatoire requis pour la
résolution du systeme d’équations (3,58) a jugé utile de mettre en place une autre appro
du probléme global d’estimation posé.

3-5-3 Vers une approche alternative de segmentatiatu probleme global

d'estimation tridimensionnel :

La modélisation empirique menée a la fin de nodeherche, du processus de linéarisation de
I'allure curvilinéaire du modele Weibull standamusis a une transformation bi-logarithmique

a offert I'opportunité de montrer numeériquement gétométriqguement que la variation du
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parameétre de localisation est totalement, indépeedaussi bien du paramétre de fofirqpie du
parametre d’échells.

L’exploitation par anticipation, de ce résultatetétinant de notre travail de recherche est la clé
de la décomposition du probleme complexe d’estimmatiridimensionnelle. La raison est toute
simple en ce sens qu’il devient possible d’évalaéune maniére isolée, la grandeur
paramétrique centrate indépendamment des deux autres parametres : barobe du niveau
maximum de l'intensité de linéarisation du nuagediats

N {Ln(ti-yj) : LnLn;}; i=1, 2, 3,...n. (3.62)

1-F(ti)

devait impliquer, en toute logique, I'usage de fibstatistique, largement utilisé, a savoir le

coefficient de corrélation linéaire de Bravais-Rear

Toute fois I'emploi fiable de cet instrument staggest soumis a certaines conditions qui ne sont

pas, aisément, satisfaites dans le contexte peatiga études de corrélation.

Le grand savant statisticiele nommeé R. A. Fisher a opéré un changement dabtaradéquat

qui a permis de lever les contraintes imposeées.

En tout état de cause, le coefficient de corréalioéaire demeure la pierre angulaire dans la
structure analytique des deux tests de linéaritBisleer aussi bien unilatéral que bilatéral. C’est
la raison pour laquelle on a jugé utile de s’appisaur les aspects tant théoriques que pratiques
de cet instrument statistique, avant de passeryvgar réciproque a I'emploi de la tangente
hyperbolique dans le but d’obtenir une meilleurgneetion du coefficient de corrélation linéaire
simple, pour ensuite adapter les catégories de pestédents au cas du modele Weibull standard

soumis a une transformation bilogarithmique ensatiit la notion de paramétrage.

De cette facon, les tests de linéarité de Z-transfe de Fisher ne seront plus ponctuels mais
évoluant comme une fonction de la valeur du parem@briginey. Dans ces conditions, on
pourra élaborer quelques variantes d’'un programit@ématique non linéaire avec parameétrage
dont les valeurs modales du parametre d’origingespondant a leur maxima permettront
d’aboutir & une estimation ponctuelle optimale dtameétre de localisatign

Une fois résolue, d’'une maniére isolée la questiérde détermination de I'estimateur ponctuel
du paramétre d’origing, on pourra passer a une phase ultérieure qui stendichercher les
estimateurs ponctuels des parametres respectiveliéehiellen et de formes et cela sur la base
de la série corrigée des données de défaillancesdt, 2, ...n, en soustrayant de chaque
composante des instants de défaillance la valedatepy, soit Ti=ti-yv, i=1,2,...n.

84



P1

Chapitre 3 Fondement dehigatrie de I'estimation

Par ailleurs, il est possible de montrer que lgesye d’équations linéaires non homogenes
obtenues en combinant les observatigrevéc la forme bilogarithmiquement transformée du
modele Weibull standard est incompatible. Ainsildvient nécessaire d’appliquer les techniques
d’optimisation non linéaire afin de trouver lesimstteurs optimaux ponctuels feet [ 1.

Plus précisément, en considérant la nouvelle 3grigoit de se contenter de minimiser la norme
euclidienne afin d’aboutir & des estimateurs nondgoés de8 et (1, ou bien, et dans le but de
perfectionner la qualité des deux estimateurs plef@8 de minimiser la norme de Legendre.
Dans les deux cas, on est confronté, seulememtsgstéme de deux équations correspondant au
cas particulier du théoreme de Fontené-Rouchédirdavmodele de Cramer. De cette fagon, on
evitera la tache fastidieuse de résoudre, simutt@ngé un systeme de trois équations normales
du type transcendant dans le but de trouver l'extra de la fonction du maximum de
vraisemblance.

Sur la base de ce qui précede, on peut, par aatimipsur les résultats de développements
ultérieurs établir les deux relations d’équivaleriogique entre trois sortes de programmes
mathématiques, selon plusieurs variantes possibles.

Pour des raisons de commodité on se bornera anpeésme importante illustration :

Max [nlnniﬁ+ nlnp+ (B -DYInt; —y) —niﬁ Tt — V)ﬁ] <Pl

B>0n>0,mint>y;i=1,2,...n;j=1,2,...m

-

Max \n = 3|ArtanhR,,(y;)| = 1,645 ; i=1,2,..n,j =1,2...m

(3.61)

\ Y in(ti-v;) lnln—l_;(ti)—% Lim(ti-yj) X, lnln—l_;(ti)
Ruy(1,) =

ou
2 2
JEEAln(eimy )L -Him(eiy )P jz:ﬂﬂ[mm%@] i

\_MinZ™, <inin— —[Bln(ti—y].)+ﬂlnn]

1-F(ty)
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A présent, en introduisant I'opérateur logarithneiguépérien, on obtient une nouvelle

équivalence logique a (3.62)

Max [nlnniﬁ+ nlnf+ (B —1) Z?zlln(tl- —¥; ) _niﬁ Yt — y)ﬁ] s Pl

B>0n>0 mint>y;i=1,2,...n;j=1,2,...m

-

Max \n = 3|ArtanhR,,(y;)| = 1,645 ; i=1,2,..n,j =1,2...m

i n(ti-vj) lnln%—%zzl:l n(t;-vj) Xy lnln+
< ol ny(}’j) _ j 1-F(t;) J 1-F(t;) (3.62)

2 2
Z}Ll[ln(ti—yj)]z—%[ln(ti—yj)]z\]Z?zl[lnln%(ti)] —%[lnln%(ti)]

. 1
MinXlL; Inin— o [BIn(t; —y;) + B Inn]

2

o

Finalement on est parvenu a segmenter le programanématique global d’estimation
tridimensionnel fondé sur la fonction du maximumwlaisemblance en deux fonctions objectif
partielles, la premiére concernant un probléme drimisation de l'intensité de la linéarisation

du nuage de points :

N<In(t; —y;) ; Inin (3)6

_r
1-F(t;)

Tandis que la seconde, elle se rapporte a un pnebtke minimisation de I'écart quadratique.

Il est important de noter que le comportement géogue de 'ensemble de ces trois indices de
performance (V1), dépend de la variation du paresrdoriginey .C’est la raison pour la quelle

on les appelle, désormais, des fonctions économiguec paramétrage.

L’adoption de cette nouvelle approche va donngsrableme d’estimation initial dans sa variante

segmentée une interprétation intéressante du geintie de la géométrie analytique.
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Chapitre 4 : Elaboration d’'un nouvel estimateoinctuel du parametre d’origine du modele Weibull.

4-1 Genese du coefficient de corrélation linéaireedBravais-Pearson
Soitf(x,y) est la densité de répartition conjointe de deulabées aléatoires normales :

1 (x -mx ]2_ 2 (x—mx) (y—my) +[J’—mJ’}2
e 21— ox 5x8y Sy

F(xy) = m;lm 4.1)
Ou :i)my est la moyenne arithmétique de la variable algaxoi
i) my est la moyenne arithmétique de la variable alésyoi
iii) oy est I'écart type de la variable aléatoirexde
IV) oy est I'écart type de la variable aléatoireyde

V) ryy, est le cinquiéme paramétre dont dépend la loi aterfivariée.

La formule donnant la valeur du paramétgesera demontrée par la suite ce qui permettra
d’en dégager la signification correspondante. Rala, calculons la covariance du systéme

aléatoire bivarié bidimensionn@,y).

Cov(x,y) = [ [ (x — mx)(y — my)f(x, y)dxdy (4.2)

En remplacant(x,y) par son expression il vient :

1 fx—mx12 (x—mx) (y—my) [y—my}z
— 1 +00 ~+00 _ _ 2(1_1-2) [ Sx J-2r dx8y H sy
| 2m8x8y\ 1-12 f_oo f_oo (x —mx) (y my) € L (4.3)
Le calcul de l'intégralerequiert un changement de variables.
En posantU 2% ,on ax-m =v2 dxU et x =2 §xU+my (4.4)
Posons également :
V= y—-my ) r(x—mx) — y—my ) r(x—-mx) (4 5)
SyW2(1-12) x2(1-12) &y /2(1-12) xV2Vi-12 )
En combinant les deux relations (4.4) et (4.5) btent :
V= y-my  rU  y-my-— V2 8yU (4 6)
SyWVVi-r2 Vi-r2 8§y 2(1-R2) '
ou bien /28y /1 — r2V:y—n9,-r\/2—6y'J (4.7
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Ce qui conduit a :

y =V28yV1 — 12V +m+1V2 8yU (4.8)
ety-my, =V28yV1 — 12V + 12 8yU (4.9)

Divisions les deux membres de I'égalité (4.8) fpr

y-my _ Sy(V2V1-Rv+V2 ru) _ S

= o =\VZVI— R.V+V2.ru (4.10)
Ensuite
- x = WVZVI— 12V +V2.1U)? = 2(1-P)\V3+4r V1 — r2UV+2riU? (4.11)

En remplacant (4.4§4.9), et(4.10) dans I'exposant de I'exponentiel de (4r8pbtient :

2(1-r

[2u2 2VZUNZVI = RVHZ.1U) + 2(1-AV2 + 4T = UV + ZFUZJ (4.12)

En développant il devient :

e 2)[2U2 —4n/1 — 2UV- 4r°U%+ 2(1-A)V? + 41 — UV + 2rPU? ] (4.13)

d’'ou T )[ZUZ —2rU%+ 2(1- F)v] (4.14)

En prenantJ? comme facteur commun on a finalement :

s 72)[2(1 rP)U%- 2(1- rZ)VZJ ce qui donne : (4.15)
_22((11__,.5)) (U2 + V) = -(U° + V) (4.16)

Tenant compte déb), (11),et(18) l'intégrale(3) devient :

= 2n5x5ymf+oo f+°° V28xU(VZ 8yV1 — 12V + V2 §yU)e” (';“;)dudv (4.17)

Il est parfois utile dans le calcul d’'une intégraleuble qui s'étend sur un domaiie
d’utiliser d’autres coordonné¢d,V) a la place des coordonnées cartésie(mgp
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En fait si les variablef&,y) sont reliees a des coordonnées arbitrloe¥) par des fonctions

continues et différentiables de sorte que :

X=1U,V);y=9(U,\V) (4.18)

Alors onobtient la formule de M. Ostrogradsky :

_ a(x.y)
ffnyF(x,y)dxdy—ffDlqu(U,V*i dy‘a(ui) dudv (4.19)
OuG(u,v) = F[f(u,v) : g(u,v)] (4.20)
dx OJx

ta(x.Y) _lou av
awyv) |9y dy

du OJv

étant la Jacobienne des transformations.

Puisque d’aprés (6) et (10) on a respectivement =v2 §xU+myet

y =V28yv1— r V + m+rV2 §yU alors la Jacobienne du double changement de vesiabl
est par conséquent:

dx Ox
axy) _lou av| | V26x 0
= = DxXoyW1 —# 4.21
auy) Z_y z_y 2réy V28yV1—12 Y (4.21)
u v

Maintenant appliquons la formule (4.19)

ainsi I'intégrale(19) peut s’écrire :

| = f+°° f+°° V28xU(\28yV1 — 12V + rV/28yU)e” (”+V%25x§y\/ 1 — rdydy?
2w8x8yN 1-12

(4.22)

ou bien :
o to 2 2

| :i [72 [T N2 6xU(NZ 8yV1 — 12V + V2 SyU)e~ U+ dydy (4.23)
Ce qui conduit a :
| =2 e -U'qy [ vevav+ 222 ZEN [ YeVay [T eV av (4.24)
Calculons l'intégrale 11 = f_":o Ue¥du (4.25)

On pose = -u’c—>dz =
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En substituant dans I'intégralgeil vient :
Ue?dz -1 T LA T N
_ oo ezz_—_+ooz s (O D (Y
b=, . =51 .e¢ dz—7[e ]_oo— 7[e ] 3
+00
I T I | -1 1 1 |_-1 _
1= ?[e ]-Oo— ?[expoo - expoo]— ?% - FOJ—?@-O}— 0 (426)

Cela implique que :

oo 2 oo 2
[[PueVau= ["ZveVdv=0 (4.27)
Donc l'intégralel se réduit a :

o0 2 [ee]
| = 28+ 20U Gy [+ eVav (4.28)

4

A présent calculons l'intégrale = f_t: Uze‘“zdu (4.29)

Appliquons la technique d’intégration par parties.
Onpose U'=U d’ou dU' =Du (4.30)
dV=uexp—-ddu dod V= uexp-— Wdu (4.31)

Sachant que :

V= [uexp — wdu = _71 exp — i (4.32)
alors :
00
P :[_71 uexp—uﬂ +%f_+;° exp — i du (4.33)
—00

Le premier terme étant nul, il reste a calculesdeond terme
. + 00 2
Soit Is=[__ exp—iidu (4.34)
1 y N +00 2
Posond; = EI“d ou Iu= f_oo exp —udu (4.35)

Vu la caractéristique de symétrie de l'intégrale peut subdiviser l'intégrale indéfinig en
deux termes identiques.

Soit :

la= f_:io exp —fdu = f_ooo exp — udu + f0+°° exp — Wdu (4.36)
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ou bien :
la=["" exp —1Pdu =2 f0+°° exp — u’du
Calculons lntégrale ts = [ exp — wdu (4.37)

Indiquons que cette intégral ne peut pas étre éegvar des méthodes élémentaires. Toutefois

il est possible de procéder de la maniére suivante

. 2 . 2 . 2
(197 = (f) " ewduy? = [ 17 gmtdu [ ¥ g-wdu (4.38)

envertu du théoreme de Fubini, il découle :

+eo oo 42 w2 — —(u2+w2)
Jo duf, eevdw=[[ e du dw (4.39)
ou le domaine d’intégratioD,,, est tout le quadrant positif du plarw.

Transformons l'intégrale double(4.39) en coordosrg@aires. Pour cela on pose :

Uu=rcos@ ;w=rsin0 (4.40)
dou:
u? + W = r’cos? 0+ r’sin? @ = r* (4.41)

ce qui entraine la Jacobienne des transformations :

drcos@® drcos@

duw) _ | dr de

d(re) |drsine drsine (4.42)
dr do

dou :

d(uw) cos@ —rsinf .

—_— = = + = _

d(r,0) |sin0 rcos@ r(co§0 S|r120) r (4.43)

Tenant compte de la formule de transformation desdonnées (4.19) il vient :
(19° = [l e dudw = [, e7d0 dr (4.44)

2

0== =to0 _
=,z de [ _"“eTdr (4.45)

(NI

Or:f, 2 do=[6]=2 (4.46)

0
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Afin de calculerf::(;roo e”" dron effectue un changement de variable.
Soit: t=r’d'od dt=2rdr ce quidonnelr :g

En substituant (4.43) et (4.44) daﬁ1rr§0+°° e~" #dron parvient a

r=+0c0 _.. 2 _ rt=+ —¢dt _1 pt=+0 _,
oo €TTdr=[_J reTt—=—f_ " e tdt (4.47)
Puisque :ftt:(;roo etdt=-et (4.48)
t=+ et _ —t1 X1
alors : = Jizo dt —-—[ ] 2 [0-1]= (4.49)
2
dou: (5)2= [, 2 4o [ e rdr=6) ) =% (4.50)

Prenons la racine carrée de (4.50) on obtient :

|5_J 2do [ e rdr =" (4.51)

De (4.37)onsaitqués =215

alors 1, =vm (4.52)

De plus de (4.33) on d3 :% l, dou I3= (4.52)

Finalement i, =% _+;° exp — wdu = \/2—5(4.53)
o 2
Si on revient a (4.22) on remarque qu'il resteléutarffw e Vdv

L’évaluation de cette intégrale peut étre effectl@éa méme manieére que celle employée

© 2 . 2
pour le calcul del = f_+oo exp — u du , et on peut prouver quﬂ)o eVdV =+m (4.54)

En substituant chaque terme par sa valeur @agg)il vient :

| = Zeré‘yg\/E — Zré‘;c: Ty _ réx8y (4.55)

4

Or d'apréeq27) | est égal a la covariance xlgy ie:

Cov(x,y) éxdy (4.56)
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cov(x,y)

et en fin de compte on aboutitras
oxdy

qui représente évidemment la formule donnant le

coefficient de corrélation linéaire de Bravais Rear

4-1-1 Deéfinition :

Le coefficient de corrélation linéaire de BravagaPson est donc un simple ratio sans unité,
mesurant l'intensité de la relation linéaire d'wysteéme de deux variables aléatoixey. Au
numerateur on a la covariance entrety, alors qu’au dénominateur on a le produit des deux
ecarts types de ety.

4-1-2 Propriétés du coefficient de corrélation linaire :

4-1-2-1Premieres propriétés : Limites du coeffictede corrélation linéaire -k ryy <+1

Avant d’entamer la démonstration de cette prenpeogriété, indiquons que le coefficient de
corrélation linéaire est un corollaire du théoredeeCauchy- Schwarz.

On va commencer par donner la preuve de I'inégdét€auchy- Schwarz.

4-1-2-1-1Théoréme : Inégalité Cauchy-Schwarz.

Supposons que deux variable aléatokey possedent des moments finis de second ordre,
alors :[E(x, y)]2 <E() E(Y)

Le cas d’égalité est réalisé seulementRily = Ax] = 1 pour une certaine constante réelle
4 ;24 €R Py = Ax] s’interprete comme la probabilité d’occurrencd’@eénementy =4 x
4-1-2-1-1-1 Démonstration :

Puisque par hypothése les deux moments finis dendeardreE(x?) et E(y°) existent alors,
nécessairement, I'existence des deux momentsdnfgemier ordr&(x), E(y) est assurée.

Tout d’abord définissons une quantité positive Gaire :

0<h() = E[Ax — y ouieR (4.57)
Apres développement on obtient :
h(2) = EGAZ - 2xy + Y (4.58)
Distribuons I'opérateur linéaire de I'espérancemaatatique
h(2) = 2%E(x) - 21E(xy) + E(Y) (4.59)

Cette expression analytique peut étre percue coommmple polyndme de second degré en
J ou bien comme un cas particulier d’'une forme qatigine.
a-Traitement de i) comme un trindme de second degré :
a-1 Inégalité stricte de Cauchy-Schwarz :
Afin queh() > 0, il faut et suffit que le discriminant réduit seitictement négatif :
A< 0 oUE(x,y)]%-E(®) EGA) <0 , autrement di[E(x,Zy)]<E(x2) E()
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Dans ces conditions, le signelu@) est identique a celui du coefficient du premiem soit
42 qui est strictement positif.
a-2 Egalité de Cauchy-Schwarz :
Afin queh(Z) =0, pour une certaine valeur desoiti le discriminant réduit
= [ECey)f - ECA EGH) = 0 (4.60)
Cela implique I'existence d’une racine double plo{i) donné par :

_Exy)
3o =222 (4.61)
2
En substituant dars [iox-yJ =0 ilvient E [ E((”;) y]: 0
E( ) _
d'o—=—= E(J?) x—y=0 (4.62)

Ainsi I'égalité de Cauchy-Schwarz signifie I'existe d’une relation linéaire entre les deux

variables aléatoires y. Plus précisément les variables/ sont proportionnelles :

[Ex,y)] -E(C) EQ) = 0=y =220 x (4.63)
Réciproquement, considérons une relation fonctibetiaéaire entrex, y
Soit y =Ax (4.64)
Maintenant, multiplions, successivement les deurnbres de (4.63) parensuite pay.
) yx =ax? (4.65)
i) y? = Axy (4.66)
Introduisons 'opérateur de I'espérance mathématiqu
iii) Xy =Ax = E(xy) =2E(X?) (4.67)
iv) y* = Axy=E(y?) = AE(xy) (4.68)
doi  E(xy) =3 E¢) (4.69)

Multiplions le membre gauche de la premiére équgtiar le membre correspondant de la
deuxieme équation. On procede de la méme fagonlaveembre de droite des deux

éguations.
[ECx, ) = 2E6¢GEW) (4.70)
2
dou  [EE[ =6) &)

Finalement on peut écrire que :

y =2y ey - EOD) EG) =0 (@.71)

En conséquence:2
[E(x, )]-E(X) E(Y) @Y =X (4.72)
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Précisons qu@[,lx = y]:lsignifie gue I'existence d’une relation linéainetre X ety est un
événement non pas vraisemblable mais certain.

a-3 Inégalité de Cauchy-Schwarz :
Remplagonsx par[x - E(x)] ety par [y - E(y)]dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz
[E(x,y)]<E(x?) E(y’)ce qui entraine :

(Elx - E@)lly — EQ)IP<Elx — E@)f Ty — E)
Tenant compte de la définition de la covarianc&,deon peut écrire :

CoVA(x,y) < Var(x).Var(y) (4.74)
Prenons la racine carré des deux membres de (#vidit

JCov (x,y) =|Cov (x,y)| <0y (4.75)

En divisant (4.75) pas.dy on obtient :

Cov (x,y)
oxdy

2
] (4.73)

<lon|rxy|<1 oubien1<r,<1

b-Traitement de la quantitéX)(comme cas spécifique d’une forme quadratique :
Afin d’aboutir directement au résultat escomptdiau deh(i) on considére une expression

analytique équivalente :

Soit (A(x ~ EG0) - 0 —EOD

Posons Q@) = [A(x — E(x)) — (y — E(y))] =0 (4.76)
En développant on obtient :

Q) = [Fx - E(x)) — 2A(x ~ ECO)(y — ) - (v — Ep)f 20 @.77)
Appliquons I'espérance mathématique :

E QW) = E[£(x — E(x)) — 2A(x — E()(y — EQ) + (v — EG)) 20 (4.78)
En se basant sur la signification statistique dejak terme dEQ() il s’en suit que :

EQ) = 2%var(x) - 21Cov(x,y) + var(y) (4.79)

Malgré l'existence d'une inconnue unigue seulement, il est possible de traite®(4)

comme un cas spécial d’'une forme quadratique. feh@f peut noter :

EQW =UWu=[-2 1] ™ I [ 20 (4.80)

OuU est le vecteur inconnu ¥tla matrice des variances covariances.
En vertu des conditions de Sylvester pour G@42) > 0 il faut que :
i) Var(x)>0 (4.81)

i Var (x) Cov(x,y) >0 (4.82)

Cov(x,y) Var(y) |~
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En développant le déterminant, on obtient :
Var(x).Var(y) — Co¥(x,y)>0 d'ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
CoVA(x,y) <Var(x).Var(y) (4.83)
Prenons la racine carrée des deux membres dgdlité (4.83) il résulte :
JCovix, y)< \/Var (x),/Var (y) (4.84)
Puisque par définitionar(x) > 0, Var(y) > 0 alors :

[Cov(x,y)| .
< < <
Trar o Var o) 1 ou bien 1<ry<1

Remarquons que le signe du coefficient de cora¥dinéaire de deux variablesy est celui

lrxyl| =

de la covariance respective.

4-1-2-2 Deuxiemes propriétés : Invariance par trdosmation linéaire

Si les variables aléatoirgsy sont liées par une relation fonctionnelle linéaeity = ax + b
alors la valeur absolue du coefficient de corrétatinéaire correspondante est égale a l'unité.
Démonstration de I'implication : y=ax+b—>| &y|:1

On pose y = ax+lon a, alors, par définition la covariance de deariables aléatoires, y:
Cov(x,y) = E[x — E(0)][y — E(y)]

En substituany par sa valeur il vient :

Cov(x,y) = E[x — E(x)][(ax + b) — E(ax + b)] (4.85)
= Hx — E(x)][ax + b — aE(x) — b] (4.86)
= Hx — E(x)][ax — aE(x)] (4.87)

En prenana comme facteur commun on a :
Cov(xy) = afix — E(x)][x — E(x)] = aE[x— E(x)]~  dou
Cov(x,y) = aVar(x)

Par ailleurs le produit des deux écarts typesget®®:

0x0y =+/E [x — E(x)]2 JE [y — E(¥)]2 ce qui entraine

0x0y =+/E[x — E(x)]2 [E[(ax + b) — E(ax + b)]2

Or oxdy =+/E [x — E(x)] 2\/E[ax + b — aE(x) — b]? (4.88)
ou biendydy =/E [x — E(x)]2 /& E[x — E(x)]2 =/ aXE[x — E(x)]3 2
d’ou : 6,0y~ |a|E[x — E(x)] 2 autrement dit dxdy= |a|Var(x)

De (4.60) et (4.65), le rapport du coefficient derélation linéaire s’écrit :

_cov(xy) _ aVar(x)
Xy~ ox.6y - |a|Var(x)

=tlou bien|gy| =1

Réciproquement si la valeur absolue du coeffictantorrélation linéaire est égalel alors

les deux variables aléatoinesy sont liés par une relation fonctionnelle linéaire.
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Démonstration de I'implication réciproque :Ierl =1 —> y=ax+b
Au départ, en employant des variables centréestesdon construit I'expression analytique
suivante :

(x-E®) e(y-E®)
Soit . %

ollg=+ 1 (4.89)

En élevant au carré I'expression (4.89) devient :

2
[x-Ex)] ely-EQ)" _
{ S } —a (4.90)

Appliquons I'opérateur linéaire de I'espérance réathtiquet.

_ER 26fx- _ 20 R

_ [X-E@]° 2ex-EX)][y-E®)] y-E®)]
E() = E{ 522 8x8y + 52 } (4.91)
En se basant sur la signification statistique dejak terme on note:

2

_Var(x) cov(xy) ., € Var(y) _Var(x) 2 Var(y)
E(X) Var(x) "% 6x.0y + Var(y) ou E(X) Var (x) xy+8 Var(y) (4'92)
Puisquer,y = +1 alorsE(x) = 1- 2°+ 1 = 1+1-2 = 0 autrement dit :

_ - (x-E@)] _ ely-EG)P
E() = E{"= s }=o0 (4.93)

A XTE@)]  ely-EQ)]_ x—E(x) _ e[y-E(y)]

d'ou o 5 =0 ou bien encore” = - oy (4.94)

Par conséquent il existe une relation linéairesengty.

4-1-2-3Troisieme propriéte :

Si les variables aléatoir@sy sont indépendantes alors la valeur du coeffidentorrélation
lineairer,y est nulle, 'inverse n’est pas vrai, sauf dangpg#thése ou le systeme
aléatoiréx,y) obéit a un modeéle gaussien. Dans ce cas, la moélation des deux variables
aléatoires normales entraine également leur indigpee linéaire.

Démonstration :

Afin de pouvoir prouver le bien-fondé de la preraignplication et étant donné que :

_cov(x, y)

R
YT s Sy

0 =Cov (x,y) = Oalors on se limite a montrer q@®v(X,y) = Odans

I’hypothese ou les deux variables aléatokegsont linéairement indépendantes.
Théoreme :

Si x ety sont deux variables aléatoires indépendanteg(9t h(y) sont deux fonctions
univariées alors :

Elg(x). h(y)] = E[g(x)] E[h(¥)] (4.95)
Preuve :

Par définition, on a :

Elg(x). k)] = "7 [*7 g(x). h(»f(x,y)dxdy (4.96)
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Puisque x,y sont indépendantes algféx, y)=f1(x) . f2(y) (4.97)
dot Elg(x).h(y)] = 77 7. 900 kL)L () dxdy (4.98)
ou encor€[g(x)- h(y)] = [, g (X)dx [- 7RO (y)dy (4.99)
or [* g(f(0dx = E[golet [*7 h(»)f(y)dy = E[h()] (4.100)
Ainsi on aboutit a :

Elg(x).h(y)] = E[g(x)] . E[h(y)] (4.101)
Corollaire : Six, ysont deux variables aléatoires indépendantes &orgx,y) =0

Preuve :

On poseg(x) = x - E(x), h(y) =y - E(y) (4.102)
Elg(x).h(y)] = E{[x — E()][y — E(v]} = Cov(x.y) (4.103)
Par référence au théoréme (4.95)

Elg(x).h(y)] = E[g(x)]E[h(y] (4.104)
En remplacang(x) eth(y) par leur valeur respective il vient :

Cov(x,y) = E[x — E(x)]E[y — E(y] (4.105)
Puisque I'opérateur de I'espérance mathématiqunésire donc :

Cov(x,y) ={E(x) — E[E(x)I]H{E(y) — E[E(»)]} (4.106)

Sachant que les espérances mathématiques E(x)sd(tydles constantes, il s’en suit que :
Cov(x,y) =[E(x) — E()][E(y) —E(y] =0

Par conséquent il résulte qu& (4.108)

Xy = 6x6y_

Réciproguement si les deux variables aléatoirgssont distribuées suivant une loi normale
bidimensionnelle et au cas ou le coefficient deéation linéaire est nul, alors les variables
X, y sont statistiquement indépendantes si I'on suppesistence d’une loi normale bivariée
a laquelle obéient les deux variables aléatoireset puisque on a supposé qug 0 donc

I'équation de la fonction de la densité de prohbbbidimensionnelle devient égale a :

1 -1[(x-mx)2, (y—my)
QXY) =5 XD ";" + 2 6’;‘; Z] (4.109)
2
. . _ 1 -1 (x—mx ) -1 (y—my)2
ou bien :Q(x,y) = Zmindy Pz exp?Tyz— (4.110)

Il est maintenant clair que les variables normétey) de densité (4.109) sont non seulement
non corrélées mais également indépendantes.

En effet on peut écrire :

QUY) = 53 P55 5ovam P55 = QX) 91Y) (4.111)
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C'est-a-dire que la densité de probabilité du systaléatoiréx, y) est égale au produit des
densités marginales, ce qui prouve l'indépendarsevdriables aléatoirés, y).

Ainsi, dans le cas d’'un systéme de variables dk&éataormalegx, y)il est vérifié que leur
non corrélation entraine également leur indéperslanc

Dans le cas ou I'hypothese de la non normalitédidtribution des variables aléatoi(gsy)
leur non corrélation n’entraine pas leur indéperdan

Il peut étre question d’'une relation fonctionnelietype parabolique ou une autre forme non
linéaire entre x et y, ce qui témoigne en faveulede dépendance, malgré la nullité du
coefficient de corrélation linéaire respectif.

4-1-3 Estimateur ponctuel du coefficient de corrélgon linéaire :
4-1-3-1 Estimateur ponctuel de Bravais-Pearson defficient de corrélation linéaire :

Le coefficient de corrélation lineairg, calculé a partir d’'un échantillon de taille n, derune
estimation ponctuelle du vrai coefficient de caati&n de la population mére ndig,.

On sait qué>y, est défini par le rapport :

_cov(xy) _ _E{x-EX)]ly-E®]}
ny_ 6x.8y _\/E[x—E(x)]Z\/E[y_E(y]Z (4.112)

E[xy—xE(y)-yE(x)+E(x)E(y)]
~ JE[R2-2xE(0)+B®1Ely2—2yE() +E2(y)] (4.113)

_ E(xy)—E(x)E(y)—E(y)E(x)+E(x)E(y)
VE(2)-2E(x)E(x)+E (x)\E(2)—2E(y)E(y)+E2(y)

dou :

E(xy)—E(x)E(y)
P, = 4.114
X" JEG) —B (0JEGR) —E2(y) ( )

Finalement I'estimateur ponctugl, (Bravais —Peason) d&y est donné pas la formule:

1
Zn 1XiYi— Z:l 1%y, Z? 1Yi
\/ Zn1x1 , 1X l \/ Z, 1)’1 Yie 1}’1)

(4.115)

4-1-3-2 Estimateur ponctuel de Oklin et Pratt duaf€icient de corrélation linéaire :
D’autre part les deux auteurs Oklin et Pratt omippsé en 1958 une formule permettant une

estimation ponctuelle plus rigoureuse du coeffictge corrélation linéaingy soit :

2

w = Fo| 1+ (4.116)

2(n— 3)]
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4-1-3-3 Considérations générales sur I'estimation doefficient de corrélation linéaire :

A présent la question qui se pose avec insistastogeesavoir de quelle maniére on doit juger
si la valeur empirique du coefficient de correlatimiéaire rest assez grande pour établir
gu'’il existe une corrélation linéaire effective mnles deux variables aléatoires (X, y), c’est-a-

dire que sa grandeur s’écarte d'une facon sigtifieale zero.

Précisions que le coefficient de correlation lineai, calculé a partir d’'un échantillon de
taille n fournit seulement une estimation ponctudlh coefficient linéaire de la population

parente B, .

Il est logique de considérer le paramétgecBmme la valeur moyenne de la série des
coefficients de correlationrobtenus a partir de 'ensemble des échantillonnéee taille,

tous prélevés dans une méme population mére soit :
. — 1 —_
ou m étant le nombre d’échantillons prélevés.

Comme la valeur empirique du coefficient de cotiétalinéaire g,change d'un échantillon a
l'autre alors I'estimateuf,y devient ainsi une variable aléatoire autour dertaevvaleur du
parameéetre B . En fait, nous sommes devant ce qu'on appelle distribution
d’échantillonnage dey.

4-1-4 Limite de I'estimateur ponctuel du coefficiehde corrélation linéaire :

Lorsque la distribution du systéme aléatoire x,gbéit pas a une loi normale bivariée, la
valeur du coefficient de corrélation linéairg est d’autant moins sire que la taille de
I'échantillon considéré est réduite. Ainsi la valempiriqgue du coefficient de corrélation
linéaire de Bravais-Pearson peut ne pas s’éadeteero d’'une maniere significative.

4-1-5 Réduction du risque d’'une estimation ponctuéd défaillante

Dans le but d’éviter au maximum possible d’aboatimne estimation ponctuelle erronée du
coefficient de corrélation linéaire, on peut appég deux méthodes statistiques
complémentaires.

4-1-5-1 Importance du jugement graphique

L'usage du coefficient de corrélation requiert @eetaine prudence car s'il n'y a pas toujours
de correspondance entre la tendance du nuage dts mbila tendance linéaire du modéle
adopté, on risque d’aboutir a des résultats errohis de saisir le bien fondé de ce probleme
reprenons l'essentiel de I'étude statistique grggpdimenée par F.J Anscombe(35), tout en
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donnant des commentaires adoptés. Dans cet aditlepit que le traitement statistique de
guatre jeux de données conduit a des résultatsadait identiques. On n'a pas abouti,
seulement & une méme qualité dajustement linéakprimée par un coefficient de
corrélation simple soitr,,, = 0,82 et un méme écart résiduel sdjit= 1,94, mais egalement

a une équation de régression linéaire similairegsgtant paradoxalement les quatre cas de

figures distinctes a savoir : y = 0.5x + 3

»
»
»
>

L L—» X
S 10 15
Figure :4.1

| | | | |
S 10 15 S 10 15
Figure : 4.3 Figure : 4.4

> X ' >X

A la vue de ces graphes, on constate que Figureilldstre une erreur manifeste de
spécification de modéle qui est de nature parabele non pas linéaire.

Quant a la Figure 4.3, on constate que la droiteedeession n’est absolument pas justifiée
car elle passe par un seul point du diagrammesgediion.

Si on considére la Figure 4.4, on remarque un eafigdire ou la droite de régression est
effectivement justifiée car la tendance généralemaage de points coincide avec une forme
rectilinéaire.

Maintenant si on revient a la Figure 4.2, on cdestpu’elle montre le cas d’une relation
linéaire entre x et y traduite d’'une maniére najoureuse par I'équation de régression en

raison de I'existence d’un point qui selon toutaisemblance est aberrant.
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A cet égard, rappelons l'essentiel d'une étude deélation menée aux Etats-Unis
d’Amérique a propos de la relation entre le nombhabitants et le nombre correspondant de
postes de télévision dans neuf villes américaines :

Denver, Saint Antonio, Kansas City, Seatle, Cinitjrauffalo, Nouvelle Orleans, Malvoni,
Holston étude qui a abouti a un coefficient de @atron linéaire égal paradoxalement
seulement a 0,43.

L'introduction des données relatives une dixieméeva conduit a un coefficient de
corrélation dont la valeur a atteint un seuil 0,9@8la veut dire que l'augmentation de la
taille n de I'échantillon étudié d’'une unité a imdun accroissement du coefficient de
corrélation de 56,5%. Dans I'hypothése d’'une distibn normale de x et y, ce nouveau
coefficient de corrélation devait coincider ave® wWépendance presque linéaire entre les
variables objet d’'investigation. Il est clair qguand le cas ou le systeme X, y s’écarte d’'une loi
normale, une semblable interprétation du coeffictn corrélation linéaire serait loin d’étre
justifiée.

Cela s’explique par la présence d’'une donnée arerma s’éloigne considérablement des
autres de sorte qu'il est impossible d’estimer demble des observations comme un
échantillon homogene issu d’'une méme populatiorvabe une telle situation, de quelle
maniére peut-on procéder.

En fait, les techniques statistiques nous fournisseeureusement, une méthode d’élimination
d’un point d’observation a caractere douteux.

4-1-5-2 Méthode d’élimination des données d’obsédiwa douteuses :

Avant d’entamer le calcul du coefficient de corti®a linéaire, on devrait analyser le
diagramme de dispersion pour s’assurer du noneexastde points aberrants. Si tel est le cas,
on peut justifier leur existence, seulement, a déaides fluctuations aléatoires
d’échantillonnage ou bien il ya une anomalie dass donditions de collecte des données
statistiques.

En réalité, il est en général, difficile de vérifig les conditions de recueil des données ont

subi un changement considérable.

C’est la raison pour laquelle on fait quasi-systigu@ament appel a la méthode statistique

destinée a résoudre un tel probleme.

En se fixant un seuil de significatian et en cherchant la valeur maximale théoriquement

permisel,, dans (I'annexe tableau 4) s8it,.(n, Q) correspondant aux parametrgsaille de

102



Chapitre 4 : Elaboration d’'un nouvel estimateoinctuel du parametre d’origine du modele Weibull.

'échantillon etQ = 200a = x% on veérifie si l'inégalitéV,, < V,,..(n, Q) est satisfaite ou

non.

Au cas ou linégalité précédente n'est remplies’®n suit que I'observation anormale

Xmin OU Xmax dOIt étre éliminée de tout traitement statistigliérieur.

Précisons que l'interprétation de la grandemren tant que probabilité d’éliminer a tort la
donnée douteuse n’est rigoureuse que si I'échamtiies observations est issu d’une
population gaussienne.
4-1-5-2-1 Exemple illustratif :
Considérons un échantillon de données de défadlatun bloc mécanique de locomotive
électrique :

t; = 3000 km, t, = 7000 km, t; = 9000km

t, = 4000 km, t5 = 11000 km, t, = 9000km

t, = 6000 km, t; = 10000 km, t, = 5000km
t10 = 17000 km, tll = 7000 km, t12 = 8000km

Il s’agit, au fait des essais de vieillissementsddes conditions de laboratoire se rapprochant
le plus possible du régime d’exploitation. A lade ces résultats d’observation, on se pose la
guestion de savoir si la plus grande valeur saif, = 17000 km n’est elle pas une
conséquence d’adoucissement considérable des iomsditles essais. En effet, si nous
admettons, a tort, cette grandeur, dans I'échantilous augmenterons anormalement les
caractéristiques de fiabilité du systeme. Aingirsse donne un seuil de significatios 0,05

alors) = 200a = 10%.

D’apres (I'annexe tableaud4) on trouvg,;,(n, Q) = V,.(12,10) = 2,387 alors que

t(12y-t 1700048000
v, =42 = = 2,426
8¢ 3710

Out estlamoyenne dg i = 1,2,...,n etd,est I'écart type de t.

PuisqueV,, > Vj,,¢(12,10) il convient d’éliminer la valeur aberrartig,) = 1700km. Car la

condition de non rejet de la valeur douteusegpk V,,..(n, Q) n'est pas vérifiée.

En conclusion I'analyse du diagramme de disperdevient un préalable a toute étude de

corrélation.
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4-1-6 Estimateurs par intervalle de confiance du adficient de corrélation

linéaire :

Dans I'hypothese ou la distribution conjointe dasiables x, y est normale et que la taille de
I'échantillon n est suffisamment grande, il estgiole d’admettre que la distribution #g est

approximativement normale de moyenne égale a lauvahéoriqueE(ryy) et de variance
(1 r)

Var(ryy) = . Cependant si la taille de I'échantillon n estitpe I'assimilation de la

distribution derxy a une loi de Gauss s’avere trés grossiere etestld’autant plus vrai que

[Ty | tend versl.

Tenant compte de ces considérations, on peut déterias limites de l'intervalle de

confiance[ﬁf,gw]en recourant a la formule :

. 2
, F@-r) , g,(1-r)
linfsup~ 7 + n +;a\/_1

(4.118)

.U . p < . .
ou— est la valeur de la variable centrée réduite ntaiéD,1) de sorte que la vraie valeur du

coefficient de corrélatiom,, appartient a I’intervalle{ynf,wgu;l avec un niveau de confiance
1-a).

4-1-7 Limite de I'estimateur de coefficient de corlation linéaire par intervalle de
confiance
L’estimateur ensembliste du coefficient de corietatinéaire est donné par la formule
(4.118). Toutefois sont usage est assujetti a destrictions :

i) La vraie valeur de,y ne doit pas étre proche dé +

i) La taille n de I'échantillon doit étre suffisammemande.
4-1-7 Estimations par intervalle de confiance de laariable Z-transformée de
Fisher :
Afin de lever cette double restriction et améligrar la méme la normalité de la fonction de

densité de probabilité du coefficient de correlagmpiriquery, exprimeée par la relation :

’ arsin pr
Fho) = g (1) © an o (4.119)

RA. Fisher a démontré que le changement de varsaliie

s
XY

z=3 fn[ﬂ ] (4.120)
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Appelé Z transformée de Fisher permet de transformer talaision (4.119) en une

distribution normale.

Il a montré parallélement que la distribution d’aéatillonnage de cette nouvelle varialest
avec une tres bonne approximation distribuée n@ameht avec un écart type ne dépendant

. _ 1
pas de: 0Z = = (4.121)
et de moyenne :E(2) ——t’n(”p) 2(n S (4.122)

Le terme correctif de droite en (4.122) est towgopeetit par rapport a I'écart type et donc on peut
le négliger. Il ne joue un réle que si on a calamégrand nombre de coefficients de corrélation

linéaire et que I'on veuille tirer la valeur moyendeZ.

Maintenant, on dispose de tous les éléments quneteent de construire, au seuil de

significatione, I'intervalle de confiancéZ- ,Z; | autour deE(@).
On a en effetZiy < E(Z) <Zsup (4.123)

En détaillant, on parvient a :

1+r 1+r

_[ nEo+ Z(n 1 u%\/n E(Z) _[ N+ Z(n n T us

(4.124)

n-3

N . P . Z-E(Z
ou la variable aléatoine = 1( )

n-3

suit une loi gaussienne centrée réduitn%mt la valeur de
la variable centrée réduite telle que la probabdtie u soit comprise en{re% etugestégale a
(1-a).

Indiquons que la variable aléateife:% {n (i%:) est tout simplement I'expression
logarithmique de la fonction argument tangente Hypléque der,y, c'est-a-dire

2 = argth r ou bienZ=artanh r (4.125)

Par conséquent, il est possible de transcrirartgtek de l'intervalle de confiance pokfZ)

de la maniére suivante :

Argth r + —— - ua

1 r 1
20D YT E(®& < Argthr +5 + Ua (4.126)

(n-1) 2vVn-3
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4-1-8 Fonction tangente hypergolique de Z-transforme de Fisher et Estimation

par intervalle de confiance du coefficient de corrdtion linéaire:

Remarquons que R.A Fisher a produit des tabledagilitent le passage degy versZ et
réciproquement. De plus, puisque la correspondatecda transformation de Fisher est
univoque, autrement dit, & une valeurrgecorrespond une seule valeur&et inversement.
Parallelement les signes de la fonctibe arth r,y et de son argumeny, coincident, ce qui
conduit atZ| = arth(ryy)

Si I'on détermine un intervalle de confiance ppua partir d’'un coefficient de corrélation
positif, la limite supérieure de l'intervalle sgulus proche de la valeur observéergdeque la
limite inferieure. Par contre, si la valeur dg est négative, c’est la limite inferieure de
I'intervalle de confiance qui sera plus prochergegue la limite supérieure. Toutefois au fur
et & mesure que la taille de I'échantillon s’ad¢réasymétrie de la distribution dgy

diminue.

A présent dans le but de fixer les extrémités ielvalle de confiance autour du coefficient
de corrélation de la population, on doit procéder dans le sens oppose, en allart de

transformé de Fisher vers le coefficient de coti@ieempiriqueryy.

Il est possible de tirer a partir@etransformée de Fisher la valeurrggpar la résolution de

'équation2 =§ n (E) (4.127)
Prenons I'exponentiel des deux membres de (4.2 8ptent e :1—J_'r (4.128)
Ce qui implique ques®- re® = 1+r ou biene™1 = reé®+r (4.129)
2Z_
dou r= :2‘2‘+1 .Cette formule rend possible la determinationlileises de l'intervalle de
f tour dePsoitar——i< Pyy <oz L 4.130
confiance autour dg(psoit_z — < Pxy <z 5— (4.130)
_eéf—e"? _ 21 | . .

Sachant qué’h—Z——m = —;°U Th# est la fonctien tangente hyperboliqueAen
peut déterminer l'intervalle de confiance autoutaderaie valeur d@xy,

SOit : Th-Zinf < Pyy< Th-Zsyp (4.131)

Exemple : Un échantillon de quarante bus a été suivi enoitgblon pour connaitre I'impact

du colt de maintenance préventive sur le nivediatigité opérationnelle.
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On a enregistré pour chaque bus le montant alldaéreintenance préventive pd2® mois

de fonctionnement, en méme temps, que le nivedialkiété opérationnelle observée.
L’estimation ponctuelle de la corrélation entre deax variables a donné,; = 0,76

On demande d’estimer par intervalle de confianee;defficient de corrélation linéaimg,

entre ces deux grandeurs variables avec un niveaordiance dé- « = 95%

La limite inferieure de l'intervalle de confianceyr E (2) est donnée par :

_ r 1
Znt = Argth Z +5 oD VTS (4.132)
d'ou —%n = 0,996 + 0,0095 — 1,96 . 0,16442 = 1,0055 -D;:3P,6934
Tandis que la limite supérieure pour£(Z) est denpe :
— r 1
Zsup = Argth-Z + D + u% = (4.133)

d'ou ~%,p=1,0055 - 0,322 = 1,3275

Finalement l'intervalle de confiance autour de- <&t :
0,6934 < E{Z) < 1,3275
Maintenant deduisons l'intervalle de confiance pQyur

La limite inferieure pouPyy vaut:

- 2(06994) 1  (13988_1 30553
inf = 52(06994) 11  e1,398841 5,0553

= 0,604

La limite supérieure pou?yy est egale:

_ e2(13275)_1  @2655_1 13,1540
Fsup= e2(1.3275) 41 ~ 265541 15,1540

= 0,869

En fin de compte l'intervalle de confiance pouy €st : 0,604 << 0,869

auquel correspond une probabilitt- @ = 95% de contenir la vraie valeur &y.

Ainsi au seuil de signification de= 5% on peut affirmer qu’il existe une corrélation ke
significative entre la variable du colt de mainterepréventive et celle du niveau de fiabilité

opérationnelle.
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4-2 Optimisation non linéaire avec paramétrage etstimation ponctuelle du
parametre d’origine du modéle Weibull

La question qui se pose, maintenant, est de sewoiment a partir des deux tests de linéarité
de Z- transformée de Fisher, respectivement, démnédbg et bilatérale de confectionner des
fonctions objectif appropriées dont les valeurs atesl coincident avec I'estimateur ponctuel
optimal du paramétre de repérage

En réalité, la méthode a suivre consiste, aprés appliqué les deux tests de linéarité de Z-
transformée de Fisher au modele Weibull standawdnso a une double transformation
logarithmique, a les faire changer de leur forpmnctuelle en une forme carrément
fonctionnelle, car leur variation respective vaeligire de la variation du parameétre d’origine
Y.

Ainsi, on aboutira a deux sortes de fonctions éatiques chacune d’elles, géométriquement
parlant est caractérisée par une allure concavpagtconséquent ayant un optimum unique
qui représente, précisément le maximum global.

4-2-1 Test unilatéral de linéarité de Z-transformé de Fisher avec paramétrage

et estimation ponctuelle du parametre d’origine:

Ficher a démontré que lorsque la liaison liniereeeedeux variables (X, y) est vraisemblable

alors, avec un niveau de confiance dex)14inégalité suivante est vérifiée :

Vn = 3|ArtanhR, | = U, (4.134)

ouArtanhR, ,est la fonction arc tangente hyperbolique du coleffit de corrélation simple

soit :

Z = ArtanhR,, = *In (ﬂ> (4.135)

2 1-Ryy

etU, est la valeur de la variable :

_Z-E(Z)

U 5,

(4.136)

distribuée suivant la loi normale centrée rédwtketque la probabilité que U soit supérieure

ou égale a la grandevin — 3|ArtanhR, ,|vaut (1e).

Dans ces conditions, on suppose vraie I'existerioeedliaison linéaire entre x, y. Par

exemple si on choisit un niveau de confiance de,96&qui veut dire qu’on s’est fixé un
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seuil de risquax=5%, d'ou U, = 1,645 (voir 'annexetableau2 de la loi de Gauss centrée

réduite ).

Pour ce cas de figure, on peut formuler le teslatéral de linéarité de Z-transformée de

Fisher comme suit/n — 3|ArtanhR, | = 1,645 (4.137)

Si on applique ce test au modele Weibull standauimnss a une double transformation

logarithmique et voulant, en méme temps, aboutimmaximum de redressement linéaire

du nuage de points :N{ln(ti —Yj); In } on se trouve désormais confronté a un

1
1-F(t;)

probleme d’optimisation avec paramétrage d’ou tefion objectif :

Max \n — 3|Artanth,y(yj)| >1,645 ;j=12...m 138)

n 1 1on n 1
Zi:l ln(ti—yj) lnlnm—zzhl ln(ti—y]-) Zi=1 lnlnT(ti)

OlR,, (y) = (4.139)

2 2
S [ty I ~2lin(ei-y )] j i) =3 min—i]

est le coefficient de corrélation linéaire de BiavRearson avec paramétrage .

La fonction économique (4.138) n’est autre quegdiession du test unilatéral de linéarité de
Z- transformée de Fisher avec paramétrage audeuitque de=5%.

Remarquons que d’un point de vue géométrique eelaasluit par des figures distinctes, la
premiére relative au cas ou le mode du paraméirgihe est positif alors que la seconde se
rapporte au cas ou le mode de ce méme parametregatif

4-2-1-1Cas de la valeur modale positive du parameéforigine :p,> 0
vn—-3 |Artanth,y ()/].)|

Maxvn — 3 |Artanth,y (YM) |

Droite de démarcation

Vn—-3 |Artanth,y (yq)| = 1,645

yu >0

Figure 4.5 : Test de linéarité Z-transformée de Fisher avearpétrager = 5% : y,, > 0.
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4-2-1-2 Cas de la valeur modale négative du parameéforigine : y,< 0

Maxvn — 3|ArtanhRy,,(V,,)| n-3 |Artanth'y (Vj)|

Droite de démarcation

\

Vn-3 |Artanth,y (yq)| = 1,645

Yu <0 0

Figure 4.6 : Evolution du test unilatéral de Z-transforméd-gsher avec paramétrage au
seuil de risquer = 5% pourym < 0.

Notons que la droite (L) représentée par I'équmtivn — 3 |Artanth,y ()/q)| = 1,645 indique
un seuil limite au dessus duquel I'hypothése déaliité entre les deux grandeurs variables

1
1-F(t)

ln(ti — y]-), Inin est acceptée et au dessousduquel la méme tHiggmest rejetée.

Finalement la valeur modalém est I'estimaggamctuel optimal du paramétre d’origine du
modéle Weibull standard.

4-2-2 Test bilatéral de linéarité de Z-transforméeale Fisher avec paramétrage et
estimation ponctuelle du parametre d’origine :

Excepté le cas ou le parametre d'origipe est nul, la forme du modele Weibull

logarithmiquement transformé soit :
1

Inln TFo BIn(t —y)—Blnn (4.140)

représente une allure curvilinéaire. Le diagrammeddspersion de la série double des

données opérationnelles :

1
1-F(t)

{in(t,v))simin——1,i=12,..,n,j=12,..,m (4.141)

doit, dans ces conditions, subir une translatiaizbatale dans le sens requis en faisant varier

la grandeur du parametre d’origipg; j = 1,2, ...,m .
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Le critére d’arrét de ce processus de translatdnctde avec I'aboutissement a un maximum
de linéarité de la forme géométrique du diagrandméispersion. Ainsi se pose la question
de mesure non pas statigue mais évolutive de fgite de la liaison linéaire entre

X42)

1
1-F(t)

ln(ti, y]-) et Inln

Dans ces conditions, il est préférable de fairggaste la Z transformée de Fisher qui offre la
possibilité de détermination de la tendance liméavolutive du nuage de points avec

intervalle de confiance.

A chaque nouvelle valeur du paramétre d’origineorrespond donc un niveau plus grand

d'intensit¢ de la relation linéaire entre les deugrandeurs variables

1

ln(ti, yj) et Inln O

Chaque nouveau seuil dintensité de la liaison diree entre les variables

1
1-F(t)

In(¢;,%;) et Inin coincide avec une valeur précise de la Z- tramsfe de Fisher.

Ainsi  la variation du parametre dorigine y implique la variation
de la Z-transformée de Fisher de sorte qu’ I'onsgeliidentifier la relation fonctionnelle

notée:
Z(y;) = ArtanhRyy(y;);j = 12,..,m (4.143)

De la on définit ArtanhR(y;);j = 1,2,..,mcomme la Z-transformée de Fisher avec

paramétrage. La fonctioArtanhR(yj);j = 1,2,..,m atteindra son maximum global une
fois réalisé le maximum de linéarité du nuage datpo

N{ln(ti,yj);lnln },i =12,..,n,j=12,..,m

1
1-F(®)
A ce stade de notre raisonnement et aprés avdili éaposition du probléme, il s'agit, a
présent, de passer a une phase ultérieure. En ieffeste a concevoir une fonction objectif
tenant compte du test bilatéral de linéarité detrdnsformée de Fisher qui ne sera plus
constant mais deviendra, également, variable ewmtifon de la grandeur du parametre
d’'origine y .En atteignant son maximum, cette fonction écogamiva nous conduire a un

autre estimateur ponctuel du parametre de localisatinalement le programme
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mathématique, en suspens, peut étre formulé daréene suivante :

Max [Argtanh (Rx‘y(y]-)) + Ruy(v) + ; j=12,..,m (4.144)

1
- 2(n-1) _u%\/n—l]

Dans le cas patrticulier ou le seuil de risque iBstda = 5%, la fonction objectif exprimée

en termes du test bilatéral de linéarité de Zsfiemée de Fisher est donnée par :

_ 1, [14+Rey(v)] | Rxy(v) | 196 .
Max Zinf’sup(‘y]‘) = Max {2 In [1—Rx,y(y,-) + 22 im =L i (4.145)

Les estimateurs du parameétre d’origine sont doswdéeurs modales gecorrespondant aux

optima MaxZ;,¢ ()/j), Mameoy ()/j): Mastup (Vj)'

En anticipant sur les résultats du traitement niquérdes données de fiabilité, on distingue

les variantes géomeétriques suivantes :

4-2-2-1 Cas ou la valeur modale greest positivey, > 0

Max Z(YM)sup

"y

\)/M>O

Figure 4.7: Représentation graphique ddy;). _.Z(y;)_ .Z(y;)_ en fonction de;
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4-2-2-2 Cas ou la valeur modale gest négative yy < 0:

Z(y;)t | Max 20 sup

Z( ) // Max Z(Yi)moy
’y' 1

sup : L Max Z(a)ing
Z(y;
A07) .

)
Y <0 Y
Figure 4.8: Représentation graphique (Zeéyj)mf ,Z(yj)moy ,Z(yj)supen fonction de;

A remarquer que les valeurs modales ¢ge relatives aux fonctions objectif

MaxZ (y;) - Max Z(y;). ., MaxZ(y)) , sont identiques. Par conséquent I'estimateur

in moy su

ponctuel du parametre d’origine egt.

1
1-F(0)

Il permet un redressement optimal du nuage detspd\'ﬁ{ln(ti,yj); Inln } afin que la

forme géométrique du diagramme de dispersion quoretant tende le plus possible vers une
allure rectilinéaire.

4-2-3 Inverse du test bilatéral de linéarité de Zransformée de Fisher avec
paramétrage et estimation ponctuelle du parametre’drigine :

Etant donné que I'on cherche, toujours, a ce giierlae géométrique du nuage de points

1
1-F(0)

N {ln(ti,yj); Inin } se rapproche le plus possible d’une allure lieétire aprés

translation.les fonctions objectif correspondambesiulées sur la base de I'inverse du test

bilatéral de linéarité de Z-transformée de Figh@c paramétrage, s’expriment comme suit :

i. Max TanhZudy;)= Max Ry sup(¥)

ii. Max TanhZe(Y)= Max Ry moy (V)
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iii. Max TanhZ(y;)= Max Rqy,inf (V)

D’aprés l'analyse statistique et numérique ultéeeet d'un point de vue géométrique
l'inverse du test bilatéral de linéarité de Z-stmmmée de Fisher avec paramétrage donne les
deux figures respectivement (4.9) et (4.10). A ecque la fonction tangente hyperbolique
avec paramétrage notée Tanhy)Z€’identifie au coefficient de corrélation simpéec
paramétrage désigné pak,&;).

De plus, on doit indiquer qu’il existe une relatidmunivoque entre la fonction
ArtanhR,,(y;);j = 12,..,m et la fonction réciproque respective Tamf). (Il apparait
clairement que les trois valeurs modales correspamalix maxima des trois courbes relatives
aux fonctions Tanh £dy;), Tanh Z(y;), Tanh Zu(y;) sont identiques dans le cas ou le mode
yw €St positif ou bien négatif comme le montre lesxdiggures (4.9), (4.10). Par conséquent,
I'estimateur ponctuel optimal du parametre d’orggast égale @,> 0 pour le cas ou la valeur

modale de/ est positive et vaut, < O pour le cas ou la valeur modaleygeest négative.

4-2-3-1 Cas ou la valeur modale de est positiveyy > 0

Tanh ZAV,)

Max TanhZ,{y;)= Max Ry sup(¥))
Max TanhZ(y)= Max Ry moy (V)

Max TanhZ(y;)= Max Ry.int (V)

TanthuF(y,)=Rx,y ,sup (VJ)

N\

Tanthoxy,-) =Ruy.moy (VJ)

TanhZ(y)= Ryt (V)

Figure 4.9: Représentation graphique Tanh Z,{y), Tanh Z..(y,) ,Tanh Z(y)en fonction de;
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4-2-3-2 Cas ou la valeur modale gest négative yy < 0 :
TanhZ() 4 Max TanhZ,{y)= Max Ry sup(¥)
/Max TanhZ(Y;)= Max ReymdY;)

| — Max TanhZy(y)= Max Rey,nt ()

TanthuF(y,)=Rx,y ,su;(y])

TanhZno(Y;)=Ry,mo(Y)

TanhZ(y)= Rcy.nt (V;)

]/M<O/ 0 ;y
|

Figure 4.10: Représentation graphique de Tagly¥), Tanh Z(y;), Tanh Zx(y;) en fonction de;

4-2-4 Méthode de résolution du probléeme d’optimisabn posé :

De part la structure analytique des fonctions dbjpeécédentes notamment :

Max R, (y;) etMaxZinsup(v;) i=1,2,3,....m, la méthode d’approximation succesgiaeit

la plus adaptée pour déterminer les points optimaux

Toutefois, un probleme demeure en suspens et ilr@stif a la grandeur du pas
d’'incrémentation qu’on doit adopter pour la condudes calculs. Il est évident qu’il doit étre
choisi de maniére a ce que la valeur modale trowaiacide, effectivement, avec le

maximum de la fonction objectif et non pas en dag¢au dela de I'optimum requis.

En I'absence d'un critére théorique général polecs@énner le pas d'itération dg on a
effectué une analyse numérique qui nous a permisodstater que la zone de stabilité des

optima concernant les indices de performance estigumecorrespond Ay = 1.
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Chapitre 5: Résolution du cas général d'un systeme linéaire compatible non homogéne

5-1 Priorité du traitement des systemes linéairesam homogene

Apres avoir évalué I'estimateur ponctuel optimalpdwametre d’origing et ensuite procéder a
la correction de la série des instants defaillartide T; = t —v;i=1,2,...n; j= 1,2,..n, on sera
confronté a un probléeme de détermination des velées parameétres inconnu respectivement de
forme B et d’échellen. Mais, cela est conditionné au préalable par latism d’'un systeme
linéaire non homogene du type incompatible, ce nécessite I'usage deces techniques
d’optimisation approprié. Seulement, afin d’éviteapplication directe et brutale de ces
techniques, on a jugé utile pour des raisons pédgiages de traiter d’abord le cas général de la
solution d’'un systéme linéaire non homogéne du tgrapatible, en faisant appel aux théorémes
Fontene-Rouché et de Kronecker-Capelli. Le but résdevisé consiste a saisir la nuance
existant entre les solutions approximatives d’'ust&ye linéairenon homogene inconsistant et
celles a caractere exacte d’'un systéme linéairehnorogéne consistant.

5-1-2 Théoréme de Fontene- Rouché :

Considérons le systéeme linéaire non homod&)ele telle maniere que le déterminant [}

des coefficients daspremieres inconnues dans fggremiéres équations soit non nul.

all Xl+ ....... + a_]_r Xr+ ....... + alep— b]_
S < @Xit ... + Xt + apXp= br
an]_ Xl + . + a~|rXr+ ....... + aqup— bn
-

Ou les coefficientsy; etb; sont donnés dans le corfisgénéralemenR ou C) et ou lesx; sont
des inconnues a valeurs dahs

Le systemgS) peut s’écrire sous forme abrégée :

P
Z ai]'xi = bi , i= 1, 2,...n ; j: 1,2,p (51)
j=1
P
ou bien Z X, IA= B,! Aétant les vecteurs colonnes ée (5.2)
i=1
ou encore sous forme matricielleAX = B (5.3)

OUA est la matrice des coefficiertgmatrice alignes etp colonnesp la matrice dels;, Xcelle
des inconnuegpuisque le system() est non homogene donc le vecteur B est non nul.

Par définition, le rang de la matriéeest nommé rang du systéeme :
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5-1-2-1 Premier cas de figure :
Le nombre d’équations est égal au rang du systemie dRang (A) =n alors p n

5-1-2-1-1Premiére variante :

Rang(A)=n=p (5.4)
g est alors une application linéaire a la fois.

0] surjective :Im (g) = Dim (F) = p =rang (A) (5.5)

(i)  surjective :Det (A}t 0=—> Range (A)=p (5.6)

orDét (A)#0<<= ker(g)=0 (5.7)

Donc g est de plus bijective et donc la matAgeosséde un inverge®.
« Elaboration de la regle de Cramer :
Supposons que le détermin®rét (A) de la matricé\ ne soit pas nulDét (A)# 0.

Multiplions & gauche les deux membres de I'égaliXé= B par la matrice invers&'deA, on

obtient : AT AX = A’ B (5.8)
or :ATA=1.oul étant la matrice unité, eX= X.
de sorte qu'il découle de (5.8) qu& = A' B Adi(A (5.9)
Sachant que la matrice inverse de A est donnéla pamule : A'1:L (5.10)
~ _ Adi(A) Det(A)
alors X= ——— B (5.11)
Det(A)

Etant donné quadj (A) est la transposée de la matrice des cofacteupeurecrire dans le cas

d’'une matriceA d’ordren = 3.

X1 cof11 cofy; cofsq)| by

X2 |= cof1z c€ofy; coOf3z;|| by (5.12)
x| Det(A) COf13 cofz3 cof33) | b3

Effectuons la multiplication des matrices dansdeosid membre :

x1 1 bicof11 baycofry bszcofsq
x2|=———| bycofy; bycof,; bscofs; (5.13)
x3| Det(A)| bicofiz bzcofs3 bscofss

Egalons les éléments respectifs des matrices cesoaaiigauche et a droite, on obtient :

_ bicofy1+bzcofz1+b3zcof31

X1 = Det (A) (5.14)
_ bicofia+bzcofz3+b3zcof3;

Xo = Det (A) (515)
_ bicofy3+bzcofz3+b3zcof33

X3 = Det (A) (5.16)
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On remarque facilement que la premiere égalité giéatire :

1 n
X1 = 5@ Zj:l cofj bj (5.17)

cof;; étant dandet (4) le cofacteur de;;.

n

Si on rapproche cette relation (5.17)DRlet (A) = Z cofj1 ajy (5.18)
j=1
Qui tout simplement le développementDée (A)suivant sa premiére colonne. On voit

n

immédiatement quz cofj; bj n’est autre que le déterminant d’ordre n en reggsiaidans

j=1
Det (A) la premiére colonne par la matrice coloBpe

On le désignera pBet (A). Par conséquent la valeur de la premiére inconnusgese a :

1= (5.19)

by a; .. ai,

avec Det (A),_|P2 @z2.. @zn (5.20)
b,'1 az;l an'n

En généralon a:

1 n
Xi =5~ i cofjibji=1,2,...,n (5.21)
Donc la valeur d’'une inconnue quelconque vayt= l;;:t—(a);i =1,2,...,n (5.22)

En désignant pé@ret (A); le déterminant déduit deet (4) par remplacement des coefficients

de la colonné par les termes constants de la colobpe

[l’)’:t—((i))"' =1, 2, ..., ns'appellent formules de Cramer. Elles résolvenisda

Les formulesx; =
cas général un systeme de Cramer.

Remarquons que les formules de Cramer ont daraslgéanéral un intérét plus théorique que
pratique, elles exigent le calcul del déterminants et permettent quan®dlket (4)n’est pas nul
de calculer une inconnue du systeme indépendanuhesrdutres.

5-1-2-1-1Deuxiéme variante

Rang (A)=n<p (5.23)
Compte tenu de cette hypothése on a :
Rang (A) = Dim Im (g) = Dim F = pautrement ditIm (g) = F (5.24)
En conséquenceg,est surjective et ainsi quel que soit le vec?!:le systemdsS;) a des
solutions.
De plus, on sait queDim ker (g) + DimIm (g) =DimF =p (5.25)
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et que Rang (A) = Dim Im (g) (5.26)
Donc :Dim ker (g) = p — Rang (A) (5.27)
Il résulte qu’on a un systéeme de Cramer par rapnoctinconnues principabes X, ..., X.

annXgt a1 Xot ..., + ar X = Di- Qe Xev1 - ... - &pXp = Kg
Sl e

A X1+ axXo+....... + G X= b — g1 Xee1 - . - @pXp = K

ce qu’il signifie que nous sommes devant un syst@aheterminé &p-r) parametres.
5-1-2-2 Deuxieme cas de figure :
Le nombre d’équations est supérieur au rang demsyest
Rang(A)> n (5.28)
Pour mener le raisonnement, adoptons linterpatatiectorielle du system(). Soit E et F
deux espaces vectoriels de dimensions respegtiges sur le corpX etM = (e, &, ..., §),
N = (fy, f2, ..., f;) deux bases respectivesklet deF
Soit I'applicationg deE dansFqui a pour matricé. Si I'on désigne pa)(—Te vecteur d& qui a

—»

pour coordonnées dard les inconnues, X, ..., Xet parB le vecteur deF qui a pour

coordonnées dand les seconds membims by, ..., le systemgS) équivaut alors a la forme
—> >

vectorielleg (X) =B (5.29)

Tenant compte de I'hypothedRang (A) <n, I'application linéaire g n’est plus surjective

puisque : g

Rang (A) =Dim Im (g) <DimF =n

De plus g n’est pas injective caker (g)# 0 *

Doncg Non injective : ker (g)# O W
Non surjectivi : Im (g) # F E F

DimE=p DimF =n
. , : > > . —> —->
L’'équation vectoriellgy(X) = B a des solutions ou non selon i€ Im(g) ouB £'Im (g).
Il faut examiner a quelle condition le vect@'appartient au sous espace imagg de
=g .
B € Im(g) # F desr vecteurs colonnes de la matrise

Soit le systéeme suivant rmé des r équations principales et d’une éqoaicxiliaire.

¢
ag Xat ... +aXt ... + apXp= by

S S
a]_r Xl + o + arXr+ ....... + a'po: br
\ aal Xl + . + CarXr+ ....... + GGDXD_ ba




Chapitre 5: Résolution du cas général d'un systeme linéaire compatible non homogéne

L’équation d’ordre g est supplémentaire aved, < q<n.
Le systemdsS,) sera compatible si et seulement si, le vecgm (by, by, ..., by appartient a
I'espace des vecteurs colonnesA; = (a1, &, ..., &) -..Ar = (Gur, B, ..., 8yr) -

Cela est du au fait guen (g) est engendrée par les vecteurs de I{g(_ﬁg) g@), Te)}qui
sont tout simplement lespremiers vecteurs colonnes de la matrice desicmeffsA. Mais pour
que §>€ Im(g) il faut et il suffit que leqr+1) vecteurs{g_(gl), g_@), gfg),l?}soient liés
linéairement dans I'espa€e La question qui se pose maintenant est de sawpielle condition
ces(r+1) vecteurs constituent une famille liée. Afin deaégre a cette question, on énonce le
théoréme suivant

Théoreme fondamental :

Pour quen vecteurs d’un espac¢¢ de dimensiomn forment un systéeme linéairement dépendant,
il faut et il suffit que leur déterminant dans uaeseH.

En vertu de ce théoréme, on a aldﬁet{_del),_ﬁ(e_»), _76)_’8} =0.

Cela implique que la matrice de des'1 )vecteurs colonngdy, Ao, ...A, |B) soit de rang

(5.30)

strictement inferieur a+1ou bienRang (C) < r+1 (5.31)

Par ailleurs, on sait que :

1
11 .. by b
! 1
_ ary | Ary :
——————————— br
Uny Ty T b,”

Et que par hypothése B) est non nul, il sS’ensuit que la matriCeest de rang €gal ou
supérieur a.

Autrement ditRang (C)>r. .38)
La comparaison des deux inégalités précédenteB) (&t 15.11) montre qu’elles ne peuvent étre
compatibles que si et seulement si le rang de tagaaC est strictement égala

La satisfaction de cette condition suppose évidembmaenullité degn-1) déterminants d’ordre

(n+1) nommés déterminants caractéristiques dont la fg@nérale correspond a :

! 1
1 a b 1
_R__, by a111 i a1r | by
Det (G) = b, = It TThS b r+1<k<n
______________ i
bi1 .. bir by B ity Tl S
. N

Réciproquement, si 'ensemble des déterminantsctistiques sont nuls, leg vecteurs
colonnes dé\ appartiennent au sous- espace engendré paptesiers vecteurs colonnes et par
conséquenRang (C) =r (5.33)
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Finalement, la condition nécessaire et suffisante pue le systemg) soit consistant est que
tous les déterminants caractéristique soient nuls :

Det (G+1) = Det (Geo) = ... Det (G.1) = Det (G) =0 (5.34)
Afin de conclure cette étude, il convient d’énonlesthéoreme suivant :

Théoreme de Fontené- Rouché :

Soit un systeméS) den équations linéaires@inconnues, de rang

a. SiRang (A) = n =p(S)est un systéme de Cramer, il possede donc untosplu
unique.

b. SiRang(A) = n < ple systemgS) est indéterminé ép-r) parametres. Le systen®) a
des solutions obtenues en attribuant des valewr§aginconnues auxiliaires, les
inconnues principales sont alors données par la tigCramer.

c. SiRang (A) < net les(n-r) déterminants caractéristiques(& sont nuls, alors le
systemdS) se réduit aux équations principales et on le résout comme dassdond
cas.

d. SiRang (A) < net sil'un des déterminants caractéristiques iffgrent de zéro, le
systemgS) n’a pas de solution.

5-1-2-3Positionnement relatif de deux droites dgréssion conjuguées comme cas particulier
du théoréme de Fontené-Rouche :
Le cas spécifique du théoreme de Fontené- Roudsdar le systeme de Cramer trouve une
application intéressante en permettant de montredep droites de régression conjuguées des
variables aléatoire, y) se recoupent effectivement au centre de gravitéudge de points de
la série double des observatiqrs y), i=1, 2, ..., n
La forme analytique de la droite de régression ganyapport a x est fournie par :

Y(X) = 9. Y(x- mx) + m\ (5.35)

0 X

Quant a la droite de régression conjuguée, elmante expression analytique I'équation

suivante :

5
X(y) = rs(y —m) + my. (5.36)
ou:

« r est le coefficient de corrélation linéaire.

* dxest I'écart type de la variable aléatoire

* dyest I'écart type de la variable aléatojre
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* my est la moyenne arithmétique xle
» myest la moyenne arithmétique yle
Les parametres 6x, 8y, my,my, sont respectivement le coefficient de corrélatioéaire de
(x, y); I'écart type dex, I'écart type dey; la moyenne arithmétique deet enfin la moyenne
arithmétique dg.
Maintenant procédons aux transformations requisas parvenir a un systeme algébrique

linéaire non homogeéne.

Concernant la premiere équatjon de régre%ﬂlxo)\on a:

OxY = rdy (X — m)+dmy . (5.37)
OxY = I dyX — I oyMmy + oM, . (5.38)
d'ou :

-I dyX + dxy =My - I dyMmy, . (5.39)
De méme, pour la seconde équati¢y) on a :

Oy X = I OxY - I oMy + oymy . (5.40)
Oy X - I Oy =y My - oMy . (5.41)

Ainsi on obtient le system(&) qui suit :
-y X +OxY =0x My - T oy My .
5yX = I’&Xy zéy mx' 5me .

Matriciellement transcrit le systeme (S) devient :
x

-1 8y ox ([ éymy —réymy
6y —réx||y

| symx —r dxmy
Calculons tout d’abord le déterminant du systéB)gour voir s’il est compatible ou non :

—rd ox
A:det(A){ syy oS

Prenons5, 8, comme facteur commun il vient :

=128,8, — 8,6, (5.42)

4 = det (A) 3,6, r? — 1) 48)
En adoptant I'’hypothéese selon Iaque)é(geé 1 et sachant par définition qég > 0, §,, > 0 donc
on parvient a

A =det (A) 3,8, — 1) # 0 (5.44)
Il s’ensuit immédiatement que les deux rangs reéspmeuent de la matrice fondamengakt la

matrice éIarg[eAB] sont nécessairement identiques d’ou :
Rang (A) = ran§ AB =2 (5.45)
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Le systeme(S) est donc compatible et il coincide avec le cadiqudier du théoréeme de
Fontené- Rouché caractérisé par la triple égalité :
RangA=n=p (5.46)

Par conséquent il admet une solution unique foyrarda regle de Cramer soit :

(6xmy—rdymx) ox
— Ax _ (ymx-réxmy) -réx (5)47

X
A 8x8y(r2-1)

En développant il découle :
—-1réx(8x my— réymx)—éx(ymx—rdx my)

x= Sy 1) (5.48)
_ —réx?my+r2sx8ymx—6xSymx—réx*my)
= 8x8y(r¢-1) (5.49)

d’ou la valeur de la premiére inconnue aléatrire

_ Sx8ymx(r:—1) _

Sxdy 1) mx (5.50)

Pour I'argument aléatoirgon a :

—rdy (6xmy— rdymx)
_Ay | 8y (8ymx — réx my)
AT 8x8y(r2 — 1)

Aprés développement on obtient :
__ —r8y(8y mx— réxmy)—8y(8xmy—rdy mx)

8x8y(r2-1) (5.51)
_ —r8y*mx+r2§x8ymy—x8ymy—réx’my)
y= 5x8y(r2—1) (5.52)
d’ou la valeur de la seconde variable aléatpire
_ Sx8ymy(r?*-1) _
T exéy(ri-1) my (5.53)
Le vecteur solution est donc :
U=l [me (5.54)
) my '

Cela signifie tout simplement que les droites dgagsion passent ensemble par le point moyen
G'(my, my) du nuage de points de la série dodkiey), i = 1, 2, ..., mcomme l'indique la
Figure 5.1.
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Y(X) = ket b

Nuage de point

(m,, m,) point moyer

My

X(y) = k+d

Figure 5.1 Représentation des deux droites de régression guégs

N’étant pas symétriques par rapport a la premigssebtrice, les deux équations de régression

y(x), X(y) ne sont pas réciproques l'une de l'autre mais eltat conjuguées.
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5-1-2-4Reésolution d’un systeme d’équations linéareelon le théoreme deFontené-Rouché :
Soit a résoudre, selon le théoréme de Fontené-Rdadysteme (S) de quatre équations a trois

inconnues.

.
u+v+2w -2

) u+2v+3w

S 3u+5v+8w

S5u+9v+ 14w

1 Il

2

\

B, u étant deux parametres strictement positifs.

La démarche, de la solution du systg@ppeut étre entamée par sa transcription matricielle

) S

1 1 2 1 -2

1 2 3 B

3 5 8 v | B= 2

5 9 14 W 2 (5.55)
L ) "y

D’'une maniére condensée, on a: A X=B

ou A est la matrice des coefficients a i j ; i=213, 4, =1, 2, 3,

X étant le vecteur des inconnues sit(u v w)t et B le vecteur colonne des constantes soit
Bt=(=-2 B 2 p)t (5.56)

La solution du systeme (S), conformément au théer@éenFontené-Rouché requiert, au préalable la

connaissance du rang de la matrice A.

1 12
1 23
d'ou A=
3 58 (5.57)
5 914

Etant donné que la matrice A est rectangulair@sil impossible de calculer, directement, le

déterminant respectif.

Afin de faciliter le calcul nécessaire, il est ataageux d'utiliser la méthode de Kuroch (7).
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Tout d’abord, commencons par sélectionner un minearnul du second ordre.
|1 1] _
D2—|1 2| =1 (5.58)

Il s’en suit que le rang de la matrice A est aumacdgal a 2 ie rang (Ax 2. Voyons s'il peut

atteindre son niveau maximum coincidant avec lebmerde variables a savoir rang (A) =P=3.

La suite des opérations selon la méthode de Kudeatande I'encadrement successivement par

les colonnes et les lignes qui suivent D2.

1 2 2 1 1 2
D=1 2 13 ,p=|1 21 3 (5.59)
3 5 8 5 914

On établit, immédiatement que;ED’;=0 car dans les deux cas la troisieme colonne rest u

combinaison linéaire des deux premieres.

Puisque les déterminants; @t D’; sont nuls, on déduit que le rang de la matricesA e

nécessairement inferieur a 3. Ainsi le rang de tAdentiquement égal a 2.

Sachant que le nombre d'équations est plus grared lgurang de A alors le nombre de

déterminants caractéristiques pouvant étre idéstiie peut dépasser deux ie
m—r)=4-2=2.

En bordant le mineur d’ordre deux non nul par lEsnénts correspondant de la colonne des
constantes et par les éléments de la troisiemeeligm obtient le premier déterminant

caractéristique :

1 1 -2
1
Dyy1=Day1 = _1____2__: B (5.60)
3 5 2
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En encadrant le mineur de par les éléments refpeldila colonne des constantes et par les

éléments respectifs de la quatrieme ligne, on pahdau second déterminant caractéristique :

1 1, -2
1
Diy2 = Dayp = 1 21:_ B (5.61)
5 9 u

Afin de connaitre les valeurs dg, et D,,, on applique la régle de Sarrus car I'ordre de ces

déterminants caractéristiques est trois.

Précisons que la régle de Sarrus consiste a rémdtedessous des deux tableaux fournis
respectivement pab,,; et D,,,, les deux premiéres lignes et a affecter du sigostif les
produits obtenus parallelement a la diagonale abe, du signe négatif ceux obtenus

parallelement a la diagonale non principale :
Pour le moment passons a I'application de la régl8arrus pour I'exemple traite.

Par rapport aD,.; on procede comme nuit :

/
/
/ (5.62)
\
- \A +
~~a
donc
Dr+2{1.2.2+1.5(-2)+3.1}-{(-2).2.34,1.5.“2.1.1} 5.63)
Dr+2:{(4-10+31)-(-12+51+2)} =(-6+3)-(-10+5%) (5.64)
D,,,= -6+10+31-51=4-21 (5.65)
d'ol [D,y, = 4 — 24| (5.66)
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Pour le second déterminant caractéristipLig,

ona:

/

MR NN

+ (5.67)
<

rd
Dr+2:{(1.2u-1.92+5.n}-{(-z).z.sﬂ.glm.ll)} (5.68)
Dy 42 =(2u-12+50)~(-20+Q1+) (5.69)
D, ,,=2u-12+51+20-91-11) (5.70)
Dyyy=p + 2 — 42 (5.71)
d'oUDyy, = 2 — 41 + ] (5.72)

D’apres le théoreme de Fontené-Rouché, deux chguites peuvent étre distingués :

Premiérement : le systéme (s) est consistant sseefement si les deux déterminants

caractéristique sont nuls i, ,=D,.,,=0 ce qui nous raméne a double I'égalité
-2A+4=-4+u+2=0 (5.73)
A partir de la premiére équation 424=0 on déduit la valeur du parametrgui est égal a 2.

En substituant cette valeur dans la seconde équadad +u+2=0 on parvient a la valeur du

second parametre s@it6.

Donc les conditions de compatibilité du systemesg)n le théoreme de Fontené-Rouché sont :
(A.p) = (2,6)

Puisque le rang du systeme (S) est egal a deuxiender se réduit alors d’une maniere

automatique aux deux équations principales.

En outre, on sait que (B=3-2=1, ce qui signifie que le degré d’'indéterniima du systeme (S)
vaut un. Pour fixer les idées, on consideére comme deux variables principales, tandis que
est pris comme variable auxiliaire qui joue le rdlen parametre.
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Au cas ou nous préférons retenir les deux premiégestions, tout en négligeant les deux

derniéres, on aboutit & un systerfig €quivalant a S soit :

([ u+v+2w=-2 )

u+2v+3w=_p u+v=-2w-2

S< 3u+5v+ 8w =2 ><=>Sl< u+2v=-3w+p

Su+9v+ 14w = p
\ J

Il est remarquable que le rang $leest identique a la fois au nombre d’équationsuet@nbre
de variables. Le systems, |, par rapport aux inconnues principales est bien un systéme de

Cramer. L'application de la regle de Cramer devpartconséquent possible.

Ainsi on obtient successivement :

NoU 1 U 1 _
l) E ~Z C2w-2) 1~ =1 (574)
B+ 1) 2

douu = —w — 1 — 4 et tenant compte du fait gue= 2 il vientu = —w — 6

En attribuant a I'inconnue auxiliaise la valeur arbitraird, il résulte que
u=-a—=6 (5.75)

C'est-a-dire que la variable principaigposséde une infinité de valeur dépendant du parame

Ny 1 v _
) A a1 (C2w-2) 1
1 (W+A)
douv=(-3w+1)-QRQw—-2)=—-w+1+2 (5.76)

En remplagcant par sa valeur, on parvienva= —w + 4
Or, on saitdéja que = a d'ouv = —a + 4 et la solution globale du systeme (S) devient :

u=—-a—6,v=—-a+4
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Par consequent, il est possible d’obtenir une itéfide solutions en attribuant un nombre infini
de valeurs arbitraires au paramétyee qui confirme que le systemg, ) est indéterminé a un

parameétre.

Deuxiemement : si on suppose que 2 etu # 6 alors le systemes() n'a pas de solution car
il existe un déterminant caractéristigue non nubDjg, # 0 et D,.,, # 0 ce qui conduit a

lincompatibilité du systeme (S).

Théoréme de Kronecker-Capelli
Un systéme algébrique linéaire non homogéne admeesalution si, et seulement si, le rang de

la matrice de ce systeme est égal au rang de kicmétargie.
Démonstration :

Considérons un systéeme (S) algébrique linéairehmomogene de n équations a p inconnues ol n

n'est pas nécessairement identique a p :

( a11x1 alzxz ee aljx] e alpxpzbl
Az1x, QA22X2 - Azjx; o AzpXp=b,
S ' ' - (5.77)
Ai1Xy  QipXz .. QX e QipXp=D;
[ @niX1 AnaXp e Qpjx; e OppXp = b,

Maintenant une précision importante s'impose a isauee méme dans le cas de I'hypothése de
consistance du systeme (S), le théoreme de Kron€eelli, bien qu’il soit un théoreme
fondamental de compatibilité d’'un systéeme algélmidinéaire non homogéne, ne fournit
malheureusement pas de méthode pratique de résollitans ce qui suit, on va proposer des
procédures permettant de solutionner le systemet(8¢la en distinguant les différents cas de

figures possibles.

Au préalable, reconsidérons le systéeme algébriméaile non homogéene (S) dont la matrice
fondamentale A=d;;] ; i=1,2,....p est de rang r qui est egal, rappelensiu nombre maximum

de lignes ou de colonnes linéairement indépendhintette matrice des coefficients du

systeme (S).
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Nous pouvons écrire ce systeme d’'une maniere capdesous la forme :

5-7=1 ai]-x]- = bl' ; i = 1,2, . (578)
Ce qui conduit a I'équation matricielle
AX=B (5.79)

o0 A est la matrice du systéme (S) , X le vectelormne des inconnues Xg|, x, ... x;, ... x,] ‘et B le

vecteur colonne des termes constants $bit [by, by, ... b;, ... by]*
Selon les valeurs des coefficients et des compgsamistants, un tel systeme peut soit avoir une

solution unique ou posséder une infinie de solgtimm bien encore n'admettre aucune solution.

La matrice des coefficients des équations du systawtée A est donnée par :

'a11 alz e alj e alp'
aq az, azj azp
e 5.80
aj;,  Qjz ... Qi o Qi ( )
| Ap1 Apo anj anp_

On l'appelle matrice fondamentale du systéeme Snsjuatapose a la matrice A le vecteur
colonne des seconds membres des équations du sy&$@mon obtient une matrice dite élargie
Soit :

ai1 Aq Qaqj A1p by
1 Az azj Q2p b,

G, Oy Ny 5.81
aiq air al] alp bi ( )
An1  Qn2 anj anp bn-

Admettant maintenant que le rang de la matriceifégml a r, auquel cas, le rang de la matrice
élargie G est au moins identique a celui de A-cedire,

Rang [AB] =rang ( G »rang (A) .8§3)

Adoptons I'hypothése selon laquelle, le systemeegfronsistant, autrement dit, qu’il admet une
solution. Considérons que I'ensemble des nomgs,, ..., @, représente la solution du

systeme (S).
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La substitution, dans le systeme (S) ; des incanpae ces nombres, conduit a n identités :

(aja0 + apop+ .. +agje+ .. tapa, =bh
101 + Qxpa+ .. tazjaj+ .. +axpa, =b,
S5 al-lc:rl + ai20:(2 + +aij:aj + +ai:pap =:bi (5.83)
\anlc:rl + anZ;zz + +a, ;aj + +a,;pap = .bn
Ce qui peu s’écrire d'une autre maniere :
B o ar] [
21 22 -21 ?p 2
a aiu + a, a_iz +ot g [t X |a, | = b, 5.84)
IS A N B N B
ou bien encore
At + ay A2 4+ A 4+ apAP =B (5.85)
ouA’,j=1,2,...,p sont les vecteurs colonnes de A d’ag® plus bréve on obtient :
-1 @A) =B (5.86)

La substitution dans le systeme (S) ; des inconpaeses hombres conduit a n identités :

( %1% + apa+ .. tao+ . +apa, =b
| a21a’1 + azza’z + +a2jaj + +a2p0{p = b2

St { az1a1 apa, + .. tagegt o .. tapa, =), (5.87)
L anla’l + anzaz + +a7’ljaj + +anpap == bn

Ces identités indiquent que le vecteur colonnecdestantes B est une combinaison linéaire des
vecteurs colonne4’, j=1,2,...,p de la matrice A multipliés respectivern@ar les scalaires

ay, Az, ... @j, ... @, d’OU

B =Y"_ ;A (5.88)

Ce qui montre que la derniere colonne de la matiweposite G= [AB] est une combinaison
linéaire des autres colonnes de cette méme mdtisérie des coefficients de cette combinaison

étant, respectivement, les scalairg®,, ...a;, ...a,. Il est maintenant clair que tout vecteur

colonne de la matrice élargie[AB],est egalement/emteur colonne de la matrice A, excepté le
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dernier, dont les éléments s’expriment linéairenpamtles éléments des autres vecteurs colonnes

de la matrice A.

Algébriquement, cela se traduit tout simplementlaarullité du déterminant du systeme et de la
matrice composite [AB] soit det [AB] = de'y,%A,%A,.../A,...,PA] = 0

Il en résulte que les systemes des vecteurs caodee deux matrices A et [AB] sont
eéquivalents. Par conséquent, la matrice des comffg A et la matrice composite G=[AB]

possedent le méme rang, autrement dit
rang [A] = rang [AB] (5.89)

Réciproguement, admettons que le rang de la mdtmmamentale A soit identique au rang de
la matrice élargie [AB], ceci signifie, évidemmenje toute famille comportant un nombre
maximal de vecteurs colonnes linéairement indépesdssus de la matrice A est aussi un
systeme linéairement indépendant d’'un nombre madx@deavecteurs colonnes de la matrice
augmentée G= [AB]. C’est la raison pour lagquellest possible, d’exprimer la derniere colonne
de la matrice élargie G combinaison linéaire duéye des vecteurs de la matrice A. Plus
précisement, si I'on dispose d’'une suite de coefiits a,, ay, ... @j, ...a, de telle sorte que si

I'on effectue, successivement, les multiplicati@es vecteurs colonnes Aj, j=1,2,...,p et apres
sommation ,on parvient au vecteur colonnes deseteounstants, c'est-a-dire, qu’on retrouve la

combinaison linéaire précédemment établie soit :
— VP
B=X., a; A’ (5.90)

Ce qui montre que I'ensemble des nomlwgsy,, ... a;, ... «,forme bien une solution du systeme

(S).

Par conséquent, l'identité des rang des deux neatric et [AB] engendre la consistance du
systeme (S).

Equivalence entre le theoréme de Fontené-Rouchiee¢héoreme de Kronecker-Capelli
On démontre que la nullité de tous les détermineantactéristiques d’'un systeme d’équations

linéaires AX=B équivaut a la condition que la magrcomposite [AB] ait le méme rang que la

matrice des coefficients A.
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5-1-2-5lllustration géomeétrique des théoremes de Rtené-Rouché et Kronecker-Capelli :
Soit un systeme algébrique linéaire non homogerdedg équations a deux inconnues.

a;1x + a2y = by,

S (5.91)

az1X + az2y = by
ou les coefficientsjai = 1,2 ; j = 1,2. sont des réelle strictemergitifs.
Il est évident que chacune des deux équationsstaree (S), représente une droite dafis R
dans le plan xoy.
Afin de déterminer la solution de ce systeme (8)doit envisager trois éventualités.

Premierement :

Si le déterminant du systeme (S) est noninul

aj; Qg2

det[A] = A= |a21 a

| = Q1103 — G101 # 0 (5.92)

ou n est le nombre d’équations et p le nombre diahlas, ce qui implique que le systeme (S)

possede une solution unique.

Etant donné que le rang de la matrice compositee&Bégale au rang de la matrice des
coefficients A ieRang [AB]=Rang [A]=2, la compalib® du systeme S est également confirmée

par le theoréme Kronecker-Capelli

Géomeétriqguement, cela signifie que les deux drdifiek2 émanent du systeme (S) (figure 5.2).
et ont un seul point d’intersection P(x,y) ieLL2={P(x,y)}, dont les coordonnées sont données

par la formule de Cramer :

_ M Ay
X=—y== (5.92)
N b, aq, a1 by
OUAx = et Ay = 5.93
b, a3, y az; b, ( )

Remarquons dans ce cas que les coefficients desddeites L1, L2 ne sont pas proportionnels,

cela signifie que 2t = 212 (5.94)
az1 azz
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t
4 L1
P4 (0, b2/a22)
L2
A
y==2 | .
A ~P(x, )
P1(b1/all,0) P3 (b2/a21, 0)
—>
X’ i .
A
P2(0,b1/a12)
Y’

Figure 5.2 :Représentation graphique d’un systéeme Lire bidimensionnel ayant une soluti

unique.
Deuxiement :
Si ledéterminent du systéme (S) est ie
aj; Qg2
det[A] = A= |a21 a22| = Aq1103, — Q1A = 0, (595)

alors le rang du systéentg) est égale a I'uni autrement diRang [A]=1 et donc il est infériel

au nombre d’équationRang[A]<r

En outre puisque [Rang(A)]=1, donc on a un seul déterminant carastiqtie qu’on ve

supposer égale a zéro ie

a1 Qg2

ay, a22| = a11b2 - a21b1 = Ay =0 (596)

Crv1=Ci1 = |
Ce qui entraie la compatibilité du systeme (

Compte tenu du Rarf@\]=1, le systéeme (S) se réduit automatiquememe seule équation s(

allx + a21y = bz .

Si on suppose que RangBA= Rang[A] = 0 ; d’'aprés le théorenue Kronecker-Capelli, le
systeme S est compatible.
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Par ailleurs, on sait que Rafj< p, ce qui signifie que l'une des variables va jdeerdle d’'un

parameétre.

Par conséquente systéme (S) est indéterminé a un parameétron le théoréme de Fonte-

Rouché, en attribuant des valeurs arbitrairese des variables par exemple x owient a une

infinité de solutions

y
O
5’
N
il >
P ~\
X’b’{;‘,
+
>V
0

Figure 5.3 : Représentation graphique d’'un systélinéaire bidimensionn
Indéterminé a un parametre.

Commele montre la figure 5, les deux droites sont confondues, cs’explique par le fait

gueles coefficients ainsi que les termes constigsdeux droites sont proportionnels entre

.o a a b
c'est-a-dire=tt = 22 = =
az1  Azz b

Troisiement :

Si le déterminant du systeme (S) estie

aj; Qg2
a1 4z

det[A] = A: | | = a11a22 - a21a12 == 0

136

(5.97)

(5.98)



Chapitre 5: Résolution du cas général d'un systeme linéaire compatible non homogéne

doncle rang du systeme (S)t égal a I'unité, ce qui veut dire également gest inférieur at

nombre d’équations iRang [A] <n

Parallélement, puisque [FRang(A)]=1, alors il existe un seul déterminantctéristique

supposé non nul ie

a;; by

b = a11b2 - a21b1 = Ay * 0 (599)
az1 02

Cri1=C141 =

Envertu du théoréme de Font-Rouché cela induit la non compatibilité du systéB8)ec'est-a-

dired’un point de vue géométrique (figL5.3) que les deux droites 1.2 sont parallele ie

L1//L2 dou LlnL2=¢

3 L2

Figure 5.4 :Repréentation graphique d’un systeniedaire incompatib

Par référence au théorémdsnecke-Capelli, cela suppose que le radegla matricdA] est
inférieur au rang de la matrice élar[AB] ie Rang [A] < Rang [AB]qui signifie que le systén
(S) est inconsistant.

Dans conditions] iest clair que les coefficients des deux dis L1;L2sont proportionne :

autrement dit=t = 212 (5.100)
az1 az2
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5-3-Organigramme de résolution d’un systéme non hoogéne compatibleAX = B den équations linéaires, g inconnues et de rang
ie Rang [A ] = r selon les théoremes de Fontené-Rouché et de KrokexcCapelli :

Existence d’'un
déterminant
caractéristique non nul ol
bien Rang %\< Ran@B]

Absence de déterminant

caractéristique non nul ou
bien Rana[P] = Rano[AB]

Systeme compatible

Systeme incompatible

Systéme compatible Rang (A <p
avec (n-p) parametres

Oui

)

Systeme Cramer ave
(n-p) parametre

Oui Rang[A=p

Systeme de Cramer
Oui

)

Systeme Cramer ave
une solution uniqut
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Chapitre 6 Optimisatiomrméaire comme solution alternative aux systéelimésires incompatible

6-1 Définition d’'un systeme linéaire non homogeneudtype incompatible

Dans les études pratiques, menées dans différectsuss de I'activité humaine, le chercheur est
souvent, confronté a des systéemes linéaires noogenes du type incompatible. Cet état de fait
traduit, tout simplement, que le vecteur inconndaXs I'’équation matricielle AX = B est soumis

a un nombre trop élevé de conditions qui malhe@mest, ne peuvent pas étre satisfaites,

simultanément. Par référence au théoreme de FoReclge, cela signifie que :

i. Le rang de la matrice des coefficients A est isfdriau nombre d’équatioms. Rang(A) < n
ii. Parmi les [n-Rang (A)] déterminants caractéristijuleen existe un dont la valeur est non

nulle.

Quant au théoréme Kronecker-Capelli, cela veutgliiela condition respective de compatibilité
du systeme AX = B soit Rang (AB) = Rang (A) n'esispvérifiée. Par conséquent, on est en
présence du cas ou Rang (A) < Rang (AB) d’ou l&fjoation de la non consistance du systeme

sus-indiqué.

Rappelons que les conditions de non compatibilitéystéme AX =B, relatives, respectivement,
au théoreme de Fontené-Rouché et au théoreme dedker-Capilli, sont équivalentes.

Cela impliqgue que dans I'équation matricielle AXBz=le signe d’égalitén’a plus de raison d'étre
et on devrait noter plutdt A% B car il y a, nécessairement, un vecteur écaongposantes non

nulles soit :
AX-B=E (6.1)

Il nest plus question de trouver des solutionsceeg car cela est, tout simplement, impossible
et on doit se contenter d’'un ensemble de résolsitamproximatives, en utilisant les techniques

d’optimisation non linéaires.
6-2 Recherche de la solution optimale d’'un systentieéaire incompatible

Sachant qu'il est impossible d’annuler E c'estya-li= 0, on peut cependant chercher une
méthode qui permet de le réduite a son niveau nummPour ce faire, il est logique de

concevoir une fonction objectif qui conduit a lanimisation des écarts quadratiques soit :

n
Min (JcX) =€ 2+é,+....e7.... +éa=Min ¥ é?=MinETE (6.2)
i=1
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autrement dit la fonction économique peut étréaake la maniére suivante :

Min J(x)= Min (AX — B)T(AX-B)

Etant donné quéTE> 0, alors il devient plausible de faire usage dedtion de norme.

Il est clair que la distance entre les termes eonstdu vecteuB et celui de AX peut étre

mesurée par une norme adéquate.

Parmi la série des normes disponibles, la normidéermne est fréquemment utilisée.

Elle est définie comme suit :

n n

L2 :” Z Xij al-j-bl-||2= Z (xi]-al-j-bi)z ,i:1, 2,...n,j:1, 2,p

i=1 i=1
A présent, on introduit I'équivalence logique suniea:
Min J(X) = Mincgn||AX-Bl||& Mincgn ||AX-B|
Conformément aux regles du produit scalaire on note
Min,gn §||Ax-B| |2=Min, . gn % <AX-B, AX-B >
Apres développement, on obtient
Minyegn 7 [< AX,AX > =< AX,B > —< B,AX > +< B,B >]
En vertu de la propriété de symétrie, on a:
Min J(X) =Minegn > [< AX,AX > =2 < AX,B > +< B, B >]
Ecrivons les termes de la fonction objective d'anére maniere

Min J(X) = Minyegn 5 [< X, ATX > =2 < ATB,X > +< B, B >]

Appliguons les techniques de dérivation vectorielle
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VJ(X) = [2 ATAX-2ATB] (6.10)

Les conditions du premier ordre pour avoir une tsmuoptimale consistent dans la nullité du

gradient de la fonction objectif soit :
VJx) =0 (6.11)

D'oll [ATAX—ATB] =0 (6.12)

Ce qui donne
ATAX=ATB (6.13)

En supposant que Det’(A) # 0, c'est-a-dired” A est réguliére, il résulte finalement que la

solution optimale vaut :
X=(ATA)~1ATB (6.14)

6-2-1 Détermination de la nature de la solution opmnale :

En trouvant la solution optimalk=(ATA)~1ATB, on est des lors, certain que la fonction
economique/(X) est stationnaire,c’est-a-dire, que cet indiegodrformance passe
nécessairement par unmaximum ou bien un minimunteRegrouver qu’il s'agit bien d’un
minimum. Pour ce faire, on va étudier le comporteinae la fonction objectifi(X) au voisinage

du point optimun¥.

On posey = x+zouzest un vecteur arbitraire 15)
Par conséquefitX)=(4X — B)T(AX-B) (6.16)
devient égale 84y — B)T(Ay-B) (6.17)

En substituany par sa valeur on a

[A(X+Z) — B]T[A(X+Z)-B] = [AX+AZ-B]T[AX+AZ-B] (6.18)
En développant on obtient :

[(AX)"+(AZ)T-BT | [AX+AZ-B] = [XTAT+ZTAT-BT]|[AX+AZ-B ] (6.19)

=XTATAX+XTATAZ-XTATB+ZTATAX+ZT ATAZ-7T ATB-BTAX-BTAZ+B™B (6.20)
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En arrangeant les termes, il vient :

= (BTB-BTAX-XTATB+XTATAX)+(AZ)TAX+(AZ)TAX-(AZ)TB+(AZT) AZ-(AZ)"B

= (AX-B)T(AX-B)+2(AZ)TAX-2(AZ)"B+(AZ)TAZ
Finalement on a :

= (AX — B)T(AX-B)+(2AZ)T(AXZ-B)+(AZ)TAZ
ou bien

= (AX — B)T(AX-B)+2ZT AT(AX-B)+(AZ)T AZ

Oou encore

= (AX — B)T(AX-B)+2 ZT(ATAX-ATB)+(42)TAZ
Mais ou sait déja qu’a I'optimum on a :
ATAX=ATB

De la

27" (ATAX-ATB)=0

De plus, il est clair que

(AZ)TAZ=> 0

Ainsi :

(Ay — B)T (Ay — B)=(AX — B)T(AX-B)+(AZ)TAZ
Finalement on aboutit a

] =) = J(X)+(AZ)"AZ

C'est-a-dire que

J») >]X)
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La variation de la fonction économique au voisindgé’optimum est positive ce qui établit
immédiatement qug (X) est absolument convexe et I'optimum obté&n=(ATA)"*A”B est
bienun minimum global.

6-2-2 Résolution d’'un systeme linéaire inconsistant

Considérons le systeme linéaire incompatible (S)
s
ax +ay=f

S< ax =y a, B,y étant des réels strictement positifs (6.32)

X +ay=p
On suppose également gRie> y.

Pour trouver la solution du systeme S, établissims,d’abord, les conditions de non

comptabilité du systéeme (S), en procédant seltimderéeme de Fontené-Rouché.

La forme matricielle du systeme (S) est

—a oaqy[x] [P
l a Ol = y] ou bienAX = B avec p=2 et n=3 (6.33)
o allyl Lp

On sait que rang (A¥X min (n, P)ie rang (AXmin(2,3)

—aa

or Det (A) =| (| =a? (6.34)

Puisquex> 0 par hypothese, alors Rang (A) = 2

Etant donné que-rang (A) =3-1 donc il existe un seul déterminaaracteristique

o o) f
soit  Det(Crp)=|a_0, vy (6.35)
a o f
En utilisant la regle de Sarraus on obtient :
(6.36)
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Le développement des Dét.(,) donne
Det (C141)=(0+a?B+a’y)-(0-a?y+a?B)=2a%y -38)

Pour la suite calculons la matrice invefdéA) ™1

Adj(ATA) _ [2a2 02]
TaA\-1 — 44 3a
(47A)” T pet(aTA) ~  6at -38)
De plus
oo [ “H ] 639)
2ap3
En substituant ces résultats dans la formule (&l@dhant la solution minimale il résulte :
X 2 2 0 272
5 —L o 3a
e[ 2)-F oL
y 0 2a2
Finalement on obtient
I ~ Y oty=b
= =8 doncx = ——ety== (6)41

Il s’en suit que Det(; ,,)#0 et par conséquent, en vertu du théoréme de ForfRauché, le

systeme (S) est incompatible .

Cependant, il y a une alternative; en effet a dédaine solution exacte on se contente d’'une
solution approchée fournie par la relation (6.14).

Pour trouver cette solution optimale, il faut tdtabord, vérifier que les matricd{A) est

réguliere.

or aTA=[" " ¢ "&][ « ol _ [3062 0] (6.42)
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Puisque Det47A)=6a* # 0; la matrice est non singuliére d’ou la faisabitiéla solution
optimale (6.14).

v

y
Figure 6.1 : Localisation de la solution minimale globale dutéyse (S).
Remarque :

La solution optimale se situe a I'intérieur dutigée N A M. Maintenant, on va déterminer la

valeur minimale de I'erreur quadratique

En substituant les valeurs des coordonnées du gpimhum dans les équations du systeme (S)

on obtient :

146



Chapitre 6 Optimisatiomrméaire comme solution alternative aux systéelimésires incompatible

—_a(X By _ -y
ey oG e8] 3]
_ 14 _ |z
[22 =l a(H)-v ‘— 'lTJ' 6.43)
3 Y
e(L)+aty-p] L3
3
Min || AX — B [I?=Min ¥ e2i = Min(eZ+e2+e?) (6.44)
i=1
- -2 2 4y2 42
e RTe PRIOLESE ©45)
Finalement on parvient a :
3 2 2
Mige? i=-2 == (6.46)

i=1

6-2-3 Etude du cas particulier ot la matrice AA est non réguliére :
Quand la matrice PA est singuliére, c’est que son déterminant estehalonc n'admet pas de
matrice inverse. Le minimum de la norme euclidienmest plus unique mais dépend

linéairement dén — Rang (A)] parametres.

Cette éventualité se produit uniquement lorsquarig r de la matrice A est inferieur au nombre
des inconnues P :Rang(&)P 48)

Autrement dit lorsque les vecteurs colonnes dermt Boéairement dépendants.

Afin de trouver une solution optimale, on peut @ader comme suit: on considere d'une
maniere isolée ( r ) colonnes principales de A adgent une sous matrice de méme rang r que
A. on suppose que ce sont les premiéres colonaes dA!, AZ.....A", constituant la sous

matrice A alors que A est la sous matrice des autres colonnes ditearmesosecondaires :

A:[Ap Ag], Ap(n,r) (648)
Les inconnues principaleg,xa,........ X constituent le sous vecteup X
X T
X = [XI;] s Xp = [xl,xz, ....xr,] 6.49)
XS = [T‘+1,T+2 ......... XP]T (650)
d’'ou ApXp=B (6.51)
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En prémultipliant paaA? il vient
ATA X, = ATB (6.52)
De la on aboutit ala solution minimale unique :
Xp = [ALAp]7*ALB (6.53)

On démontre qu’on obtient une solution minimalecemplétant cette solution par [n - rang(A)]

zéros en emplacement des colonnes secondaires :
X=[X,%X3....%-0,0....0] (6.54)
A titre d'illustration, considérons le systeme suiv:

_( axt+py=ap
5= {Bax + 3By = 12a (6.56)

aveca >0, £ >0

Matriciellement, le systeme S peut s’écrire commie:s
(04
[ a B “ X] _ [ B
30 3 y
b 12a

On peut facilement montrer que Rang [A]JRang[AB]et donc par référence au théoreme de

<> AX=B (6.57)

Kronecker-Capelli, le systeme (S) est incompatible.

Il faut donc se rabattre sur une solution optinthlesysteme (S).Par référence a (6.14) on sait

que le minimum global de la norme euclidienne esinée parX = (ATA)~*A"B

Vérifions d’abord si AA est non singuliére. Pour cela, procédons au tdlcaéterminant de la

matrice AA.

_Ja 3al[a B]_[@*+9a*) (aB+9ap)
ATA = [ﬂ Bﬂ] [30{ Bﬁ] N [(aﬁ +9aB) (B%+982) (6.58)

d'ou

(a? +9a?) (aB +9ap)

detlATAI= | g + 9ap) (87 +967)

= (a? +9a?)(B? + 95%) — (af + 9ap)? (6.59)
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Aprés développement diet[AT A] on parvient a :
det[ATA] = a?B? + 9a?B? + 9a?B? + 81a?B? — a?f? — 18a?p? + 81a?p?=0 (6.60)
Ce qui implique que la matrice’A est singuliére.

Prenons pour A la premiere colonne de A

Ap, = [a 3a] (6.61)
[AL Ap, | = [« Sa][a]=a2+a2=10a2 (6.62)
PPy 3a '
el B] = [« 3a][ % | = pa? + 364> (6.63)
P1 12a
d’'ou
-1 2+36a? 36
x = (AfAp,) " AFB = F 0 =50 (6.64)
La premiére solution optimale est donc :
__ [B+36
[x,0] = [T o] (6.65)
A présent prenons podr,, la seconde colonne de A :
B
Ap, = [3ﬁ] (6.66)
AbAy = 16,3617 [ 1] = 57 + 9% = 1052 (6.67)
Sachant que :
Tp _ r[aB ] _  p2
ATB = [B, 3] [12a] = afi? + 36ap (6.68)
_ B*+36af _ aB(B+36)
alory = (ApAp) 1 A}B = 2 = S (6.69)
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Par conséquent, la seconde solution optimale est:

_ af(B+36)
[0,y] = |0, “EE2 (6.70)

6-2-3-1 Interprétation géométrique :

Les composantes du vecteur de 'erreur :

E- [ez] (6.71)
d'ol e; = ax + By —apf ©.72)
e, = a (ﬁ;?@ —af = aﬁ+36§)-10aﬁ (6.73)
e, = —9a[17’;rB6a (6.74)
ete, = 3ax + 3By — 12« (6.75)
e, = 3fa (B;;;@ - 12« (6.76)
2 —
e, = 2% +10180t;ﬁ 120ap (6.77)
2_
e, = 3aB10;2aﬁ (6.78)

—9af+36a 3aB?-12ap

108
distances approximatives des points (X, y) aux déwmites Ly et Lyrelatives au systeme (S).

Il est claire que les deux écarts, respectivenegns ete, = sont les deux

puisque rang (A) = 1 aucun couple des valeurs Y>neysaurait satisfaire simultanément leurs
équations respectives.

Les points d’'une droite L parallele, en méme teraps et a L, constituent la solution optimale.
Les solutions obtenues par les deux matricgset Ap, sont les intersections de cette droite L

avec les axes.
Pour la représentation graphique et afin de figeridées on suppose que :

a=4etf =3
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Figure 6.2 : Existence d’une infimité de solutions optimalgsrésentées par la dralte

6-3Adaptation de la minimisation de la norme euclittnne au cas particulier
de I'estimation des paramétres de formg8 et d’échelley du modéele Weibull

standard

Un suivi en fiabilité d’'un certain nombre d’équipents nous a fourni une série d’'instants de
défaillances :t, t,, ...t,. En faisant les substitutions appropriées, danfofdame du modéle
Weibull standard soumis a une double transformdtgarithmique, on obtient un systéme de n
eéquations linéaires a deux inconnues :

1

1-F(t;)
1

1-F(t;)

(Bin(t; —yy) — Blnn = Inin
Bin(t, —yy) — Blnn = Inln

(6.79)

1
1_F(tn)

\Bln(t, —yu) — Blnn = Inin
ou y, est la valeur modale correspondant au maximunirttersité de linéarisation du nuage

de points :
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N{ln(ti) , Inln — } (6.80)

1-F(t;)

Matriciellement transcrit le systeni§) devient :

[in(t, —ym) 1
In(t,—yy) 1 8 Inln )
ln(t4 - VM) 1 1_F(t2)
= [ e (6.81)
In(t; —ym) 1 Inln =@
n(t, —ym) 1 —Binny | nin 1-F(tn) -
ou bien d’'une maniere condensée otXa= B (6.82)

La question qui se pose, en premier lieu, est diétda compatibilité d’'un tel systeme.

Afin de connaitre le rang du systerf® on calcule le déterminant de la matrice des adeffis

soit :
m(t; —ym) 1
Det(A) = = In(t; — —In(t, — 6.83
(4) In(t, —yy) 1 (t1 —vm) (tz —vm) ( )
d'ou Det(4) = In (%) %0 (6.84)
27YVYM

Donc le rang maximum du systeni8) est égal a 2 seulement il est inferieur au nombre

d’équations n Rang (A) <n (6)85

Parmiles[n — rang(A)] = n — 2 déterminants caractéristiques, voyons s'il entexis distinct

de zéro.

Soit le déterminant caractéristique :

In(ty —yy) 1! Inin

(6.86)
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d’apres la regle de Sarrus on a :

(6.87)
Apres avoir effectué les produits respectifs otieolb :
Copq = In(ty —yy) [lnln ! ] + in(t, — yy) [lnln ! ] +
2+1 — 1~ VM [1-F(t3)][1-F(tz)] 27 VM [1-F(t)][1-F(t3)] (6.88)
1
+in(ts = yu) [l"l" [1—F(t2)][1—F(t1>]]
Etantdonné que :
. 1
v > 0 e - ¢ (6.89)
o 1
=tz =¥ >0 e - ° (6.90)
fii- t5 — yp > O; ! >0 (6.91)

[1-F(t2)][1-F(t1)]

alors le déterminant caracteéristigig ; est non nul i€, # 0. Il S’en suit d’apres le théoreme

de Fontené-Rouché que le systéme (S) n'admet pasldigon. Or d’aprés (6.14)on sait que la
solution optimale vaut :

X =(ATA)A™B
Effectuons le produit matricielleA{A) :

[ln(t1 —¥m) 1]

In(ty —ym) Wt —ym) .In(ti—yy) .In(ty, —yy)]|In(t; —vm) 1 |
ATA = ] ln(t —V ) 1 (6.92)
1 1 1 1 l ST Y J
ln(tn - VM) 1
y - 1 k@S Voo f =
dou Al [ Yic1 In(t; —vm) n ] (6)93
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Examinons la régularité de la matri¢eA en calculant le déterminant respectif :
Det(ATA) = n XL [In(t; — yi))? — [ZiL In(t; — ya)]? (6.94)

En multipliant les deux membres de I'égaliffl4) par le facteur(n—t) il vient :

-3 Det(ATA) = Z{n BiL, [In(t: — ya)I? = [Zis(InCt; = va)] '} (6.95)
dou:

=~ ¥ [In(t — ya))? — [Z?=1(ln$—m))]2 (6.96)
ou bien :

= 23l — vl = [ =] (6.97)
ou bien encore :

=23, [In(t; — vl — 2 [t — ya)] + [l — i) (6.98)

1

n

(S in(t =yl = 210t = va) 2 Sy In(ti —va) +sn (e, —va)  (6.99)

Or on sait qu&;(1) = n il S’en suit que :

= Z[Z1y It = va))? = 2 1t = Vi) = 2oy In(t; = Vi) + 3 [Z1; InE, — van)] (6.100)

=23 {ln(t; = van)]? = 2 InCt, — van) Inti — var) + [0t = van)] | (6.101)
Finalement :
= Det(ATA) = 23 [In(t; — yu) — InCt, — var)] (6.302

On reconnait, aisément, la formule de la variarckadiariable aléatoirk(t; — y,,) Soit :
1
ﬁDet(ATA) = Var[ln(t; — yy)] (6.103)

d’ol Det(ATA) = r?* Var[ln(t; — yu)] (6.104)

154



Chapitre 6 Optimisatiomrméaire comme solution alternative aux systéelimésires incompatible

Etant donné que’nest strictement positif, alors, le signe du débeamt Det(ATA) dépend
uniguement de la varian€er[in(t; — yy)]. Or la variance comme l'indique Vincent-Giar (57)
en tant que caractéristiqgue mesurant la dispedssrpoints d’observation autour de la moyenne

posseéde un signe strictement positif.

Ne pouvant étre par définition négative, I'hnypothée nullité de la variand&r|[in(t; — yy)]
est rejetée en ce sens qu’elle suppose que I'esatab valeurs observées sont, identiquement,

égales a la moyenne.

Par conséqueritet (ATA) > 0, il résulte que la matricd” A n’est pas singuliére et admet donc

un inverse, ce qui implique que le systeme (S)qmessine solution optimale.

L’optimum ou plus exactement le minimum recherchggdl’espace des parametres inconnus est

nécessairement unique.

Maintenant calculant I'inverse g€ 4 :

n - Z?:l ln(ti_yM)
(ATA)1 = Adj(aTA) _ =¥, inCtimym)  Xiz, [inti—ym)]® 1 (6.105)
Det(ATA) n2?=1[ln(ti_VM)]2_[ ?zl(ln(ti_yM))]

Ensuite calculons le produit matrici¢l B :

- 1
Inln TR
Inln —
In(t; —ym) Itz —yy) ...In(ti—yu) ..In(ty —vm) 1-F(t2)
1 1 1 1 Inin 1-F(t)
i Inln rey
Ce qui entraine le vecteur colonne suivant :
— n . 1
S In(t; =y Inln s
ATB = (6.107)
n 1
| i=1 [nin 1-F(t;) |
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Il reste a déterminer les valeurs des inconrfuet :

n - in(ti-vm) n
[ B _ [—Z’Llln(ti—m) i, [in(ti—ym)]? 2z It =) inin F(f) (6.108)
—BInnl a3y int-yil2-[SL, nti-ym)] ~ilnln .

- 1-F(t;)
ou bien :
nyi, n(t;—vm) Inln—-~ F(t) i ln(fi—VM)lnln%(tl)
T In(ti—ym) I l:(tl yminin—r—= F(t) =Y lin(ti—ym)]? Z?llnlnl () (6.109)
iy 1r177 n I, [in(t-y )2~ [S1, (1nlti—yan)]”

dou:

nZl In(t;—ym) Inln———-%;_, In(t;— yM)ZL Inln——
g=— EIOR . s i) (6.110)
n Y, [In(ti—ym)]? [Zi=1(ln(ti_VM))]

En divisant le numérateur et le dénominateur pan wbtient I'estimateur ponctuel optimal du
parameétre de forme:
Y in(ti—ym) lnln1 F(t) nZ L In(ti-ym) Xie, Inln——

1)
B = i (6.111)
[ln(tl ym)] Z__[Z 1(ln(tl VM))]

Pour déterminer I'estimateur ponctuel optimal drap@etre d’échell@ on calcule d’abord le
terme constant 8 Inn soit :

Z?:l[ln(ti_YM)] Zn lnlnl ;(t )_Z?zl ln(ti_yM)Z ln(tl VM) Inln—-—

_BIny = =) 6.112
ﬁ n Zl 1[ln(tl YM) Z [Z 1(ln(tl YM))] ( )
ou bien :
S Inti—ym) Sy In(ti—ya) Inin——~¥ [In(t;~yam)]? B, Inln——
Blny =" - i M ) (6.113)

n I [in(ti-ya)1?-[E, (In(ti-v )]
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En prenant I'exponentiel des deux membres delitégarécédente on parvient a:

n o n ,_ 1 _¢n - 2¢m 1
Y n(t—ya) S, In(t VM)l”l"1—F(ri) Yizq[in(ti-vm)] Zl=llnln1_F(ti)

b = e nL in(t=yan) P[5 (in(evan)| (6.114)

Finalement I'estimateur ponctuel optimal du paramédtéchelley est donné par la relation :

B Z?:l In(t;i-vp) Z’{L:l In(t;-vp) lnlnﬁ(ti)—Z}lzl[ln(ti—yM)]Z Z’{L:l lnlnﬁ(ti)
0= e n ST [in(e=ya)P-[ST (in(e=va)] (6.115)

6-4 Conception de la fonction objectif du type ponéré

Dans la pratique, la norme euclidienne=|| AX — B* ||, est souvent inadéquate pour les raisons

suivantes :

a) Les données numériques peuvent correspondre araledegirs physiques différentes ou
d’échelles différentes.

b) Certaines valeurs peuvent étre plus précises qaatrds et il faut étre sar que
'approximationB* sera davantage influencée par les valeurs prégisekes autres.

c) Quand le modéle d’approximation est fondé sur wtéuié de linéarisation la fonction

objectif devient baisée.
Ces considérations conduisent souvent a assoclacue mesure un poids ndtg i =1,2,...n.
La norme des moindres carrés devient la norme aleéscpondérés de Legendre.

Plus précisément, on a :
n n
” 2 xl-jaij-bi* "2.W =X (xl-jal-j - bi*)ZWi (6116)
i=1 i=1

Matriciellement la norme de Legendre devient :

ETWE=< AX — B,W(AX — B) > (6.117)

ou E=AX-B et W la matrice de pondération suppos@estrique
157



Chapitre 6 Optimisatiomrméaire comme solution alternative aux systéelimésires incompatible

Ainsi les fonctions objectives acquierent la forsuévante :

Min _Min 1 _ _
XER"]W(X) = XeR" 2 <AX —-B,W(AX —B) >

Min1_ o0 _
xepns < AX —B,WAX —WB >
En développant le produit scalaire on obtient :

Min

XER”[< AX,WAX > —< AX,WB > —< B,WAX > +< B,WB >]

En réarrangeant les termes il découle :

X“ﬁ};‘nk X, (ATWA)X > -2 < X,ATWB > +< B,WB >]
Min 1 T -
yepn < XATWAX > —< ATWB,X > +< B, WB>]

A I'optimum le gradient de la fonction objectif el
VJw(X)=(ATWB)X — ATWB= 0
En supposadf WA définie positive 'optimum pondéré est fourni par
Viw(X)=(X)=0 < X=(ATWA)~'ATWB

Le calcul de la matrice de Hesse donne :

V2], (X)=ATWA(6.125)Sachant quela matrice de pondération Vd&fatie positive par

(6.118)

(6.119)

(6.120)

(6.121)

(6.122)

(6.123

(6.124)

construction (4) domt” WA>0cela implique que la fonction objectif (6.118) eshvexe et

I'optimum obtenu est un minimum global.

6-4-1 Perfectionnement des estimateurs ponctuettes paramétres de forme 3 et

d’échellen du modele Weibull standard bi-logarithmiquement tansformé par

'usage de la norme de Legendre :

Il est évident que les deux fonctions objectif exdwement,
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i~YM g 2
Min zzzl{F(ti) - [1 — 5 ]} (86)

1
1-F(t;)

2
et Min 3P, {Inin — [RIn(t; — ya) — Rlny]} (6.127)

sont différentes, car la premiere est liée au neod&kibull standard originale alors que la

seconde est associée a sa forme bi-logarithmiquemagsformeée.

Ainsi dans I'espace des parametreg [&s deux minimum ne coincident pas.Les estimatders
3 etn obtenus a partir du premier indice de performasw# incontestablement plus slrs que
ceux dérivés du second en raison de I'effet dealastormation logarithmique double appliquée

au modele Weibull standard.

Afin de pallier a cet inconvénient, on intégre ddasstructure analytique de la fonction
objectifun facteur de pondération. Dans les cood#idu modele Weibulllogarithmiquement
transformé, puisqu ‘on démontre que le facteuradpration pour une série ti;i=1,2,..,n non

corrigée vaut :

wi = {[1 - F(t)] In[1 - F(t)]} .188)
ou

w; = [R(t;) InR(t; )]? (6.129)

alors pour une série corrigée avec la grandeuratarea modale on trouve :

w; = {[1 = F(t;i-ym)] In[1 — F(ti-ya) ]} (6.130)
ou bien w; = [R(ti_yy) InR(t;— vi)]? (6.131)
Par conséquent, la seconde fonction objectif acgdiealement, la forme analytique suivante :

1
1-F(t;)

2
Min ¥, {lnln — RIn(t; — yy) — Rin n} [R(t; — yu) MR(t; — va)]? (6.132)
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Matriciellement transcrit cela donne :

Min EWE = Min[AX — BTW[AX — B] (6.133)
_ . Inin —
m(t; —ym) 1 B 1-F(t1)
1
In(t, —ym) 1 Inin 1-F(tp)
OUA = B X = ; B = 6.134
In(t; —vm) 1 Inin 1 (6.134)
1-F(t;)
LIn(t, —yy) 1. | —Blnn| Inln —
| 1-F(tn)
i 2
[R(t;—yum) INR(t;—yu)] 0.... 0.... 0
2
0 [R(t,—yn) INR(t,—Vr)] 0.... 0
et W — . cer wae aaeas T (6135)
0 0.... [R(t;—yy) IMR(t;—yY )] 0
0 0.... 0.... [R(tn—vm) IMR(tn—ym)] ™ |
Rappelons que W désigne la matrice de pondération.
On sait déja d’aprés (6.124) que le minimum abdelia fonction objectifMin [AX — B]"W[AX — Blest égal & = (ATWA)"1ATWB  (6.136)
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Maintenant calculons l'inverse de'WA

T _1 _ Adj(ATwaA)
Soit (ATWA)™t = 2o (6.137
[ 1[R(ti—ym) InR(ti—ym)]? - YL [R(ti—ym) InR(t;—ym)]?In(ti—ym)
_ Yin R(tl—YM) InR(tj—ym)1%In(t;—ym) L [R(ti—ym) InR(tj—ym)]1? (6.138)
o3 [R- m)lnR(tl )| EL R G- ya) InR =y 2 (k=) ]2~ [S1L [R(5-ya) InR (G —ya) P In (e —ya)]
Par ailleurs on a :
L [R(ti—ym) InR(t;— 2 ™ [R(¢; InR(t;— 2In(t;—
ATWA = [ —1[R(ti=Vm) (21 Ym)l i=1[R(ti—Ym) (ti—vm)l ( VM)] (6.139)
2 1[R(t —Yu) IR(¢)]* In(t;—ym) i=1[R(ti—yu) InR(ti—y)]?
A présent calculons le produit matricied” WB
i1 [R(ti=vm) InR(t;i—ya) 1 In(t; —]/M)lnlnl F(t)
ATWB = . , (6.140)
“1[R(ti—ym) InR(t;—ym)] lnlnl F(tl)
De la on passe a la détermination des valeurs mesndes paramétres de forme B et d’échelle
"L IR(ti=va) InR(E=ya)]? 3T [R(t=ym) IR =y a) Pinti=yan) ]ZL 1RCE=ya) IRy a0 Inlti=yandning e
[R(tl ym) InR(ti—ym)?In(ti——ym) — iz, [R(ti—ym) InR(t;—yMm) 12 [In(t;—ym)]? t [R(ti—Ym) InR(t;=ya)]? Inln——
¥ = () (6.141)
L [RE—ym) MRt —ym)]? 21, [R(ti—vm) InR(t;—ym)]? [In(t;—ym))? 1 [R(ti—ym) InR(t;—ym)]?In(t;~ VM)}
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L’estimateur pondére du parametre de la forme Qast

i=1[R(t) InR(t)]? ZiL; [R(t) InR(&)]?In(ti —yn)Inln-—— F(t) ~ZiL1[R(t) IR InCti~yn) T4 [R(t) IR Inlng—es “F(t) 6.142
p= n[R(tp) INR(E)1Z I, [R() InR(E)]Z [In(t—yn)12—{Z, [R(t) InR(t)]2In(t;—yn)} © )
ou bien
L IR(®) lnR(ti)]Zln(ti—yn)lnlnl_Fl(t.) — 7 Ziz1 [R() INR(E)1%In(ti—yn) TiL, [R(E) lnR(ti)]Zlnln—l_Fl(t,)
g = V) 3IL4[R() InR(t;)] - (6.143)

n . NE v ]2 1 (yn _ Y12In(t: —v. )12
=1 [R(t) InR(t)]? [In(ti—yn)] Z?=1[R(ti) lnR(ti)]ZLZI=1[R(t1) InR(t;)]2In(t; YH)}

Pour la détermination de I'estimateur pondere darpatre d’échelle n, on calcule d’abord la grandeu8lm

i=1[R(t) INR(&)1?[In(ti—yn)]? Xi=; [R(t) InR(t)]*Inln—— )Z 1[R(t) InR(t)]12In(ti—yn) i, [R(t) InR(t)121In(tj—yn)Inln———

Bl = o =0 (6.144)

n=1[R(ti)lnR(ti)] . [R(t;) IR 12 [In(t—yn)12—{ZR, [R(6) InR(6)]2In(t;—yn)}”
L, [R(t) InR(6)121n(ti =) B4 [R(E) IR0 (t —yn)Inin——=—=F1L [R(t;) INR(E)12[In(t;—yn)1? ZIL4 [R(t;) IR ()] 2 InIn——

Inn® = =) 1F(L) (6.145)

n[R(t) INR(t)I2 1L, [R(ty) INR(t)12[In(t —yn)]2— {1, [R() InR(E)12In(ti—yn)}”
2L, [R(g) InR(g;)] ln(t —vn) 21 [R(t;) InR(;)] ln(t \(n)lnln1 R -2 [R(y) lnR(tl)] [In(t; yn)] P [R(t)lnR(tl)] lnlnT(t)
n® =e SIL 4 [R(t) InR(6)] S [R () nR(e)] [ (t-vn)) {11, [R () nR ()] ln(ti—Vn)} (6.146
8| ZalR(e) R tn(eiyn) Ey [R() R (60)] tneymym)mine s [R(er) tnR(e0)) [in(eimyn)]” Sy [R(e0) R ()] ntns—
Fina|ement on trouven — e Z?=1[R(ti) lnR(ti)] Z?=1[R(ti) lnR(ti)] [tn(t;~vn)] _{Z?=1[R(ti) lnR(ti)]Zln(ti_Vn)}z (6147)
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incompatible
6-5 Organigramme de résolution optimale d’'un systemlinéaire
iIncompatible AX# B
-Rang(A) <n
-Existence d’'un déterminant
aractéristique non nul
ou bien Rané A < Ran& A&
Systeme incompatible
EX|§tence desglutlons : Dét(AT A)'l;&O
optimales multiple
Non
Oui
- Cas d’'un Modele non linéarisé - Cas d'un Modeéle linéarisé
- Minimisation de la norme - Minimisation de la norme de
euclidienne Legendre
- Existence d’'une-solution --Existence-d'une solution minimale
minimale X = (A" AY'A'B améliorée X = (AWA)'AWB
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6-6 Optimisation non linéaire et modélisation de Impact du nombre de

composants indispensables sur la fiabilité d’'un sy&sme monté en série

On se propose dans ce qui suit de montrer queda em ceuvre, sans, discernement, de la
méthode des moindres carrés qui implique la mirdtioa de la norme euclidienne au modéle
linéarisé revient au fait d’adopter '’hypotheseosdaquelle I'erreur quadratique associée a la
forme non linéarisée du mod&lg_, (e;)* est identiquement égale a I'écart quadratique lié

sa forme linéariség ™, (E;)? :
Min ¥ (e;)? = Min(E;)?(6.148)

Pourtant cette égalité est dépourvue de tout foedetogique, ce qui entraine I'obtention des

estimateurs moins sirs pour les paramétres inconnus
Deux alternatives s’offrent a nous pour pouvoirtoamer ce probléme.

I.  Soit rechercher rigoureusement les grandeurs pargoes inconnues en se servant
d’'une technique d’estimation adaptée aux modéladinéaire; en particulier la
méthode de Newton-Raphson.

ii.  Ou bien tenir compte de la transformation dueltn&arisation a I'aide des
coefficients de pondérations,ce qui nous conduit a la minimisation de la norme
euclidienne. Les estimateurs ponctuels optimawpdesmetres obtenus par la
minimisation de la norme euclidienne peuvent éméleorés d’'une maniere
significative en effectuant la minimisation de @me de Legendre.

En général, la prise en ligne de compte des aiefiis de pondération dans I'élaboration de
la fonction objectif correspondante permet de nédigrreur quadratique du lissage d’'une

maniére satisfaisante.

Dans la littérature consacrée au probléeme de Hilifé&a [46], on se contente seulement de
représenter l'allure graphique de la relation lidmtfiabilité d’'un systeme montéselon le
schéma en série avec le nombre de composants sanayiant identifier le type de modeéle

pouvant rendre compte de ce genre de relation.

A partir d'une simple représentation des donnéesebrde fiabilité, on effectue un lissage
selon un modéle mathématique approprié en utilidatitord la technique de minimisation de
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la norme euclidienne, ensuite en appliqguant la od#hde minimisation de la norme de

Legendre afin d’obtenir des estimations ponctuetsghrametres inconnus plus fiables.

Nous n’avons pas besoin de procéder a la colldesedonnées de fiabilité car on peut les

confectionner par un simple calcul basé sur quatpethéses :

i.  Hypothese d’'indépendance de I'avénement des dafadks.
ii. Hypothese de probabilité de bon fonctionnement éléaire des composants en fixant
arbitrairement un niveau supérieur sgit= 97%.
iii. Choix de 33 systemes;; j=1,1,....,m en faisant varier le hombre de comptsa
indispensables dg+2 a n3;=200.
iv.  Hypothése d'un schéma d’assemblage de composantgr@m qui implique que

'avarie d’un élément engendre la défaillance de te systeme.

Il est évident, dans ces conditions de faire usiega formule d’évaluation de la fiabilité du

systeme correspondant au schéma d’assemblagei@saéR, (t) = [[j=, Rs(t) (tableaul.l).

Aprées avoir effectué les calculs nécessaires, diertles données qui sont regroupées dans
le tableau (1.6). La forme du diagramme de dispearscorrespondant a la série

[n;, R;(t)] est illustrée par la figure 6.1

09+ B

08r B

07 B

06 B

Riit)

05¢ -

04} 1

03+ B

02 B

01r B

0 50 100 150 200
nj

Figure 6.3 :Représentation graphique du nuage de points du meomjig=1,2,...,33 de

composants indispensables et du niveau de fiad#iteysteme correspondant.
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Tableau 6.1 :Regroupement des données de fiabilité.

N=°de Nombre Fiabilité d’'un Fiabilité du systéme
série des systemes de composants Composant quelconque correspondant :
S; indispensables ;n Re(t) =97% R;(t)
S, 02 97% (0.97)2=0.94
S, 03 97% (0.97)3=0.91
S, 04 97% (0.97)%=0.88
S, 10 97% (0.97)1°=0.74
Ss 15 97% (0.97)'°=0.63
S, 20 97% (0.97)29=0.54
S, 25 97% (0.97)25=0.46
Sg 30 97% (0.97)39=0.40
So 35 97% (0.97)35=0.34
Sio 40 97% (0.97)*°=0.29
Si1 45 97% (0.97)%=0.25
Si2 50 97% (0.97)5°=0.22
Sys 55 97% (0.97)%5=0.19
Sia 60 97% (0.97)5°=0.16
Sis 70 97% (0.97)7°=0.11
Sie 85 97% (0.97)85=0.07
Si7 90 97% (0.97)°°=0.06
Sig 100 97% (0.97)1°°=0.05
Sio 105 97% (0.97)195=0.04
Sa0 115 97% (0.97)115=0.03
Sy1 120 97% (0.97)12°=0.027
S,y 125 97% (0.97)125=0.22
Sys 130 97% (0.97)13°=0.019
Sya 140 97% (0.97)1%°=0.014
Sys 145 97% (0.97)145=0.012
Sye 150 97% (0.97)159=0.01
S,7 155 97% (0.97)155=0.009
Syg 160 97% (0.97)16°=0.008
Sy 170 97% (0.97)'7°=0.006
S30 185 97% (0.97)185=0.004
Sa1 190 97% (0.97)*°°=0.003
Say 195 97% (0.97)1%5=0.0026
Sas 200 97% (0.97)299=0.0023
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Etape préliminaire : cette phase occupe une plaggate dans le processus de modélisation.

En effet, afin d’éviter toute erreur de spécifioatide modéle du lissage a proposer il y a lieu
de procéder a un examen, attentif du diagrammesperdion mettant en jeux le nombre de

composants et le niveau de fiabilité du systemees (voire figure 6.1).

L'analyse du diagramme de dispersionmy, R;(t) ] montre une tendance du diagramme de

distorsion de décroissance exponentielle. D’aédgyure 6.1 il semble que le modéle le plus

adéquat pour rendre compte de ce comportement géguaéest donc du type :
Z=hexpax (6.149)
ou h eto sont deux paramétres inconnus.

La linéarisation de ce type de dépendance impligpelication de I'opérateur logarithmique
népérien.

Inz=Inhe™ @

*=Inh—ax (6.150)
En posant :

y =Inzet 6= Inhon obtieny = § —ax (6.151)

L’association de I'équatiorin z = In h — ax aux données d’observation du tableau (6.1) nous

permet d’aboutir a un systeme de 33 équationsitega

ax; +Inh =Inz;

-ax, +Inh =1nz,

S —ax; +Inh =Inz; (6.152)

—axz, +Inh =1Inzs,
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Matriciellement on a :
_Xl r |
—C [ 1’121'
.XZ 1 In z,
x 1 = Inz, (6.153)
" "lInh [Inz, |
E| "
Plus brievement AX=B
_Xl 1 |
— [In z4 7
.XZ 1 In z,
ou: A=l ' |:X= B,
)ﬁ 1 ani
o Inh [In z,, |
| Xs31] "

Etudions la compatibilité du systéme (s) en utilida théoreme de Kronecker-Capelli. Pour

se faire calculant d’abord, le rang de la matriee cbefficients [A]soit :

X
det |”?!

% 1| = x; — x,70ce qui signifie queRang(A)=2 (6.154)

Calculons maintenant, le rang de la matrice élgdAjB].

Pour calculer le rang de la matrice élargie [AB] émlue le déterminant de la matrice

composite [AB].
Le déterminent de la matrice composite [AB] est&ga

x; 1 Inz
Det[AB]=[x2 1 Inz, (6.155
x3 1 ln 23
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L’application de la régle de Sarrus donne :
(6.156)
Det[AB]:x1 11’1 Z3 + xZ 11’1 Zl + .X3 11’1 Zz - x3 ln Zl - xl ln Zz - xz ln 23
%x,(Inz3 —Inz,) + x,(Inz; —Inzz) + x3(Inz, —Inz,)
=x, 1nj—3 + x, 1nj—1 + x5 1nj—2 + 0 d’ou Rang [AB] =3. (6.157)
2 3 1

Par conséquant Rang[&Rang[AB] et d’apres le theoréeme de Krenecker-Calgeflysteme (S)

est inconsistant .

Ainsi la recherche des estimatedirs: In h et ¢ nécessite la minimisation de la norme

euclidienne par rapport au modele exponentiel iirséa:
min||AX — B|l, = min X ,(z; — 6 + ax;)? (6.158)
Or on a vu que la solution minimale de cette fanctbjectif est donnée par :
X =(ATA)A"B .169)

Trouvons d’abord la matricd” A ensuite vérifions si elle est inversible :

x; 1
X X 1 ZT‘_ x2 27.1_ X
ATA = X1 X2 n _2 | = i=1" =17 (6160)
[1 1 1] P X n
Xn 1
Le calcul du de” A) donne
noxZ Yoy

detD) =|gn . T |TnEE - Q) (6.161)

Donc detd” A)= 0 et la matrice4” A) est non singuliére, d’ol I'existence l'inverse(déA).
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n _Z?=1xi
T an—1 _ Adj(Atwa)  |-¥ x; Y x?
(A4ra)~" = Det(ATA)  nym x?—(NL, %) (6.162)

i=1"1

Calculons maintenet’ B :

In z;
. In z, o Te
ap=[r % T = Zézf{rllnzlz‘] (6.163)
ln'zn
Par conséquent la solution optimale vaut :
no =Xhml
-l R P s

Apres avoir effectuéle produit matriciel, on obtits estimateurs ponctuels non pondérés des
deux paramétras eté= In h soit :

_ nYiqxinzi=Y;_ 1 x;¥i_,Inz; (6.165)

_a o
nEiL, xf— (i, x)?

Divisons le numérateur et le dénominateur par n :

1
=Y X Nieg Inzi=Yi, x;Inz;
n 1x 1 nz 1x nz (6166)

2_Lymn 432
i=1xi n(2i=1xl)

O!O:

2
_5 = =1 X Y=g Inzg — XL, o Yt xiInzg
0 =

Puisqued, = In h, alors hy = expé, (6.167)

Remarquons que ces deux estimateurs comporteréfantadar ne ils correspondent pas au

minimum de la norme euclidienne par rapport au rieoden linéaire soit :

min||AX — Bl|, = X" ,[z; — hexp(—ax)]? (6.168)
Mais ils sont liés a la forme linéairisée du modmledement dit :
min||AX — Bl|, = X ,[z; — 6 + ax]? (6.169)
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Ce qui est tout a fait différent. Néanmoins, il gsssible de réduire I'impact de la
linéarisation du modele sur I'estimation des patagser, etd, = In h, en employant la

norme de Legendre.
6-7 Recherches des estimateurs ponctuels pondéeré&s gharametresa, et g,

Afin de trouver les estimateursoptimaux ponctuelsdgrés, il faut minimiser la norme de

Legendre soit :
min||AX — Bll,,, = min Y[z, — hexp(—ax)]3; ou:w; =0;i=12,...,n (6.170)

Dans le contexte du modete= exp (—ax) sous sa forme linéarisée, on prouve que le facteur

de pondération est égahg; .= z;% ; i=1,2,...,n.

En intégrant le facteur de pondération= z;? dans la structure analytique de la fonction
objectif(6.170), on obtient :

min||AX — B||;,, = min [AX — B]" w[AX — B] = min Y- ,[z; — hexp(—ax;)]?z} (6.171)
Comme la solution minimale est égale a :
X = (ATWA) *ATWB on calcule directement I'inverse de la matricgpdadératiod” W4 ,

car I'association de la matrice de pondératiom’influe pas sur le caractére inversible de

cette derniere.

Soit :
?:121'2 - ?=1Zi2xi
T _1 _ adjaATwa) _ -3 zhx Y zEx?
(Awa)=— = det(ATWA) ~— Y1, z2¥M . z2x;2— (31, z7x;)? (6.172)
A présent, calculons le produit matricielEW A :
— 2 —
[z 0.. 0.. 0] mZ;
. Loz 0.. 0 [|"%
T —[*1 "2 all . . . | : :
AWA_[1 : ) ; . 2 (6.173)
lo 0.  z. OJ "l
2 ‘ )
0 0 0... Zn -an‘rzl 1-
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Ce qui nous ameéne a :
Atwa = |2 :‘11222:?1 (6.174
Le vecteur des inconnus paramétriques est donc :
Ap ‘ Zyljle ZZL ;sz? i 1Z x;In z;
X= [5 YL, 7 LL j 17Exi? —l(él 12Ex)? | Y z2In z; l (6.175)
d'ou
—a, = e (6179
Donc I'estimateur optimal ponctuel pondéré du pariaewn est égal a :
oy = B ot e 6177
ou bien
z" sz L1 20 S 2 Inz= Y 2f % Inz;
a, === L% — (6.178)
Lzl 2?1 LZ(ZL 128%)?
L’estimateur optimal ponctuel pondéré du param&tst donc :
Puisquen, = expé, alors h, = expd, (6.180)

La détermination des estimateurs ponctuels ponaériduit a un gain de précision qu’on

peut mesurer par le rapport des racines carrésrdas's quadratiques.

Jo \/Z’{L:l(zi—hpexp—axp)z
Yo S Gimhgexp—axy)?

181)
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Graphiquement, ce gain de précision se traduitipaneilleur ajustement du nuage de point
N{z;, x;} au modéle exponentig}, = h,exp — ax, et cela comparativement au méme

modele avec des estimateurs non pondérés desgiaegang, hy soit = hyexp — ax,

6-8 Presentation des resultats du lissage exponesiti

Tableau 6.2 :Estimation non pondérée des paramétres.

Parameétre Valeur correspondante
8, = Inhy -0.014769
hy = Exp 6, 0.98534
@ 0.030425

Tableau 6.3 Estimation pondérée des parametres.

Paramétre Valeur correspondante
5, =1Inh, -0.0014348
h, = Exp &, 0.99857
a, 0.030686

Tableau 6.4 :Ajustement sans pondération du modeéle

Forme analytique théorique Forme analytique concrie

Zo = 0.98534exp0.030425x)
Zo = hpexp(—ayx)
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ewolution des erreurs quadratiques

x 10

erreur quadratique non ponderée, ’

200
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xi : Nombre de composants indispensables

I'erreurquadratique sans pondération

200

T
nuage de points

*

ajustement non pondere du nuage de points

|
100
Xi : Nombre de composants indispensables

140 160 180

120

Figure 6.4 : Ajustement sans pondération du Figure 6.5 : Evolution de

modele au nuage de points

Tableau 6.5 :Ajustement avec pondération du modéle.

Forme analytique

Concreéte
0.99857exp(—0.030686x)

Zp=

-
140

Xi : Nombre de composants indispensables
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6-9 Ajustement graphique comparé avec et sans pondérati du modele

exponentiel décroissant au nuage de points

x 10
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i : Nombre de composants indispensables Xi : Nombre de composants indispensables

Figure 6.8:Ajustement graphique compare | Figure 6.9 :Evolution de l'erreur
avec et sans pondération du modéle au quad[athue comparee avec et sans
nuage de points. pondeération.

Commentaire | :

La représentation graphique, d’'une maniére simé#amles deux lissages indiquent
visiblement que les deux ajustements s’appliquetdléament I'un sur l'autre. Cela est
d’autant plus vraisemblable que I'évolution compigeades deux écarts quadratiques avec et
sans pondération par rapport a une échelle vestiphls grande montre qu’ils sont en
apparence nuls(figure 6.10). En réalité, cela eaiment erroné, car si nous opérons un
‘zoom’, on observe facilement un écart entre lasxdmurbes de lissage. Plus précisément la
seconde courbe d’ajustement obtenue en employanédBmateurs pondérés parait plus

proche du nuage de points comparativement a laiprem

Par conséquent, la haute qualité des deux typgsstBanent ne devrait pas conduire a la
conclusion hative selon laquelle il n'y a pas d&idction entre le premier et le second lissage
exponentiel. D’ailleurs I'évolution comparative paspport a une échelle verticale plus
réduite, des deux écarts quadratiques -avoisisgatématiquement, la valeur nulle- montre

malgré tout une nette diminution de l'erreur d’aégusent engendrée par I'estimation des
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parametresh,, eta, suite a la minimisation de la norme de Legendeda@eut dire que la

performance du second lissage est supérieure angure

e el el ety
c
2 I I I I erreur quadratique non pondere |1
| | | | |
\g 0015 - — - —— 4 — L 1] erreur quadratique pondere L
° T T T T T
S : : : : I I I I I :
o | | | | | | | | | |
R e S A R
%] | | | | | | | | | |
g I S S S N B N R A
g 0005 - - T T T T T T T
>
@ R S B S Y R
R L
= I I I I I I I I I I
6 | | | | | | | | | |
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g'0-0057777\7777777T777\7777\7777777T777\7777\7777
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X T A S
g R S B S Y R
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g QOB
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_002 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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xi : Nombre de composants indispensables
Figure 6.10 :Evolution des erreurs quadratiques non pondéréaesnelerées avec échelle

verticale agrandie.

Tableau 6.6 Ecart entre valeurs observées et modele théorique.

Type d’écart quadratique Valeur correspondante
1 0.00076984
Eo = Z[Zi — hoexp(—aox;)]?
i=1

1 5 0.00024273
Ep, = Z[zi — hpexp(—apxi)]
i=1

Tableau 6.9 :Gain de précision par rapport a I'ajusement.

Rapport des écarts quadratiques Valeur correspondae
R = Ep 0.3153
Racine carré du rapport des écarts Valeur correspondante
guadratiques
E 0.56152
)
GP= |-
Eo
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Commentaire Il :

Le rapport des deux écarts quadratiques traduitradaction significative de I'erreur de
l'ajustement. On remarque un trés grand gain decigiolh dO principalement au
perfectionnement des estimateurs des paramétrigg, &lia minimisation de la norme de
Legendre au lieu de la norme euclidienne, ce quiraguit par un ajustement quasiment
parfait des données d’observation avec le modealgistement exponentiel comme le montre

la figue 6.5.

Conséquence Ces résultats nous montrent que le schéma d’asagenbdes composants en
série a pour inconvénient la réduction importargdadfiabilité du systeme qui peut devenir
nulle pour un nombre élevé d’éléments méme si dailfié individuelle est trés élevée.
Heureusement qu'il existe des techniques de redmedgui permettent de maintenir la
fiabilité des systemes a un haut niveau, sinon sewiil viable. Malheureusement la technique
de redondance arrive rapidement a un niveau deratatu Seul le développement
technologique est en mesure d’accroitre la figbdilun équipement sans pour autant avoir

des effets majeurs.
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Chapitre 7 Résultats du traitement statistiquepdriqgue des données de fiabilité et leur integpic.

7-1 Présentation des données de défaillance

Généralement, les données de survie qu’on se pEaposraiter sont issues de I'exploitation du
matériel. Dans le but de donner une illustrationctete de I'application du modéle de Weibull
standard soumis a une transformation logatrhimidugble, on s’est contenté de recueillir des
données de fiabilité d’exploitation se rapportaglement a deux dispositifs notamment, relais

et mécanisme.

Parallelement, on a essayé d’adapter la colleceddenées de fiabilité de fagon a tenir compte
uniguement des deux parmi les trois variantes plessides valeurs modales du parametre

d’originey a savoir yv < 0,yv > 0. L’étude du cas ow, = 0 requiert une approche patrticuliere.

Le caractére fastidieux des calculs n'a pas pu éémassé que par I'élaboration d’'un long
programme informatique issu du logiciel MATLAB.

Tableau 7.1 :Relevé historique des instants de
défaillance en heures du dispositif laike

1283| 4865| 8185| 13210| 28946 Tableau 7.2 :Relevé historique des instants de

1887 5147 8559 14833 29754 défaillance en heures du dispositMécanisme.

1888| 5350| 8843| 14840| 30822

150| 2750| 3900 4900

2357| 5353| 9305| 14988| 38319

700| 2950 4000| 5000

3137| 5410| 9460| 16306| 41554

1000| 3050 4100| 5200

3606 | 5536| 9595| 17621| 42870

1400| 3150 4200| 5400

3752| 6499| 10247| 17807| 62690

1600| 3250| 4300| 5600

3914 | 6820| 11492| 20747| 63910

2000| 3350 4400| 5700

4394 | 7733 | 12913| 21990| 68888

2150 3450 | 4500| 6000

4398 | 8025| 12937| 23449| 73473

2350| 3600 | 4600| 6200

2500 3700| 4700| 6600
2650 3800/ 4800

Remarque :

Avant d’entamer le traitement effectif des donnés dvaries il est nécessaire de situer les
résultats de la fiabilité d’exploitation dans ledlma général de la typologie des principaux essais
de survie afin de pouvoir spécifier le mode caltmite a adopter.
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7-2 Apercu sur les principales catégories d’essaie fiabilité
7-2-1 Définition d’'un essai de fiabilité :

C’est un type d’expérience menée, en général, bardioire, qui consiste a soumettre un
échantillon de piéces ou de dispositifs lors dpHase de conception, de développement ou de
production, a un certain niveau de contrainteséesgiren nature et en intensité, dans le but de
connaitre les caractéristiques réelles de fialdlitdh composant ou d’'un systeme, notamment :

i. La connaissance du mode prédominant de défaillance.
ii. La détermination du seuil réel de fiabilité.
iii. La détermination et la justification des actionsrectives requises.
iv. La comparaison des résultats obtenus du traitepagmapport aux objectifs fixés.
7-2-2 Typologie des essais en fiabilité :
L’analyse fiabiliste dispose d’'un éventail de typésssais de fiabilité dont voici un apercu.

7-2-2-1 Essai de conformité :

Il s’agit d’une expérience realisée dans des carditde laboratoire ou d’exploitation pour
savoir dans quelle mesure la valeur d’une certiddité est concordante avec les objectifs
fixes.

7-2-2-2 Essai de détermination :

Il s’agit d’'une expérimentation réalisée dont I¢ &ést de déterminer la valeur d’'une
caractéristique de fiabilite.

7-2-2-3 Essai simple tronqué :

C’est un type d’expérience qui se distingue a is par I'application de contrainte a intensité
normale et par la fixation a priori d’'un temps dé&irdes opérations de I'essai.

7-2-2-4 Essai simple censuré :

C’est un type d’expérience margué en méme tempkapgatication d’'un ensemble de
contraintes a intensité normale et un arrét desatipés de I'essai dés I'apparition d’'un nombre
de défaillances fixé a I'avance.

7-2-2-5 Essai de fiabilité en exploitation :

C’est un genre d’expérience réalisé dans des donditéelles d’exploitation et la vérification de
la conformité d’'une caractéristique en méme teraketermination de la fiabilité opérationnelle.
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7-2-2-6 Essai accéléré :

C’est une expérience, au cours de laquelle le nides contraintes appliquées est choisi de sorte
gu’il soit au-dela du seuil fixé dans les condisarormales d’exploitation afin d’accélérer
impact des contraintes sur le dispositif objet’dssai.

7-2-2-7 Essai sous contraintes échelonnées :

Il s’agit d’une expérience pendant laquelle unéatee contrainte est appliquée a un échantillon
de composants ou de systemes lors de périodesssivaed’égale durée avec des niveaux
croissant d'une période a l'autre.

7-2-2-8 Essai sous contraintes cycliques :

En fait, il est question d’expériences dans ledgaan prévoit I'interruption périodique de la
puissance des contraintes exercées aux dispasitifais au processus de vieillissement, dans le
but, de favoriser I'apparition d’'une certaine catég particuliere de défaillance.

7-2-2-9 Mode de traitement des données de défaillamd’exploitation :

Maintenant reconsidérons, le cas particulier retahotre travail qui se rapporte aux données de
défaillances issues de I'exploitation réelle d’'qui@ement. En fait, il s’agit d’'une sorte d’essai
de fiabilité en exploitation (7-2-2-5). Dans ce @éygexpérience, on désire connaitre la fiabilité
des dispositifs, dans des conditions concrétes @& ®n service. Plus précisément il est
guestion de déterminer la fiabilité opérationneldans la mesure ou les contraintes appliquées
sont tout simplement, normales alors le traitemmrhputationnel des données des avaries
s’opére de la méme maniere que dans le cas daildssype simple.

Une précision importante, concernant la conduite a@érations de traitement computationnel
des données de fiabilité s'impose vu que la taie certains échantillons objet d’investigation
est grande. Statistiguement parlant, dans ce lcast permis de procéder par regroupement des
données de défaillances en un certain nombre dsedeaet appliquer ainsi, le test de X2 sur la
validité du modele Weibull standard au lieu dests de Kolmogorov- Smirnov et binomial
simplifié. Bien que cette procédure soit dans uextaie mesure, techniguement fondée, elle
présente I'inconvénient majeur d’aboutir a une @eéfinformation vitale car on utilise non pas
les données ponctuelles mais on emploie les varrespondantes aux centres de classes. I
ressort, donc, que cette méthode de traitement g@tigpnnel des données de défaillances n’est
malheureusement pas entierement valable car efirereen contradiction avec [|'objectif,
d’aboutir & un résumé optimal de linformation digfble, et exerce, automatiquement un
impact négatif sur I'estimation des parametres nncs alors que les moyens computationnels
existants, de part leur puissance et leur vitefisend 'opportunité d’agir, d'une maniere, plus
rigoureuse en mettant en exécution I'algorithmglles pertinent possible.
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7-2-3 Détermination comparative de I'estimateur dyparametre de localisationy du
modéle Weibull standard :

rd | T ] |
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Figure 7.1 :La Représentation graphique de — 3 |arctanh Ry, (y)|avec paramétrage en fonction

de la valeur modale de gamma positive pour un difiporelais.
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Figure 7.2 : Représentation graphique e — 3 |arctanh ny| avec parameétrage en

fonction du paramétre d’origing dont la valeur modale est négative pour un disiosi
mécanisme.
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Commentaire 1:
Puisque la forme analytique du test unilatéral deadsformée de Fisher, au risque= 5% est

donnée par I'inéquation :
vn—3 |arctanh ny(y]-)| > 1,645 (7.2)

Zl LIn(ti-vym) lnln1 F(t) nZL L In(t;— yM)Zl 1 lnln1 F(t)

(7.2)

OUny ) =

1 1 2
\/Z%Ll[m(ti_y’”)]z _E[ln(ti_y’”)]zJZ?=1[lnm1—F(t )] [lnln1 F(tl)]

alors, la droite horizontale correspondantv: — 3 |arctanh R, (v)| = 1,645

est la limite en deca de laquelle I'hnypothese d’limison linéaire entre les grandeurs variables :

In(t; —yy) et Inln (7.3)

1- F(t)
est rejetée alors que pour les valeurgn — 3 |arctanh Ry, ()|

située au dessus d’elle, I'nypothése d’'une reldtigaire entre les variables sus indiquées est

acceptee.

Puisque le traitement numérique des données dét@abconduit a

Max vn —3 |arctanh ny(y]-)| > 1,645 (7.4)

alors la linéarité de la relation entre(t; — y,,) et Inln est admise, de méme le modele

1- F(L)

théorique de Weibull est valide.

Sachant que pour le dispositif relais, le maximuobagl de la quantit¢n — 3 |arctanh ny(yj)|
est atteint au point d’abscisgg = 1122 heures et d’ordonnée :

Max Vn — 3|arctanh ny(y]-)| =2,16101 (7.5)

alors la valeur modale correspondant au niveaurmanr de redressement linéaire du modeéle
Weibull logarithmiquement transformé sera consid@@mme estimateur ponctuel du parameétre

d’origine et dong,, =1122 heures.

Ceci est valable aussi pour le. sysieme type mcoanpslisque

Max v'n = 3|arctanh R, (¥;)| =3.846 (7.6)
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La valeur modale du paramétre d’'origine agj; = -3775 heures, cette méme valeur est donc

I'estimateur ponctuel de Gamma.

ZFisher inverse

- 2000
gamma(heures)

Figure 7.3 :Représentation graphique des trois termes duitagtdal de Z-transformée de
Fisher avec paramétrage au seuil de risgee5% en fonction du parametre d’origipedont la

valeur modale est positive.
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Figure 7.4 :Représentation graphique des trois termes duitagtdal de Z-transformée de
Fisher avec paramétrage au seuil de risgee5% en fonction du parametre d’origipedont la

valeur modale est négative.
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Commentaire 2 :
Les limites de l'intervalle de confiance de z —sfammée de FISHER avec paramétrage sont
données par :

L ] Ryy(ym) | 1,96
i- Limite Sup :Zg,, (yy) = arctanh R, (y) + 2(’;—_1”) + 7= (7.7)
i~ Zpmoy(yn) = arctanh Ry, (yy). (7.8)

Ryy(¥ym) 1,96
2(n-1) Vn-3 (7.9)

iii- Zis(yy) = arctanh Ry, (yy) +

Comme le montre la figure 7.3 (cas du dispositiaisg, la courbe correspondant au terme
intermédiairez,,,, (yy) est bien encadrée par les deux courbes coincalat les limites du

test bilatéral de Z transformée de Fisher. Il stéihdonc que I'hypothése d’une liaison linéaire

1
1-F(t;)

entre les deux variableBi(t; — yy); Inln est vraisemblable avec un niveau de confiance

de(1 — a) = 95% . Dans ces conditions, la validité du modele Wiektandard est assurée.

Les trois maxima corresponda@y,, (V) Zmoy (Ym)s Zing(Yi) SONt respectivement :

Max Z g, (yy) =2.9001 (7.10)
Max Zpoy(Ym) =2.6201 (7.12)
Max Ziy¢(ym) =2.3401 (7.12)

On remarque que les valeurs du parametre d’origgn@/eibull logarithmiquement transformée
sont identiques et par conséquent [I'estimateur darametre de localisation sera

yu =1122heures.

Pour le cas du dispositif mécanisme, (voir figuré),Fhypothese d’'une relation linéaire entre

1

les deux variablesin(t; — yy); Inln 1F D

est acceptée pour un seuil de risque 5%. Les

trois maxima respectifs, correspondent a la vaieonialey,, = -3775 heures, ce qui implique un
redressement de la courbe du modeéle de Weibudllgatroite; donc I'estimateur de Gamma est

identique a celui obtenu par la méthode précédente.
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ZFsupny ZFmoyny ZFinfiv

0.84
5000 4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000
a

Figure 7.5 : Représentation graphique des trois termes deskge/du test bilatéral de Z
transformée de Fisher avec paramétrage au seufqleea = 5% en fonction du paramétre

d’originey.
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Figure 7.6 : Représentation graphique des trois termes desfgevdu test bilatéral de Z
transformée de Fisher avec paramétrage au seudqieea = 5%en fonction du parametre

d’originey.
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Commentaire 3 :

Les figures 7.5 et 7.6 indiquent que les courbesespondant aux termes intermédiaires
Ryy moy(yy) = Th Zn,,(ym) pour les deux types de dispositif sont bien séugre les deux
extrémités de l'intervalle de confiance du tesatgital de I'inverse de Z-transformée de Fisher

avec paramétrage soit :
Ryy sup(yy) = ThZg,(yu) (113
et
R,y inf (ym) = Th Zinf(VM) 17)

Par conséquent, on peut confirmer avec un niveacodéancel — a = 95% que la relation

1
1-F(t;)

entre In(t; — yy) et Inln est linéaire dans les deux cas de figure et denmaddele

Weibull proposé est admis.

Les trois maxima relatifs au dispositif relais samtins élevés que les valeurs correspondantes
des optima du dispositif mécanisme comme le coudirntes résultats suivants :

> Dispositif : Relais

i- MaxRy, sup(yy) = MaxTh Zg,,(yy)=0.99396
ii- MaxR,, moy(yy) = MaxTh Z,,, (yy)=0.98946
ili-  MaxR,,, inf (yy) = MaxTh Z;,¢(yy)=0.98162

> Dispositif : Mécanisme
i- MaxR,, sup(yy) = MaxTh Zg,,(yy)=0.99953
ii- MaxR,, moy(yy) = MaxTh Z,,, (y),)=0.99911
ili- MaxR,,, inf (yy) = MaxTh Z;,¢(yy)=0.99832

La série des trois valeurs modales de Gamma émalenbptima du dispositif relais sont
identiques (Figure 7.5). La méme remarque est ialadur les optima du dispositif mécanisme
(Figure 7.6) .Par conséquent, pour le premier gdigihol’estimateur du parameétre d’origine est
ywm=1122 heures alors que pour le second disposéstimateur du paramétre de localisation

vaut yw =-3773 heures.
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Ces deux valeurs modales coincident avec le maxideinedressement linéaire de la courbe du
modeéle Weibull logarithmiqguement transformé. Ellesus permettent d’obtenir deux séries
corrigées d’'une maniére optimale, soit respectivempeur le premier et le deuxieme systéme
Ti=t-1122 et Ft+3773.

Remarque:

Une remarque importante s'impose a ce stade de détreloppement; elle consiste dans le fait
gue les méthodes antérieures et plus particuliareradest bilatéral de Z transformée de Fisher

ont un double réle.

. D’abord tester la validité du modéele Weibull standsous sa forme linéarisée.

Il.  Ensuite fournir un estimateur optimal ponctuel dugpnetre d’origing.

[

Inin{1/(1-Fitij)

2 s ' ! AR forrenaneeee e -

Translation vers la gauche

i du nuage de points
N No{ln(ti); nin——}

1-F(t;)

logit-gamma,_od)

1
1-F(t;)

Figure 7.7 :Redressement du nuage de points inm“@{ln(ti) ; Inln }vers la gauche

selon la grandeyry,
Commentaire 4 :

Comme précédemment, les différentes méthodes rais@suvre donnent la méme évaluation
pour la valeur modalg,, ce qui confere une confiance a I'estimateur poglcoptimal du

parametre d’origing.

187



Chapitre 7 Résultats du traitement statistiquepdriqgue des données de fiabilité et leur integpic.

Maintenant on corrige la série des instants deiltifaes en mettarft; = t; — yy,.

1
1-F(t;)

On constate visiblement que le nuage de polﬁt%ln(ti —vyu) et Inln } présente une

tendance nette vers une forme géométrique linéaire.

1
1-F(t;)

Le nuage de points initidl; {ln(ti —vyum) et Inln } a subi un mouvement translatoire vers

la gauche d’'une grandeyy; cary,, > 0.

Représentation du nuage de points brut et optimal

i/ R —
% du nuage de points
=4 1 } ]
= 1-F(t)

—————————————————————————————

Iog(t-gammamod)

1
1-F(t;)

Figure 7.8 :Redressement du nuage de points inN@{ln(ti) ; Inln } vers la droite

selon la grandeury,.

Commentaire 5 :
On constate que toutes les valeurs modales émdeantifférentes méthodes employées sont
identiques, ce qui donne une assurance quant @aldéyde I'estimateur ponctuel du parametre

d’origine soity = yy,.

En soustrayant de chaque composante de la séréeni, i = 1,2,..n la valeur modalg,, on

obtient une série corrige = t; — Y.
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Aprés translation d'une grandeyy, on aboutit a un nuage de points

1
1-F(¢t)

N {ln(ti —vYu) et Inln } marqué par une nette tendance vers une formeégque qui

s’ajuste bien avec l'allure d’'une droite.

Etant donné que la valeur modajg est négative, cela veut dire, que le nuage d&oi

Ny {ln(ti —vu) et Inln ! } (7.15)

1-F(t;)
a été soumis a une translation vers la droite.

Tableau 7.3 :Présentation comparative des résultats.

TYPE DE
DISPOSITIF RELAIS MECANISME
FACTEURS DE
COMPARAISON
Maxyn — 3 |arctanh Ry, (¥))| 2,16101 3.846
Max arth Z,{y) 2.9001 41771
Max arth Zno(Y) 2.6201 3.8591
Max arth Zi(y) 2.3401 3.5412
Max th Z g,{Y) 0.99396 0.99953
Max th Z mo,(Y) 0.98946 0.99911
Max th Z(y) 0.98162 0.99832
Valeur modale du parametre d’origine ou
estimateur ponctuel du paramegrey,,
1122 heures -3775 heures
Estimateur ponctuel non pondéré du parametre de
forme : B,
0.97119 5.3553
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Estimateur ponctuel non pondéré du paramet

d’échelle 1,

15185 heures

8085.3 heures

Estimateur ponctuel pondéré du paramétre d

forme :3,

D

0.91074

5.4165

Estimateur ponctuel pondéré du paramétre

d’échelle 1,

14152 heures

8089.1 heures

Fonctions de fiabilité respectivement avec

parameétres

Bo +Mo: Ym :Ro(T) €t By, 1, Rp(T)

des

0.97119

0.91074

Rp (T) = e_(%)

Voir figure :7.9

(t+3775)5'3553
Ry(T) = e \8085.3

t+ 3775

5.4165
8089.1 )

Ry(T) = e_<

Voir figures:7.10

Estimateur ponctuel non pondéré du MTBF :

Eo(t) = ym + nox

16663heures

4499.4 heures

Estimateur ponctuel pondéré du MTBE(t) =

Ym t MpX

16013heures

4736.4 heures

Estimateur de I'écart-type sans pondération

So(t) = noy

16400 heures

8732.1 heures

Estimateur de I'écart-type avec pondération

6, () = npy

16558 heures

9464.3 heures
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Tableau 7.4 :Présentation comparative des résultats .

TYPE DE

DISPOSITIF

FACTEURS DE

COMPARAISON

RELAIS

MECANISME

Fiabilité au seuil du MTBF
avec des estimateurs non
pondérés des parametres
Ro(MTBF)

Ro(MTBF) = 0.35962

Ro(MTBF) = 0.32243

Fiabilité au seuil du MTBHF
avec des estimateurs

pondérés des parametres :

R,(MTBF)

R,(MTBF)= 0.35084

R,(MTBF)= 0.26785

Valeur de taux de
défaillance au seuil de
MTBF avec des estimateu
non pondéré des
parameétres 1o (MTBF)

=

1o(MTBF) =6,3913 x10

1o(MTBF) = 73,256 x10

Valeur du taux de
défaillance au seuil de
MTBF avec des estimateu

pondéré des parametres|:

A,(MTBF)

=

A, (MTBF) = 6,4063 x10

A,(MTBF) = 83,834 x10

Fonctions du taux de

défaillance avec des
estimateurs non pondérées
pondérés des parametres

4o (t)

et

2o (t) = 6.3956 x 1075 x (

Ay () = 6.4355 x 1075 x (

t_llzz)—0028812
15185

t—1122)—0089263
14152

Ao(t) = 66,236 x 1075

(t+3775)43553
8085.3

Ap(t) = 66,961 x 107>

(t+3775)44165
8089.1
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Figure 7.9 : Allure graphique de la fonction de fiabilit

» Mo, ¥um -Ro(T) et : 5,1, Rp(T). (Dispositif : Relais).
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Figure 7.10 [Allure graphique de la fonction de fiabilite respeement avec des parametres

Bo »Mo» Ym ‘Ro(T) et :B,,m,, Rp(T) . (Dispositif . Mecanisme).
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Figure 7.11: Allure du taux de défaillance avec des estimatearspond
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Figure 7.12 :Allure du Taux de défaillance avec des estimatearspond

parametres Ay (t).
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Commentaire 6 :

D’apres la figure 7.11 le taux de défaillancé) est décroissant cfir< 1 . Par conséquent le
dispositif relais se trouve dans la phase de jamdisfaudrait que le fabricant applique la
technique du déverminage ( burn —in) pour élimiae pannes du type infantile et cela avant le

débarquement du matériel a destination du client.

Par référence a la figure 7.12 on constate queaube de défaillance (t) est croissant cdr> 1.
Donc le dispositif mécanisme se trouve dans laopérde vieillesse. La maintenance préventive
est applicable pour contourner I'apparition desadléhces d’'usure.

Tableau 7.13 :Application des tests de Kolmogorov-Smirnov etlonal simplifié

pour le dispositif: Relais.

N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique

i Ti(heures) F(ti) Q(ti)= ;%i Dn=|F (ti) — Q(ti)|
1 1283 0.98318 0.016821 0.0029324
2 1887 0.93226 0.067735 0.034005
3 1888 0.93219 0.067813 0.014242
4 2357 0.89719 0.10281 0.029401
5 3137 0.84413 0.15587 0.062612
6 3606 0.81463 0.18537 0.072271
7 3752 0.80576 0.19424 0.061299
8 3914 0.79609 0.20391 0.051135
9 4394 0.76836 0.23164 0.059019
10 4398 0.76814 0.23186 0.039403
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N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique

i Ti(heures) F(ti) Q(t)= ;‘;i D=|F (ti) — Q(ti)]
11 4865 0.74243 0.25757 0.045268
12 5147 0.72746 0.27254 0.040397
13 5350 0.71693 0.28307 0.031087
14 5353 0.71677 0.28323 0.0114
15 5410 0.71385 0.28615 0.0055205
16 5536 0.70745 0.29255 0.01896
17 6499 0.66085 0.33915 0.0078016
18 6820 0.64617 0.35383 0.0026394
19 7733 0.60654 0.39346 0.02243
20 8025 0.59448 0.40552 0.014643
21 8185 0.588 0.412 0.0012854
22 8559 0.57317 0.42683 0.003723
23 8843 0.5622 0.4378 0.012594
24 9305 0.54487 0.45513 0.01511
25 9460 0.5392 0.4608 0.029279
26 9595 0.53431 0.46569 0.044235
27 10247 0.51143 0.48857 0.041189
28 11492 0.47077 0.52923 0.020372
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N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique

i Ti(heures) F(ti) Q(t)= ;‘;i D=|F (ti) — Q(ti)]
29 12913 0.42876 0.57124 0.001797
30 12937 0.42809 0.57191 0.017372
31 13210 0.42052 0.57948 0.029645
32 14833 0.37848 0.62152 0.0074495
33 14840 0.37831 0.62169 0.02712
34 14988 0.37472 0.62528 0.043367
35 16306 0.34431 0.65569 0.032802
36 17621 0.31664 0.68336 0.024972
37 17807 0.31292 0.68708 0.041099
38 20747 0.26006 0.73994 0.0080725
39 21990 0.24067 0.75933 0.008526
40 23449 0.21986 0.78014 0.0075613
41 28946 0.15709 0.84291 0.035375
42 29254 0.15418 0.84582 0.018436
43 30822 0.14026 0.85974 0.012522
44 38319 0.089709 0.91029 0.043228
45 41554 0.074166 0.92583 0.038929
46 42870 0.068669 0.93133 0.024585
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N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts

série défaillances théorique répartition
corrigés empirique

i Ti(heures) F(ti) Q(t)= i-03 D=|F (ti) — Q(ti)]
n+0,4

47 62690 0.022028 0.97797 0.051384

48 63910 0.020564 0.97944 0.033008

49 68888 0.01555 0.98445 0.018181

50 73473 0.01204 0.98796 0.0018491

47 62690 0.022028 0.97797 0.051384

48 63910 0.020564 0.97944 0.033008

Tableau 7.6: Application des tests de Kolmogorov-Smirnov etnial simplifié

pour le dispositif : Mécanisme.

N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique
i Ti(heures) F(ti) Q(t)= i-03 D=|F (ti) — Q(ti)|
n+0,4
1 3925 0.019704 0.017766 0.0019378
2 4475 0.039683 0.043147 0.0034645
3 4775 0.05592 0.068528 0.012608
4 5175 0.085127 0.093909 0.008782
5 5375 0.1035 0.11929 0.015791
6 5775 0.14886 0.14467 0.0041858
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N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique

i Ti(heures) F(ti) Q(t)= ;‘;i D=|F (ti) — Q(ti)]
7 5925 0.16905 0.17005 0.00099804
8 6125 0.19882 0.19543 0.0033898
9 6275 0.22331 0.22081 0.0024955
10 6425 0.24964 0.24619 0.0034505
11 6525 0.26821 0.27157 0.0033601
12 6725 0.30771 0.29695 0.010751
13 6825 0.32857 0.32234 0.0062398
14 6925 0.35015 0.34772 0.0024302
15 7025 0.37238 0.3731 0.00072143
16 7125 0.39521 0.39848 0.0032661
17 7225 0.4186 0.42386 0.005262
18 7375 0.45456 0.44924 0.0053184
19 7475 0.47901 0.47462 0.0043934
20 7575 0.50376 0.5 0.0037593
21 7675 0.52871 0.52538 0.0033287
22 7775 0.55377 0.55076 0.0030091
23 7875 0.57885 0.57614 0.0027041
24 7975 0.60384 0.60152 0.0023138
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N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique
i Ti(heures) F(ti) Q(t)= ;‘;i D=|F (ti) — Q(ti)]

25 8075 0.62864 0.6269 0.0017364
26 8175 0.65315 0.65228 0.00086905
27 8275 0.67727 0.67766 0.00039078
28 8375 0.7009 0.70305 0.0021438
29 8475 0.72394 0.72843 0.0044879
30 8575 0.74629 0.75381 0.0075161
31 8675 0.76787 0.77919 0.011316
32 8775 0.7886 0.80457 0.015968
33 8975 0.82722 0.82995 0.0027243
34 9175 0.86171 0.85533 0.006378
35 9375 0.89177 0.88071 0.01106
36 9475 0.90511 0.90609 0.00098155
37 9775 0.93847 0.93147 0.0069961
38 9975 0.95547 0.95685 0.0013873
39 10375 0.97872 0.98223 0.0035139
29 8475 0.72394 0.72843 0.0044879
30 8575 0.74629 0.75381 0.0075161
31 8675 0.76787 0.77919 0.011316
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N° de Instants de Fonction de répartition Fonction de Série des écarts
série défaillances théorique répartition
corrigés empirique
i Ti(heures) F(ti) Q(t)= ;‘;i D=|F(ti) — Q(ti)]
32 8775 0.7886 0.80457 0.015968
33 8975 0.82722 0.82995 0.0027243
34 9175 0.86171 0.85533 0.006378
35 9375 0.89177 0.88071 0.01106
36 9475 0.90511 0.90609 0.00098155
37 9775 0.93847 0.93147 0.0069961
38 9975 0.95547 0.95685 0.0013873
39 10375 0.97872 0.98223 0.0035139

Tableau 7.7 :Recueil des résultats des tests de Kolmogorov+&miet binomial simplifie.

Test de Kolmogorov-Smirnov :

Max écart empirique Max Dso= 0.072271

Max Dy=Max|F (ti) — Q(ti)]

Max Dsg= 0.015968

Test de Kolmogorov-Smirnov :

Max écart théorique &

D50,‘0,05 = 019233

D39‘.0’05 = 021777

Test binomial simplifié Max Bs¢=0.072271

Max écart empirique : MaxBn

B35=0.015968

Test binomial simplifié

Ecart théorique B(n ;0,&)

B(50;0,50,05)=0,14425

B(39;0,5a)=0.16333
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Commentaire 7 :

Au seuil de significatiomr = 5% on a constaté d'une part que : Mag® Dsg.9 05 €t que Max
Biso)< B(50;0,5;0,05) sont vérifies pour les données correspondant stérsie relais ce qui

implique I'acceptation de I'hypothése du modéle bvdistandard.

Remarque: On peut observer que les limites du test deréglorov-Smirnov sont déterminées

comme suit :

Linf = F(%)-Dn: o= F(t)-Dso: 0,05= F(t) - 0.19233

Lsup= F(4)+Dn; o= F(t)+Dso; 0,05 F(t) + 0.19233

alors que les limites du test binomial simplifiéstixées de la maniére suivante :
Lint = F(t)- B(n;0,5a)= F(t) - B(50;0,50,05)=F(t) - 0,14425

Lsup= F(t)+ B(n ;0,5 = F(t)+ B(50 ;0,50,05)= = F(t) + 0,14425

Ce qui nous permet de passer a la forme graphigsidelix tests :

2 ! ! ! ! ! ' |

— — fonction de repartition theorique
#  fonction de repartition empirique

limite kolmogoroy superieurs

limite kolmaogorow inferieure

limite binomiale superieure
limite binomiale inferieure

----------------------

1 2 3 4 5 6 7 8
serie des instants de defaillance

Figure 7.13:Variante graphique des tests de Kolmogorov-Smietdvinomial simplifié.
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L2 —— — fonction de repartition theorique 5 5 ///L/
+  fonction de repartition empirique i i = i
1 limite kolmogorov superieure I 7T T F
limite kolmogorov inferieure i i & "‘f/%
0.8 limite binomiale superieure S %j{ﬁ””; 77777777
limite binomiale inferieure f:

1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
serie des instants de defaillance

Figure 7.14:Variante graphique des tests de Kolmogorov -Smaigtidinomial simplifié.
Commentaire 8 :

Toutes les valeurs de la fonction de répartitiaileése situent a I'intérieur des limites fixées p
le test binomial simplifie qui est plus sensibleedle test de Kolmogorov-Smirnov, ce qui

confirme le méme résultat obtenu précédemmentesdolmes analytiques des deux tests.

Par conséquent, au seuil de risque= 5% on admet la validité de I'hypothése du modéle
Weibull standard.

7-3 Exploitation des résultats d’estimation des pametresy, B, n pour

déterminer la périodicité optimale de la maintenage préventive
Dispositif : mécanisme

Supposons que le colt de défaillance d’un reladleva0000 DA et le colt de la maintenance
préventive respectif soit égale a 1000 DA.

Puisque le modeéle Welbull-siandard est valide,;salapplication de la formule (27) due a
Dodson Bryan est possible. Etant donné que Cd/C3D.=et sachant quB, = 5.4165, par
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conséquent la mise en ceuvre de la maintenance npirdveest économiguement et
mathématiquement justifiée. Maintenant, il restedéerminer la périodicité optimale des

interventions préventives donnée par la formule :
Top =Rn +y.

Etant donné que dans l'annexe tableau 1 on ne d@rquas la valeur de R correspondant
simultanément & = 5.4165 et au ratio Cd / Cp =30, il est nécessdieffectuer une

interpolation appropriée. Donc la valeur de R gsie:

_ 5.4165%0.387

R = 0.4192. (7.16)

En substituant chaque terme par sa valeur respeatains la formule (1.52), on parvient a :
Top = (0.4192) (8089.1) + (-3775) = 3390.95 — 3Z7384.049.

Il est évident que I'on doit considérer la valebsalue de la grandeur trouvée. Finalement la

programmation des interventions préventives do@ étfectué au temps Top donné par :

Top =| - 384.049 | = 384.049 heures.
7-3-1 Appréciation de la performance de la périodité de la maintenance préventive
selon la méthode graphique de Weibull :
L’expert francais en fiabilité Patrigue Lyonnet [48 traité les mémes données de défaillance
relative au dispositif mécanisme et abouti aux Itésu suivants comme l'indique la figure
(7.15) :

> Estimateur ponctuel graphique du parametre d’ogiginyg= -2000 heures.

> Estimateur ponctuel graphique du parametre ded@rnfiy = 3.6.

> Estimateur ponctuel graphique du paramétre d’éehelhy = 6050 heures.
Remarque :
Etant donné que I'écart entre la valeur modale aampétre de repérage(voir figure 7.2) et

celle trouvée par la méthode graphique de Weilstilegal a :

Ywm-Yg=-3775—(-2000) = - 1775 heures,
alors il faudrait que le procédé itératif de lingation par rapport a la méthode graphique sur
papier fonctionnel de Weibull se poursuive encatéslfois, avec un pas d’'incrémentation

A y=1, pour atteindre la valeur modale effective du paaend’originey.
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652

ol 5 L L =

Figure 7.15 :Estimation graphique ponctuel des parameétrfsn par rapport aux données de
défaillance du dispositif mécanisme (Tableau 7.2).

Tenant compte dg = 3.6 et Cd / Cp = 30 de méme que de la valedackeur R donnée par le

(Tableau 1 Annexe) :

Apres interpolation, la valeur du facteur R vaut :

_3.6%0.328

R =———=0.3936

Par référence a la formule Dodson Bryan [27] ooweo:
Tg=R*ng +v4=(0.3936)* (6050) + (-2000) = 2381.28 - 2000 -1.2B heures.

On observe que la valeur de la périodicité de lmtaaance préventive graphiquement
déterminee (J) s’écarte de la valeur de périodicité optimale a@srations de maintenance

préventive (Top)

Top - Ty= 381.28 ( - 384.049) = 765.329 heures.
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Conclusion ;

Afin, d’achever notre travail, on voudrait tout d&d, et cela en dehors du probléme centrale
de notre recherche relative a I'estimation du pa@teende localisation s’appesantir sur le
résultat préliminaire concernant la modélisationl’depact de la variation du nombre de
composants fondamentaux sur la fiabilité globalendysteme groupé en série. Un tel résultat
a été rendu possible apres avoir effectué un ksgag données de fiabilité concernant trente
trois systémes comportant comme minimum un nomérgedix éléments indispensables pour
des systemes élémentaires allant jusqu’au syst&seplus complexe pouvant contenir,
eéventuellement un nombre avoisinant deux cent piémedamentales. L’hypothése de base
adoptée pour le traitement des données de surviguesles différents systemes ont leurs
composants regroupés selon le schéma en sériautlirbppeler dans ce contexte que la
substance de ce résultat réside la réduction expietie du niveau de la fiabilité et qui peut
méme étre nulle lorsque le nombre d’éléments domasti un systeme dépasse une certaine
limite techniqguement établie. De la les spécidisties équipements industriels doivent

réduire au maximum possible le recours a ce typsodeeption du matériel.

Par ailleurs, I'examen approfondie des résultasemtels obtenus montre clairement et cela
contrairement a ce qui a été annoncé au niveauimeoduction qu’il s’agit non pas
seulement d’une nouvelle méthode d’estimation dampatre d’originey, mais en réalité il
s’agit carrément de I'élaboration de trois nouveheéthodes pour I'estimation de cette méme
grandeur paramétrique de repérage du modele Waitamtlard. Bien entendu cela a requit la
transformation du test ponctuel de linéarité derafidsformée de Fisher en une fonction
dépendant de la variation de la valeur du parantébrégine y d’ou le test de linéarité de Z-
transformée de Fischer avec paramétrage. Ainsisapnir congu trois indices de
performance se rapportant au test sus-indiqués dartriple variante on a été conduit a
déterminer les optima des trois programmes math@uest dont les valeurs modales ont été
considérées comme estimateurs du parametre deagepéun modéle Weibull standard et cela
en effectuant un traitement computationnel desdes de défaillance. De cette maniére il
est possible de suivre I'évolution de I'ensembls tists de linéarité de Z-transformée de

Fischer suivant la variation de la grandeur du ipa@teey.
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L’application de ces méthodes aux deux disposititsspectivement, relais et mécanisme, on
observe qu’'elles sont entierement opérationnebexlles permettent d’aboutir en quelques
secondes aux estimateurs des parametres d’otigide forme3 et d’échellen.

Evidemment, l'optimalité de l'estimateur du parameete localisationy entraine une
correction optimale de la série des instants dailtiice, ce qui garantit & son tour une

estimation optimale des deux autres paramétresctgpment, de formp et d’échelle.

Un autre résultat intéressant auquel a conduienettherche consiste dans la remise en cause
de I'équivalence logique, faussement établie dandittérature spécialisée en fiabilité
[21][36][47], entre la simple transformation bi-Exgthmique du modéle Weibull standard et
'aboutissement a la forme linéarisée de ce derriar effet bien que, au préalable,
I'application double de I'opérateur logarithmiquépérien au modele Weibull standard soit
une condition nécessaire elle reste, toutefoigyfiisante, tant que la valeur du parameétre
d’origine y est non nulle. Il est dans ce cas, nécessairgoutias la seconde condition
concernant la détermination de la valeur modalepaametre d’origineg pour obtenir la
forme linéarisée du modeéele Weibull standard. Cepentiéquivalence logique en guestion
n'est vraie que dans le cas ou la valeur du paranetrepérage est nulle.

Parallelement, il est important de noter que leshodes proposées permettent d’éviter les
conséqguences indésirables d’'une estimation déftellalu parametre de localisatipnsur le
'optimalité de la dimension temporal des interven$ préventives. En effet, partant de la
formule de Dodson Bryan (2.31) relative la déteation de la périodicité de la maintenance
préventive, il est possible de constater dans $e daine surestimation du paramégre une
translation vers la droite du temps des actioré&/gnrtives par rapport a I'abscisse du
minimum du co(t totale de la maintenance et vieesa, dans le cas ou il y a une
sous estimation de la grandeur paramétrique deag@éDans les deux situations on observe,
par conséquent une démarcation par rapport aapti du codt de maintenance total. Ce qui
va induire une incidence négative sur la pertinelechnico-économique de I'entreprise et
corrobore, encore une fois, I'importance de la faesde I'élaboration d’'un nouvel

estimateur a caractere optimal du parameétre diteigi

En outre, si on ne respecte pas le critere d’apémal relatif aux tests de linéarité a la fois
unilatéral et bilatéral de Z-transformé Fischer caparamétrage on risque en plus d’'une
estimation erronée du parametre de positiotiaboutir & une estimation non correcte du

parametre de formel. Dans ces conditions le manager peut étre piégé ilcaa
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vraisemblablement établir un faux diagnostic sumédure en besoin de maintenance du
matériel. Afin de fixer les idées, si par exemplerlaie valeur du parametre de forme est égal
a un alors que l'estimateur réel de ce méme parangdt strictement supérieur a un.
Considérant cette information comme étant fiableailprendre des dispositions nécessaires
pour appliquer la maintenance préventive alors|qdévrait soit lancer un programme
d’inspection périodique du matériel, ou bien prazduar la mise en ceuvre de la maintenance

prédictive.

Au cas ou il ya une sous-estimation du parameétheliecp, on va assister a un scénario
inverse. Evidemment I'état du matériel peut coroesive effectivement a la phase d’usure qui
réclame automatiquement une politique de maintenpnéventive, alors que dans la pratique
on va mettre en ceuvre des actions de maintenagdéictive ou bien lancer un programme
d’'inspection périodique du matériel. Ces élémentstnent encore une fois l'intérét d’'un

estimateur rigoureux du parametre d’échgligui joue un réle stratégique dans I'orientation

de la politique de maintenance.

Du point de vue perspectif d’application il y adid’insister sur un avantage essentiel lié aux
meéthodes proposeées car elles permettent d’abolistéamation la plus exacte du niveau réel
de la fiabilité opérationnelle d’'un matériel. Entfanaintenant le manager maintenancier
d’'une entreprise nationale est en mesure d’effectne comparaison sur des bases objectives
entre d’'une part le niveau de la fiabilité opénatielle prévisionnelle [ft)] établie par le
fournisseur et le niveau réel de la fiabilité op@ranelle [R,(t)] établie par I'utilisateur. Alors

dans ces conditions on peut imaginer trois casydesf :

I. Ru(t) - Ry(t) = 0 ce qui implique que jR) = Ry(t) . Cela signifie que nous somme dans
la situation idéale car il n’existe aucun conflibtgntiel entre le producteur et
l'utilisateur.

ii. Ru(t) - Ro(t) > 0 ce qui implique que jR) > Ry(t) . Cette éventualité est invraisemblable
car n'étant pas réaliste compte tenu d'une partidensité des contraintes réelles
d’exploitation et du niveau potentiel du managemelet la maintenance des
equipements. Cette inéquation ne peut étre rerwveysé dans le cas exceptionnel
d’adoucicément des conditions réelles de service.

iii. Ry(t) - Rp(t) < 0 ce qui implique quBy(t) < Ry(t). Dans le cadre de cette éventualité

'entreprise réceptrice du matériel se trouve dame position |égale forte. Le
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maintenancier, devant ce cas dont I'avénement eegilus probable doit choisir la

solution |égale la plus avantageuse.

A ce stade se pose la question du test d’acceptati de refus du matériel. Deux alternatives

sont envisageables :

> Si'écart fiabiliste ne dépasse pas un certaiil sginimal tolérable noté (m), alors on
accepte de garder le materiel igtR- Ry(t) <m .
» Si I'écart dépasse le seuil minimal tolérable dési¢m), alors on refuse le matériel ou

bien on exige un dédommagement de la part du fesear.

Quant aux limites de notre travaille de rechercdmea relevé d’abord le fait d’avoir exclu le
traitement des données de défaillance relativesasais incomplets. En outre bien que ce cas
n'a pas été au centre de notre intérét d’étuderivient d’indiquer que si le test de linéarité

1
1-F(t)

du nuage de points, 1&{ In (ti —yy) ; InIn }s’avere non significatif il est vraisemblable

gu’'on est face de données de défaillance relaéives modele Weibull standard du type mixé.
Le traitement des données de défaillance dans aaditions requiert 'usage d’'une autre
méthode appropriée a ce cas de figure, notamngemtéthode des nuées dynamiques.

On ce qui concerne les données d’avarie qui del@artaille requierent un regroupement en
classes on a préféré les garder sous forme polecetetle procéder aux calculs nécessaires
sans transformation aucune afin d’aboutir a unméswoptimal de l'information statistique

disponible.

Bien qu’en s’appuyant sur le fait incontestable daemajeure partie des pannes et
convenablement décrite par le modéle Weibull stahd@amme l'indique le docteur B R

Bernaty [50], on devrait adopter, systématiquemeatmodele de fiabilité. Mais, la logique
d’'un traitement, scientifiquement, fondé des dosnée défaillances suppose, I'application
d'un test de validité de I'hypothése du modéle d&ailance proposé notamment les deux
tests non paramétrique respectivement de KolmogBroirnov et de Binomial simplifie.

C’est justement, cette méthode basée sur la predguion a appliqué dans notre traitement
des données de défaillances. Cependant, en tayuieuri lorsqu’on est dans le cas ou
plusieurs modeles de fiabilité sont admis, simdtaent, il y a lieu d’appliquer un critere

supplémentaire permettant de faire un arbitragéineet entre les différentes éventualités,

dans le but, d’adopter le modéle de survie quig@idssécart résiduel comparatif minimum.
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Cette méthode est justifiée par le fait que lorsgunodele est accepté cela n'implique pas,
nécessairement, qu’il est le seul valable. En effédutres modeles de survie peuvent
également étre admis au méme titre que le premierdernier instance, on ne peut étre,
statistiguement, certain que par rapport aux maedddefiabilité rejetés.

Maintenant, on doit s’appesantir sur un élémentoirtgmt, et qui est basé sur le fait que
I'exécution des actions de la maintenance prévergalon une périodicité optimale demeure
une condition sine qua non de l'optimum global doutctotal de la maintenance,
malheureusement, elle est insuffisante. En rédlitg,a lieu, également de déterminer les
périodicités optimales, aussi bien, de la mainteeaprédictive que celle du programme
d’inspection périodique de sorte qu’on puisse abautun minimum du cout total de la
combinaison de toute les formes des activités tBéeh afin de réaliser la pertinence
technico-économique du management de la maintenance

Sur le plan de perspectives possibles l'estimaponctuelle optimale du parametre de
localisationy est réalisée par le biais de la méthode propasde,va impliquer entre autre
une estimation ponctuelle optimale du paramétrechdibe § de sorte que si sa valeur
effective est strictement inférieure a I'unité,rald’entreprise réceptrice du matériel productif
peut, Iégalement, le refuser, catégoriquementge aeimettre ainsi au fournisseur, ou bien
demander, tout bonnement, d’étre conséquemmenttéedgée, car en général, ce genre de
pannes surviennent pendant la phase considérég&odtées par des défauts de fabrication
ou sont dues a la faiblesse des composants ouadbdes défaut de manipulation par des
opérateurs.

En guise, d’illustration on peut concevoir éventmkent I'utilisation de la méthode
computationnelle proposée dans le management dajetpéel complexe comme celui du
Tram-Way d’Oran ou d’un systéme d’équipements détentreprise industrielle et méme de
services (notamment le transport des hydrocarbareparticulier le suivie de la fiabilité d’'un
gaz au duc ou d'un pipeline) ; ce qui nous permaattr tester la pertinence de nos résultats

théoriques confrontés a la réalité de terrain.
Passons maintenant, aux questions ouvertes :

i. Quelles sont les conséquences sur I'estimatiora dialbilité des systemes en excluant
I'hypothése de nullité systématique du parametrecedisation.

ii. A quel type de loi obéit la distribution d’échaltiinage du parametre de repérage
d’'origine y. La réponse a cette question permettra d’aboutin@ estimation par
intervalle de confiance de ce paramétre.
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iii. Comment est-il possible de modéliser le comporténggomeétrique du test de
linéarité de Z-transformée de Fisher avec parameétrdans sa double variante
unilatéral et bilatéral.
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ANNEXE
Tables statistiques



Tableau 1 :Calcul du coefficient F en fonction du ratio du tdé défaillance au co(t de

, . : C : .
maintenance préventiveR = —% et en fonction de la valeur du parameétre de fome
p

B
CfICp 1.5 2.0 25 3.0 4.0 5.0 7.0 10.0
2.0 2.229 1.091 0.883 0.810 0.766 0.761 0.775 0.803
2.2 1.830 0.981 0.816 0.760 0.731 0.733 0.755 0.788
24 1.579 0.899 0.764 0.720 0.702 0.711 0.738 0.777
26 1.401 0.834 0.722 0.688 0.679 0.692 0.725 0.766
2.8 1.265 0.782 0.687 0.660 0.659 0.675 0.713 0.758
3.0 1.158 0.738 0.657 0.637 0.642 0.661 0.702 0.749
3.3 1.033 0.684 0.620 0.607 0619 0.642 0.687 0.739
3.6 0.937 0.641 0.589 0.582 0.600 0.627 0.676 0.730
4.0 4 0.839 0.584 0.555 0.554 0.579 0.609 0.662 0.719

45 0746 0547  0.521 0526 0557  0.591 0648  0.708
5 0676 0511 0493 0503 0538 0575 0635 0699
6 0574 / 0455 0450 0466 0509 0550 0615 0683
7 },-,‘;»'5.503 ' oA 0418 0438 0486 0530 0600  0.671
8 0.451 0.382 0392 0416 0468 0514 0587  0.661
g, 0411 0.358 0372 0398 045 0500 0575 0652
10 0478 0337 035 0382 0439 0488 0566  0.645
1z o.§ﬁ9_ 0.304 0327 0357 0417 0469 0550 0632
0279 0306 0338 0400 0454 0537 0621
0260 0288 0323 038  0.441 052 0613
0.244 0274 0309 0374 0430 0517 0605
20 0226 0230 0.263 0.298 0.364 0.421 0.508 0.598
25 %0193 0205 0239 0275 0343 0402 0492 0584
0470 o018 0222 025 038 037 0478 0573

35 : 0452 = 0.172 0.207 0.245 0.315 0.374 0.468 0.564
40 0.139 0.160 0.197 0.234 0.304 0.364 0.459 0.557
45 0.128 0.151 0.187 0.225 0.295 0.356 0.451 0.550
50 0.119 0.143 0.179 0.217 0.288 0.348 0.444 0.544
60 0.105 0.130 0.167 0.204 0.274 0.335 0.432 0.534
70‘ 0.095 0.120 0.157 0.183 0.264 0.325 0.422 0.526
80 0.087 0.112 0.148 0.185 0.255 0.316 0.415 0.518
90 0.080 0.106 0.141 0177 0.248 0.309 0.407 0.513
100 . 0.074 0.101 0.135 0.172 0.241 0.303 0.402 0.507

150 0.057 0.082 0.115 0.150 0.217 0.278 0.379 0.487
200 pn0:047 0.071 0.103 0.136 0.203 0:263 0.363 0.472
300 - 0.035 0.058 0.087 0.119 0.182 0243 0.343 0.454
500 0.025 0.045 0.0¢1 0.100 0.161 0.219 0.319 0.431
1000 0.016 0;032 0.054 0.079 0.135 0.1§O 0.288 0.403



Tableau 2 :Calcul du temps moyen du bon fonctionnement M.T.B.F

Moyenne = xn + vy

Ecart type = yn

B X Y B X Y B X Y

1,50 (10,9027 | 0,613 4 0,9064 | 0,254

1,55 10,8994 | 0,593 4,1 | 0,9077 | 0,249

1,60, |0,8966 | 0,574 4,2 | 0,9089 | 0,244

1,65 10,8942 | 0,556 4,3 109102 | 0,239

0,20 | 120 1901 1,70 10,8922 | 0,540 4,4 10,9144 | 0,235
2o 24 199 1,75 | 0,8906 | 0,525 45 | 09136 | 0,230
0,30 {9,2605 | 50,08 1,80 =1 @ 8B893 | G511 46 | 09150 0276
035 302911 19898 1,85 10,8882 | 0,498 4,7 10,9149 | 0,222
0,40 |3,3234 | 10,44 1,90 10,8874 | 0,486 4,8 109160 | 0,218
0,45 [2,4786| 6,46 1,95 10,8867 | 0,474 4,9 109171 | 0,214
0,50 2 4,47 2 0,8862 | 0,463 - 09162 0.210
053 (17024 335 2,1 0,8857 | 0,443 3,1 0.0192 | (IR
0,60 | 1,5046| 2,65 1 08856 | 0,425 32 | 0,9203 | 0. 288
0,65 | 1,3663 2,18 2.3 0,8859 | 0,409 2,3 | 0,9213 )
070 [ 1.2638 1,85 2,4 0,8865 | 0,393 54 10,9222 | 0,197
0,75 | 1,1906 1,61 250 0,8873 | 0,380 3,0 10,9232 | 0194
0,80 | 1,1330 1,43 2,6 0,8882 | 0,367 3,6, 149241 1191
0,85 | 1,0880 1,29 27 0,8893 | 0,355 5,7 10951 | 0,180
0,90 | 1,0522 1,17 2,8 0,8905 | 0,344 5,8 | 85260 | 0,185
0,95 | 1,0234 1,08 2,9 0,8917 | 0,334 3,9 209769 | 0,183
1 1 1 | 0,8930 | 0,325 6 0,9277 | 0,160
1,05 {0,9803 | 0,934 3.1 0,8943 | 0,316 el 09286 0177
1,10 10,9649 | 0,878 3,2 0,8957 | 0,307 6,2 (D04 0173
115 09517 0,830 3 0,8970 | 0,299 6,3 (99300 | 0,172
1,20 | 0,9407 | 0,787 3,4 0,8984 | 0,292 6,4 70,9310 | 0,170
1,25 10,9314 | 0,750 3 0,8997 | 0,285 6,5 10916.-0,168
1530 108236 0.716 3,6 0,9011 | 0,278 660 U925 | 0,106
1,35 10,9170 | 0,687 37 09025 | 0,272 b7 09333 | Uilg)
1,40 10,9114 | 0,660 3,8 0,9038 | 0,266 6,8 | 0,9340 | 0,161
1,45 10,9067 | 0,635 3,9 0,9091 | 0,260 6,9 | 0,3347 | 0,160




Tableau 3 :Fonction intégrale de la loi de la place-Gaussl{abilité de trouver une valeur inferieure a x)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

y

0.0

8

0.0

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
11
1.2
1.3
1.4
15
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542
0.69146
0.72575
0.75804
0.78814
0.81594
0.84124
086433
0.88493
0.90320
0.91924
0.93319
0.94520
0.95543
0.96407
0.97128
0.97725
0.98214
0.98610
0.98928
0.99180
0.99379
0.99534
0.99653
0.99744
0.99813

0.50399
0.54380
0.58317
0.62172
0.61910
0.69497
0.72907
0.76115
0.79103
0.81859
0.84375
0.86650
0.88686
0.90490
0.92073
0.93448
0.94630
0.95637
0.65485
0.97193
0.97773
0.98257
0.98645
0.98956
0.99202
0.99396
0.99547
0.99664
0.99752
0.99819

0.50798
0.54776
0.58706
0.62552
0.66276
0.69847
0.73237
0.76424
0.79389
0.82121
0.84614
0.86864
0.88877
0.90658
0.92220
0.93574
0.94738
0.95728
0.96562
0.97257
0.97831
0.98300
0.98679
0.98983
0.99224
0.99413
0.99560
0.99674
0.99760
0.99825

0.51197
0.55172
0.59095
0.62930
0.66640
0.70194
0.73565
0.76731
0.79673
0.82381
0.84850
0.87076
0.89065
0.90824
0.92364
0.93699
0.94845
0.95819
0.96538
0.97320
0.97882
0.98341
0.98713
0.99010
0.99245
0.99430
0.99573
0.99683
0.99767
0.99831

0.51595
0.55567
0.59484
0.63307
0.67003
0.70540
0.73891
0.77035
0.79955
0.82639
0.85083
0.87286
0.89251
0.90988
0.92507
0.93822
0.94950
0.95907
0.96712
0.97381
0.97932
0.98382
0.98745
0.99036
0.99266
0.99446
0.99585
0.99693
0.99774
0.99836

0.51994
0.55962
0.59871
0.63683
0.67365
0.70884
0.74215
0.77337
0.80234
0.82894
0.85314
0.87493
0.89435
0.91149
0.92647
0.93943
0.95053
0.95994
0.96784
0.97441
0.97982
0.98422
0.98778
0.99061
0.99286
0.99461
0.99598
0.99702
0.99781
0.99841

0.52392
0.56356
0.60257
0.64058
0.67724
0.71226
0.74537
0.77637
0.80511
0.83147
0.85543
0.87698
0.89617
0.91309
0.92786
0.94062
0.95154
0.96080
0.96856
0.97500
0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324
0.99492
0.99621
0.99720
0.99795

0.99851

0.52790
0.56750
0.60642
0.64431
0.68082
0.71566
0.74857
0.77936
0.80785
0.83398
0.85769
0.87900
0.89796
0.91466
0.92922
0.94179
0.95254
0.96164
0.96926
0.97558
0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324
0.99492
0.99621
0.99720
0.99795

0.99851

0.53188
0.57142
0.61026
0.64803
0.68439
0.71904
0.75175
0.78230
0.81057
0.83646
0.85993
0.88100
0.89973
0.91621
0.93056
0.94245
0.95352
0.96246
0.96995
0.97615
0.98124
0.98537
0.98870
0.99134
0.99343
0.99506
0.99632
0.99728
0.99801
0.99856

0.53586
0.57535
0.61409
0.65173
0.68793
0.72240
0.75490
0.78524
0.81327
0.83891
0.86214
0.88298
0.90147
0.91774
0.93189
0.94408
0.95449
0.96327
0.97062
0.97670
0.98169
0.98574
0.98899
0.99158
0.99361
0.99520
0.99643
0.99736
0.99807
0.99861




Suite du Tableau 3 : F(x) pour les grandes valdearX .

X 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

3,| 13510° | 96810° | 68710° | 48310° | 33710° | 22310° | 15910° | 10810° | 72310% | 48110~

4,| 317107 | 207107 | 133107 | 85107 54107 34107 21107 13107 79108 4810°
601010

5,| 2910° 1710° 1010® 5810° 3310° 1910° 1110° 331010 | 181010

Nota : la table donne les valeurs F(x) pour x [ifasibrsque x est négatif, il faut prendre le cdérpent a I'unité de la valeur lue dans la table

Exemple : pour X=0.97, F(x)= 0.82639

pour X= 0.97, F(x)= 0.17361




Tableau 4 :Valeurs «maximales admissibles » Vmax (n ; Q)éimsts réduits («élimination
des résultats aberrants d’observation ; schéma @iamension ; seuil de signification
a=Q/200%)

Qv%

n 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20

1414 | 1414 | 1414 | 1414 | 1414 | 1414 | 1414 | 1.412 | 1.406
1732 | 1.732 | 1.731 | 1.730 | 1.728 | 1.723 | 1.710 | 1.689 | 1.645
1996 | 1994 | 1990 | 1982 | 1972 | 1955 | 1917 | 1.869 | 1.791
2219 | 2212 | 2203 | 2.183 | 2.161 | 2.130 | 2.067 | 1.996 | 1.894
2408 | 2395 | 2377 | 2344 | 2310 | 2.265 | 2.182 | 2.093 | 1.974
2568 | 2547 | 2521 | 2476 | 2431 | 2374 | 2273 | 2.172 | 2.041
2704 | 2677 | 2643 | 2586 | 2.532 | 2.464 | 2.349 | 2.238 | 2.097
2822 | 2.788 | 2747 | 2.680 | 2.616 | 2540 | 2414 | 2.294 | 2.146
2925 | 2884 | 2837 | 2.760 | 2.689 | 2.606 | 2.470 | 2.343 | 2.190
3.015 | 2969 | 2915 | 2.830 | 2.753 | 2.663 | 2.519 | 2.387 | 2.229
3.096 | 3.044 | 2984 | 2.892 | 2.809 | 2.716 | 2.563 | 2.426 | 2.264
3.167 | 3.111 | 3.046 | 2.947 | 2.859 | 2.759 | 2.602 | 2.461 | 2.297
3.232 | 3.171 | 3.102 | 2.997 | 2905 | 2.800 | 2.638 | 2.494 | 2.327
3.290 | 3.225 | 3.152 | 3.042 | 2946 | 2.837 | 2.670 | 2.523 | 2.354
3.343 | 3.274 | 3.198 | 3.083 | 2983 | 2.871 | 2.701 | 2.551 | 2.380
3.392 | 3.320 | 3.240 | 3.120 | 3.017 | 2.903 | 2.728 | 2577 | 2.404
3.437 | 3.361 | 3.278 | 3.155 | 3.049 | 2932 | 2.754 | 2.601 | 2.426
3.478 | 3.400 | 3.314 | 3.187 | 3.079 | 2.959 | 2.779 | 2.623 | 2.447
3.516 | 3.436 | 3.347 | 3.217 | 3.106 | 2.984 | 2.801 | 2.644 | 2.467
3.552 | 3469 | 3.378 | 3.245 | 3.132 | 3.008 | 2.823 | 2.664 | 2.486
3.585 | 3500 | 3.407 | 3.271 | 3.156 | 3.030 | 2.843 | 2.683 | 2.504
3.616 | 3529 | 3434 | 3295 | 3.179 | 3.051 | 2.862 | 2.701 | 2.521
3.646 | 3566 | 3.459 | 3.318 | 3.200 | 3.071 | 2.880 | 2.718 | 2.537
3.673 | 3582 | 3.483 | 3.340 | 3.220 | 3.089 | 2.897 | 2.734 | 2.553
3.699 | 3.606 | 3.506 | 3.360 | 3.239 | 3.107 | 2.913 | 2.749 | 2.568
3.724 | 3.629 | 3.528 | 3.380 | 3.258 | 3.124 | 2929 | 2.764 | 2.582
3.747 | 3.651 | 3.548 | 3.399 | 3.275 | 3.140 | 2.944 | 2.778 | 2.596
3.769 | 3.672 | 3.567 | 3.416 | 3.291 | 3.156 | 2.958 | 2.792 | 2.609
3.791 | 3.692 | 3.586 | 3.433 | 3.307 | 3.171 | 2972 | 2.805 | 2.622
3.811 | 3.711 | 3.603 | 3.449 | 3.322 | 3.185 | 2985 | 2.818 | 2.634
3.830 | 3.729 | 3.620 | 3.465 | 3.337 | 3.199 | 2.998 | 2.830 | 2.646
3.848 | 3.746 | 3.638 | 3.480 | 3.351 | 3.212 | 3.010 | 2.842 | 2.657
3.866 | 3.762 | 3.652 | 3.494 | 3.364 | 3.224 | 3.022 | 2.853 | 2.668
3.882 | 3.778 | 3.667 | 3.507 | 3.377 | 3.236 | 3.033 | 2.864 | 2.679
3.898 | 3.793 | 3.681 | 3521 | 3.389 | 3.248 | 3.044 | 2.874 | 2.689
3.914 | 3.808 | 3.695 | 3533 | 3401 | 3.259 | 3.055 | 2.885 | 2.699
3.929 | 3.822 | 3.708 | 3.545 | 3.413 | 3.270 | 3.065 | 2.894 | 2.709
3.943 | 3.835 | 3.720 | 3.557 | 3.424 | 3.281 | 3.075 | 2.904 | 2.718
3.957 | 3.848 | 3.733 | 3568 | 3.435 | 3.291 | 3.084 | 2.913 | 2.727
3.970 | 3.861 | 3.745 | 3579 | 3.445 | 3.301 | 3.094 | 2.922 | 2.736
3.983 | 3.873 | 3.756 | 3.590 | 3.455 | 3.310 | 3.103 | 2.931 | 2.745
3.995 | 3.885 | 3.767 | 3.600 | 3.465 | 3.320 | 3.112 | 2.940 | 2.753
4.007 | 3.896 | 3.778 | 3.610 | 3.474 | 3.329 | 3.120 | 2.948 | 2.762
4019 | 3.907 | 3.788 | 3.620 | 3.483 | 3.338 | 3.129 | 2.956 | 2.770
4030 | 3.918 | 3.798 | 3.630 | 3.492 | 3.346 | 3.137 | 2.964 | 2.778
4041 | 3.928 | 3.808 | 3.639 | 3.501 | 3.354 | 3.145 | 2.972 | 2.785
4052 | 3.938 | 3.818 | 3.648 | 3.510 | 3.363 | 3.152 | 2.980 | 2.793
4062 | 3.948 | 3.827 | 3.656 | 3.518 | 3.370 | 3.160 | 2.987 | 2.800
4.072 | 3.957 | 3.836 | 3.665 | 3.526 | 3.378 | 3.167 | 2.994 | 2.807
4.082 | 3.966 | 3.845 | 3.673 | 3534 | 3.386 | 3.175 | 3.001 | 2.814

CUOARRAADRADNARNADNARAWWWOWWWWWWWWNRNNNNNNNNNRPERERERERERERLRE oo & W
NRPOOONOURWNRPOOONOUTRWONROOONOUIRWONROOONOUIAWNRO




Tableau 5 :Loi Kolmogorov-Smirnov

Intervalles de confiance de F(x)

(valeurs critique pour le test de Kolmogorov-Smwno

Niveau Significatif

o

n 0.20 0.15 0.10 0.05 0.01
1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733
5 0.446 0.474 0.510 0.565 0.669
6 0.410 0.436 0.470 0.521 0.618
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543
9 0.339 0.360 0.388 0.432 0.514
10 0.322 0.342 0.368 0.410 0.490
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.381
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356
25 0.21 0.22 0.24 0.27 0.32
30 0.19 0.20 0.22 0.24 0.29
35 1.18 0.19 0.21 0.23 0.27

n>35 1.07Nn | 1.14A4n 1.22Kn | 136An | 1.63Wn




Tableau 6 Test binomial simplifié

Valeurs de B (n ;05) en fonction du nombre de défaut n et du seudaidianceu.

Risque d’erreur
n o= 0.10 o= 0.05 o=0.01
2 0.475 0.487 0.497
3 0.432 0.454 0.484
4 0.402 0.432 0.471
5 0.369 0.402 0.452
6 0.347 0.382 0.434
7 0.327 0.362 0.417
8 0.307 0.343 0.400
9 0.292 0.328 0.386
10 0.277 0.313 0.372
11 0.265 0.300 0.360
12 0.255 0.289 0.348
13 0.245 0.279 0.338
14 0.236 0.270 0.328
15 0.228 0.261 0.319
16 0.221 0.253 0.311
17 0.215 0.246 0.303
18 0.209 0.240 0.295
19 0.203 0.234 0.288
20 0.198 0.228 0.282
21 0.193 0.223 0.276
22 0.189 0.218 0.271
23 0.185 0.213 0.265
24 0.181 0.209 0.260
25 0.177 0.205 0.255
26 0.173 0.201 0.251
27 0.170 0.197 0.247
28 0.167 0.194 0.243
29 0.164 0.190 0.239
30 0.161 0.187 0.235
31 0.158 0.184 0.231
32 0.156 0.181 0.227
33 0.153 0.178 0.224
34 0.151 0.176 0.220
35 0.149 0.174 0.218
n> 35 0.882 1.02 1.30
Vn Vn Vn

Epstein (tests for the validity of the Assumptibattthe uderlying distribution of life is
exponential. Technometrics- Vol.2 NO1 Feb. 196U@t2 NO2 May 1960)(Article traduit par
Mile Roch R.S.A. 1962 Vol. NO3) .
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Résumé :

Apres avoir effectué, une étude comparative emseptincipaux modeles mathématiques de
fiabilité on a optée pour le modele Weibull standaniversellement utilisé car il se distingue
par sa capacité de décrire, convenablement, unc@oiage de pannes variées pouvant
atteindre le seuil de 95 comme le précise le Dr Robert B. Abernethy [313. formule
mathématique du modele Weibull standard permet@#évaluer la fiabilité, facteur
fondamental d’'un management scientifigue de la temance d'un matériel, exige
'estimation du triplet paramétrique, notammentplErametre d’originey, le parametre de
formep et enfin le parametre d’échelie

Sachant que la méthode d’estimation du maximumrdesemblance, est plus performante,
gue les deux méthodes, respectivement, des momedes moindres carrés, on a €laboré la
fonction objectif correspondante. Le probléme dheation, ainsi posé, revét un caractere
tridimensionnel, d’ou la nature fort laborieuse processus calculatoire. Donc on a été
contraint de décomposer l'indice de performancéalen deux programmes mathématiques
non linéaires partiels. Le premier concernant neeche du maximum du test unilatéral de
linéarité de Z-transformée de Fisher avec parameétegppliqué au modele Weibull standard
bi-logarithmiquiment modifié et dont le maximum woide avec la valeur modale du
parametre de localisationqui est considéré comme I'estimateur ponctuelnagitide cette
grandeur paramétrique fondamentale. Conformémeatta méthode computationnelle, on a
parallelement, transformé le test bilatéral dediité de Z-transformée de Fisher ainsi que sa
variante inversée sous une forme dépendant du ptnewde repérage Le traitement des
données de fiabilité a corroborer la concordancerdsultats fournies, séparément, par les
trois méthodes distinctes d'ou la pertinence de weavelles techniques d’estimation
ponctuelle du paramétre de position

Quant au second programme mathématique non linpaiteéel, il consiste a minimiser la
norme euclidienne avec paramétrage afin d’aboutmaimum absolu de I'écart quadratique
appligué au modéle Weibull standard soumis a unibldaransformation logarithmique, ce
qui permet d'obtenir les estimateurs ponctuels nogtix, respectivement, de fornfle et
d’échellen. De cette fagon, la formule de Bryan Dodson donhfepériodicité optimale des
interventions préventives devient plus précise.sAilon met a la disposition du manager
maintenancier des informations fiables qu’ils largntissent la mise au point d'un diagnostic
juste sur 'état effectif du matériel et lui permeett I'adoption de la politique de maintenance
la plus adéquate pour la prise en charge de lmtredes équipements selon un plan
opératoire technico-economiquement optimal, ce vguicontribuer a I'amélioration de la
rentabilité de I'entreprise.

Mots-clés :Modele Weibull standard, parametre d’origingarameétre de fornfg parametre
d’échellen, courbe en baignoire, test de Kolmogorov-Smirn@gt binominal simplifié,
méthode d’estimation du maximum de vraisemblanest tinilatéral de linéarité de Z-
transformée de Fisher, test bilatéral de linéaét& -transformée de Fisher.



Résumé

Apres avoir effectué, une étude comparative entre les principaux modeles mathématiques de
fiabilité on a optée pour le modele Weibull standard universellement utilisé car il se distingue
par sa capacité de décrire, convenablement, un pourcentage de pannes variées pouvant
atteindre le seuil de 95%, comme le précise le Dr Robert B. Abernethy [51]. La formule
mathématique du modde Weibull standard permettant d évaluer la fiabilité, facteur
fondamental d'un management scientifiqgue de la maintenance d'un matériel, exige
I’estimation du triplet paramétrique, notamment le parametre d’origine vy, le paramétre de
forme B et enfin le paramétre d’ échelle .

Sachant que la méthode d’ estimation du maximum de vraisemblance, est plus performante,
gue les deux méthodes, respectivement, des moments et des moindres carrés, on a élaboré la
fonction objectif correspondante. Le probleme d’estimation, ainsi posé, revét un caractere
tridimensionnel, d’ou la nature fort laborieuse du processus calculatoire. Donc on a été
contraint de décomposer |’indice de performance global en deux programmes mathématiques
non linéaires partiels. Le premier concernant la recherche du maximum du test unilatéral de
linéarité de Z-transformée de Fisher avec paramétrage appliqué au modéle Weibull standard
bi-logarithmiquiment modifié et dont le maximum coincide avec la valeur modae du
paramétre de localisation y qui est considéré comme |’ estimateur ponctuel optimal de cette
grandeur paramétrique fondamentale. Conformément a cette méthode computationnelle, on a
paraléement, transformé le test bilatéral de linéarité de Z-transformeée de Fisher ainsi que sa
variante inversée sous une forme dépendant du paramétre de repérage y. Le traitement des
données de fiabilité a corroborer la concordance des résultats fournies, séparément, par les
trois méthodes distinctes d'ou la pertinence de ces nouvelles techniques d'estimation
ponctuelle du parametre de position y.

Quant au second programme mathématique non linéaire partiel, il consiste a minimiser la
norme euclidienne avec paramétrage afin d’ aboutir au minimum absolu de I’ écart quadratique
appliqué au modele Weibull standard soumis a une double transformation logarithmique, ce
qui permet d obtenir les estimateurs ponctuels optimaux, respectivement, de forme B et
d échelle n. De cette fagon, la formule de Bryan Dodson donnant la périodicité optimale des
interventions préventives devient plus précise. Ainsi, on met a la disposition du manager
maintenancier des informations fiables qu’ils lui garantissent la mise au point d’un diagnostic
juste sur I’ état effectif du matériel et lui permettent I’ adoption de la politique de maintenance
la plus adéquate pour la prise en charge de I'entretien des équipements selon un plan
opératoire technico-économiquement optimal, ce qui va contribuer a I’amélioration de la
rentabilité de |’ entreprise.

Mots-clés:

Weibull standard; Courbe En Baignoire; Test De Kolmogorov-Smirnov; Test Binominal
Simplifi€; Estimation Du Maximum De Vraisemblance; Test Unilatéral De Linéarité; Test
Bilatéral De Linéarité; Fisher; Bryan Dodson; Estimateurs ponctuels optimaux ; Rentabilité
del’ entreprise.



